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绪 论 


一 般 来 说 ， 一 个 学 科 分 支 的 起 源 总 是 从 对 一 些 人 们 所 关切 的 、 
感 兴趣 的 重要 问题 的 研究 开始 的 ， 当 形成 了 特有 的 研究 对 象 、 特 
有 的 研究 方法 、 以 及 较为 系统 的 基本 理论 和 成 果 时 ， 一 门 新 学 科 
MEET. 有 的 学 科 是 侧重 于 以 研究 对 象 来 划分 ， 有 的 则 侧重 于 
以 研究 方法 来 划分 ， 

数论 (有 时 称 为 高 等 算术 ) 是 研究 整数 性 质 的 一 个 数学 分 支 . 
虽然 现在 属于 数论 范围 的 许多 著名 问题 在 很 早 就 开始 研究 ， 得 到 
了 十 分 丰富 的 成 果 , 但 奇怪 的 是 ， 数 论 作 为 一 门 独立 的 数学 分 文 
出 现 却 是 迟 至 十 九 世 纪 初 的 事 ， 人 们 公认 C.F.Gauss 在 1801 年 发 
表 的 天 才 著 作 《 算 术 研 究 (Disquisitiones Arithmeticae)》 是 数论 
作为 一 门 独 立 学 科 诞 生 的 标志 . 数论 最 基本 的 特有 的 研究 方法 就 
是 Gauss 在 这 一 天 才 著 作 中 所 创立 的 同 余 理论 . 

解析 数论 是 数论 中 以 解析 方法 作为 其 研究 工具 的 一 个 分 支 . 
通常 把 G.F.B.Riemann 于 1859 年 发 表 的 著名 论文 《 论 不 大 于 
一 个 给 定 值 的 素数 的 个 数 (Uber die Anzahl der Primzahlen 
unter einer gegebenen Grosse)》( 参 见 312.1) 看 作 是 解析 数论 
作为 数论 的 一 个 分 支 开 始 形成 的 主要 标志 . 下 面 简单 地 谈 一 谈 一 
百 多 年 来 解析 数论 (不 包括 Diophantus EÉ, 超越 数论 ， IKIE 
式 等 ) 的 形成 和 发 展 过 程 . 

利用 解析 方法 来 研究 整数 性 质 ， 早 在 18 世纪 的 Euler 就 开 
始 了 . 一 个 众所周知 的 事实 是 他 证 明了 一 个 重要 的 恒等式 : 对 实 
变数 sS>1 有 

[M a-p) È n. (1) 


由 于 s 一 1 BF, 式 (1) 的 右边 趋 于 + co, 由 此 他 就 推出 了 素数 有 
无 穷 多 个 . 我 们 知道 算术 中 最 重要 的 定理 是 算术 基本 定理 : 每 个 


整数 n> 1, 必 可 唯一 地 表 为 


n=p" -př a;>1,1<j<r, (2) 


其 中 p ERK, p> >p. 恒等式 (1) 就 是 从 这 算术 基本 定理 
推出 的 ， 反 过 来 ， 假 定 恒等式 (1) 成立， 也 可 推出 算术 基本 定理 . 
所 以 ， 两 个 ( 实 变数 ) 解析 函数 之 间 的 关系 式 ( 世 是 算术 基本 定理 
的 解析 等 价 形式 ， 这 正 是 Euler 恒等式 (1) 的 重要 性 之 所 在 ， 
Euler 应 用 解析 方法 的 男 一 个 例子 是 关于 整数 的 无 限制 分 拆 
问题 . 设 n> 1,p (n) 表示 把 n 表 为 若干 个 正 整数 (不计 次 序 ) 之 
和 的 所 有 不 同 的 表 法 个 数 ， 即 方程 | 
H=h +-. +h ,Nl 之 … 之 nj 之 1 , [之 1， (3) 
的 解数 . p (n) 称 为 无 限制 分 拆 函 数 ， 例 如 
3=3=2+1=1+1+1, 
所 以 p(3) =3; | 
5=5=4+1=3+2=3+1+1 
=2+2+]1=2+1+1+1=1+1+1-+1+1, 
所 以 p(5) =7. 约定 p(0) = 1. Euler 引进 了 以 p(n) 为 系数 的 
PRK 
F(z) = Y pnz, (4) 


ERKE p (n) WJ (RAIO 母 函 数 (或 生成 函数 ) .容易 证 明 : 当 
|z|< 1 LERROA, 且 有 


F(= pz"= f] 0-297 (5) 


( 见 定理 36.1.1). 利用 它 Euler 证 明了 整数 分 拆 理论 中 著名 的 五 
角 数 定理 ( 见 [11, 定理 353], [12, 第 八 章 33 定理 3]). 这 里 又 
一 次 把 有 关 整 数 的 一 个 性 质 和 一 个 解析 函数 的 关系 式 联系 起 来 了 . 

Euler 并 没有 进一步 利用 解析 方法 研究 数论 问题 ， 也 没有 得 
到 重要 的 结果 (上 面 所 说 的 结果 都 可 以 用 初等 方法 证 明 )， 其 原 


因 之 一 可 能 是 当时 复 变 函 数论 还 没有 发 展 成 熟 . 然而 ， 只 有 在 整 
数 性 质 与 解析 函数 性 质 之 间 建 立 了 联系 ， 才 有 可 能 把 解析 方法 用 
于 研究 数论 ， 历 史 证 明 解 析 数 论 正 是 沿 着 Euler 的 光辉 思想 发 展 
起 来 的 . 
Gauss 利用 完整 三 角 和 公式 
Y em 0DU) VD o (6) 


给 出 了 二 次 互 反 律 的 一 个 证 明 ( 见 [1, $9.11). 这 是 指数 和 方 
法 第 一 次 用 于 解决 数论 问题 ， 

首先 为 解析 数论 奠定 了 基础 的 是 D.G.L.PDirichlet. 他 成 功 
地 应 用 解析 方法 解决 了 两 个 著名 数论 问题 : (I) 首 项 与 公差 互 
素 的 算术 数列 中 有 无 穷 多 个 素数 ; (ID 二 次 型 的 类 数 公式 . 

算术 数列 中 的 素数 了 设 g>3,1<1<g,(1,g)=1, 算 术 
数列 | 

l,Itgqg,l+2g,... I+ da ，… (7) 

中 是 否 也 有 无 穷 多 个 素数 ， 这 是 知道 了 自然 数 中 存在 无 穷 多 个 素 
数 后 很 自然 要 问 的 一 个 问题 ，Euler 宣布 当 1! = 1 时 算术 数列 (7) 
中 有 无 穷 多 个 素数 ; 而 A.M .Legendre 明确 地 提出 算术 数列 (7) 
中 有 无 穷 多 个 素数 (并 利用 这 一 结论 给 出 了 二 次 互 反 律 的 一 个 证 
明 ). 但 是 ,他 们 都 没有 给 出 证 明 . 虽 然 对 特殊 的 1 和 gq, 初等 数论 
中 已 证 明了 很 多 这 样 的 结果 ， 但 一 般 结论 是 否 成 立 ， 则 是 一 个 十 
分 困难 的 猜想 . Dirichlet 先 于 1837 年 证 明了 这 一 猜想 对 q 是 素 
数 时 成 立 , 继 而 利用 他 证 明 的 二 次 型 类 数 公式 推 出 对 一 般 的 g 猜想 
也 成 立 . 为 了 确定 一 个 整数 是 否 属于 算术 数列 (7)(d 可 取 负 值 )， 
他 引进 一 类 极其 重要 的 算术 函数 一 一 模 4 的 特征 (网 313.1). 

设 q> 1, 一 个 不 恒 为 零 的 算术 疝 数 x (n) 如 果 满 足 条 件 : (i) 
当 (n,g)>1 时 xX(n)=0;( 让 对 任意 的 n 有 x(nt+g) = x (n); 
GD 对 任意 的 n,m 有 x mn) =x(m)x n), WA xin) 就 称 为 模 


1) 参看 [7, 31 34],[1, 第 七 章 ] ，[12, 第 九 章 $8],[ 4, 第 一 章 ]. 


4 的 特征 ， 为 了 明确 指出 它 是 属于 模 q 的 特征 也 记 作 y(n;q). 
通常 也 叫 作 Dirichlet 特征 ， 

显然 ,x (n) 三 1,(n ,gq) = 1, ERE, CRA q 的 主 特征 . 
仅 取 实 值 的 特征 称 为 实 特征 . Dirichlet 证 明了 : 对 给 定 的 模 g l 
有 e (q) 个 不 同 的 特征 ; 当 (n,gq)=1 时 |x(n) |=1; 


1 3 (n) -f 1, x 是 主 特征 ， (8) 
oq) mi t0, x PERHE; 
以 及 对 任意 的 n 及 (a,g)=1 有 
1,n 二 a lmod q), 
FOJ PEIOR, (9) 


0, nÆ a(mod q), 


这 里 求 和 号 表示 对 模 4 的 所 有 特征 求 和 . 
他 遵循 Euler 的 思想 ， 利 用 性 质 (9) 得 到 了 下 面 的 关系 式 : 
当 实 变数 s> 1 时， 


= Dx) 


p=1 (mod 4) p. @ Vq D xmodd 
1 — x (p) | 
=la P (D |- X iog(1- - Jow 
(10) 
_ 1 — | - 209) | 
p (q) E ros 人 ESO 
p| 3k T žr 
 L(s,)=3 y(mn.s>1. (11) 


由 算术 基本 定理 (2) 及 x (n) 的 性 质 容易 推出 ， 当 s> 1 时 有 
a-z’ y(n)n °= L(s,z). (12) 
MEHE L (s, y) PA Dirichlet L 函数 ， 由 式 (10) #l (12) 推出 


L = 一 一 =O > x(Dlog Ls, y) +01). (13) 


p = 1 (mod q} P 


如 果 能 够 证 明 当 s->1 时 ， 上 式 右 边 的 和 式 趋 于 + oo, 那么 就 证 
明了 算术 数列 (7) 中 有 无 穷 多 个 素数 ， 这样, 通过 关系 式 (13) 我 
们 的 算术 问题 束 勾 转化 为 研究 实 变数 的 解析 函数 上 (s, x) 的 性 质 . 
通过 对 L (s, y) 性 质 的 进一步 研究 ， 这 一 -结论 被 归结 为 要 去 证 明 : 
当 y 是 实 特征 且 不 是 主 特征 时 


L(1,2 = > y (n) n! 0! (14) 


( 见 定理 14.2.4) ， 当 g 是 素数 时 ，Dirichlet 直接 证 明了 式 (14) ; 
而 对 一 般 的 g, 他 是 从 下 面 的 二 次 型 类 数 公式 (18) 推出 的 . 
二 次 型 的 类 数 公 式 ，” 设 整 系数 非 退化 的 二 元 二 次 型 


z mod q 


F=F(x,y) =a2+bxy+ cy, (15) 
Ht (a,b,c) = 1, 它 的 判别 式 
d=b’— 4ac. (16) 


显 见 d 硅 0 或 1(mod 4), Hd FH. 以 下 恒 假 定 d ER 
的 数 ， 二 元 二 次 型 政和 二 元 二 次 型 | | 
G=G(x,,y)=a,xi+ bx, y +tey 
称 为 是 相似 的 ， 如 果 存 在 模 变 换 
x=rļýtsy s y=fXiTuy, 
r,s, t.u 是 整数 ，ru 一 st= 1， (17) 
使 得 | | 
F(rx tsy , txt uy) = G(x,,y,). 
显 见 ， 两 个 相似 的 型 的 判别 式 相 同 . 我 们 把 所 有 两 两 不 相似 的 ， 
以 4 为 判别 式 的 二 次 型 的 个 数 记 作 hh(qd)， 称 为 二 次 型 的 类 数 . 
容易 证 明 ， 对 一 给 定 的 d, 有 县 只 有 有 限 个 两 两 不 相似 的 二 元 二 


1) 由 式 (8) 易 证 式 (14) 中 的 级 数 收 伊 
2) 参看 [7,36 ],[12 ,第 十 二 章 ]. 


次 型 以 d 为 其 判别 式 ， 所 以 1 <h(d) < + oo. 1839 年 ，Dirichlet 
证 明了 
(2x) 1w [dl]! 2L(1,y), d<0; 


TORR (18) 
(log) 'd' L (1,x), d>0, ` 


这 里 y (n) - (4 J 是 模 d| 的 实 特征 ， (4 J 是 Kronecker 
符号 (参看 [12, 第 十 二 章 33])， 


L(1,7)=Y [4 ). (19) 
J 2. d<—4 

w= < 4, d=-4, (20) 
(6, 4d--3 


以 及 e=(ut vo d)⁄2 ， utu d 是 Pell 方程 2— do? = 4 
的 最 小 正解 (参看 [12, 第 十 一 章 34 定理 4]). 
由 hh(d) > 1 及 式 (18) 立 即 推出 
L(1,7)#0, | (21) 
“利用 特征 和 工 函数 的 简单 性 质 就 可 推出 式 (14) 成 立 . 

Dirichlet 的 这 两 个 历史 性 工作 显示 了 解析 方法 的 强大 生命 力 : 
初等 方法 所 不 能 解决 的 数论 问题 可 转化 为 研究 ( 实 变数 ) 解析 函 
数 的 性 质 ， 而 得 到 令 人 满意 的 解决 ， 顺便 指 出 ， 二 次 型 类 数 公 式 
是 属于 代数 数论 范围 的 问题 ， 在 这 里 已 经 显示 出 了 代数 方法 、 解 
析 方 法 、 以 至 几何 方法 相 结 合 来 研究 数论 的 趋势 ， 这 种 趋势 近年 
来 在 数论 的 发 展 中 尤为 明显 . | 

素数 分 布 问题 一 直 是 数论 研究 的 中 心 课题 之 一 ， 素 数 有 无 穷 
多 个 ， 以 及 首 项 与 公差 互 素 的 算术 数列 中 有 无 穷 多 个 素数 ， 都 是 
定性 结果 .我们 当然 希望 知道 ， 不 超过 x 的 素数 个 数 x (x) 是 多 
少 ? 以 至 进一步 问 ， 不 超过 x 且 属 于 算术 数列 (7) 的 素数 个 数 z 

. 6 . | 


(x;q, l) 32 9 Legendre 和 Gauss 都 猜测 (W S 11.1): 

m (x)— x /log x. (22) 
Gauss 的 猜测 更 精确 些 : 

m (x) —Lix, (23) 
这 里 Li x 是 对 数 积分 ， 这 就 是 通常 所 说 的 素数 定理 ， 上 面 提 到 
的 Riemann 的 著名 论文 正 是 研究 这 一 问题 的 ，Riemann 也 是 把 
Euler 恒等式 (1) 作为 他 研究 这 一 问题 的 出 发 点 ,一 个 重要 的 不 
同 是 : 他 把 s AFER EK, 当 Re s>1 时 式 (1) 仍 然 成 立 ， 他 
记 
¿ (s) = | 


这 就 是 现在 说 的 Riemann Zeta 函数 . 他 对 RRE T iR 22 Bl 
深刻 的 研究 ， 得 到 了 一 系列 重要 结论 ( 见 $12.1). 然后， 建立 了 
一 个 联系 x (x) fll ¿ (s) 的 重要 关系 式 ， 他 的 不 其 严格 的 推导 如 
F: 对 等 式 (1) 两 边 取 对 数 ， 当 Re s>1 时 有 


log ¢ (s) = -Ziog(1- $ )=s Etf, x dx. 
进而 得 
1 ety=| J(xÁ)x ° dx, Res>1, 


Res>1; (24) 


这 里 
J (x) = Š — n (x) =r (Q) +0 (x2). (25) 


进而 ， 由 Mellin 变换 的 反 转 公式 (和 定理 1. 2. 1) 得 到 : 5 x>1, 
Re a> 1 时 ， 


J.O) = — (J (x+0) +J (x= 0)) = = | log ( (s) Ž ds 
(a) 


_ 1 _1 | e (P a 
2ni logx ds S 


(a) 


由 此 ， 利 用 他 所 证 明 的 关于 “ks) 的 性 质 ,, Riemann 得 到 了 著名 
的 所 谓 Riemann 素数 公式 : | 


NO) -Lix-ZLixe-iog2+ | -l dt, (26) 
' p 


. t(t?—1)log t 
这 里 求 和 号 是 对 《(s) 的 所 有 复 零 点 p 求 和 (Riemann 已 经 严格 
证 明了 (s) 可 解析 开拓 到 全 平面 , 以 及 它 的 全 体 复 零点 均 位 于 长 
条 0< Res<1 中 ). 注意 到 式 (25) ， 这 一 公式 清楚 地 表明 x (x) 
和 < (s) 的 复 零 点 的 分 布 密切 相关 . | 
在 论文 中 ，Riemann 提出 了 一 个 至 今 未 解决 的 猜想 :“(s) 的 
全 体 复 零 点 均 位 于 直线 Res=1⁄2 上 .这 就 是 著名 的 Riemann 
猜想 . 大 家 知道 ， 对 这 一 猜想 的 研究 大 大 地 推动 了 解析 数论 ， 代 
数 数论 ， 代 数 几 何等 学 科 的 发 展 ， 
我 们 将 在 第 十 二 章 较为 详细 地 介绍 Riemann 的 论文 及 有 关 
问题 . | | i 
Riemann ñj £&— SF T fE, AM I Y w 5 T pa 3 to É 
研究 数论 的 一 般 思想 和 方法 ， 而 且 在 数论 的 一 个 最 重要 的 中 心 问 
题 素数 定型 一 一 上 得 到 了 有 具体 的 实现 (尽管 有 时 推导 是 不 严 
格 的 ， 而 这 种 不 严格 在 某 种 意义 上 说 是 不 可 避免 的 ) . 从 此 以 后 ， 
对 素数 定理 的 研究 正 是 严格 地 沿 着 Rieman 在 这 篇 论文 中 提出 
的 思想 、 方 法 、 和 结论 而 取得 进展 的 . 他 所 给 出 的 全 部 结论 后 来 
都 给 出 了 严格 的 证 明 , 并 大 大 地 推动 了 单 复 变 函数 论 , 特 别 是 整 郴 
数理 论 的 发 展 .最 后 , 终于 在 1896 年 ,Hadamard 和 de la Vallee 
Poussin 几乎 同时 独立 地 证 明了 素数 定理 (23) 成 立 . 这 里 提出 的 
研究 素数 定理 的 具体 方法 通常 称 为 复 变 积分 法 ， 它 在 Dirichlet 
除数 问题 , Gauss 圆 问题 ( 见 第 二 十 七 章 ) 等 著名 问题 上 也 都 成 功 
地 得 到 了 应 用 .E.Landau 对 这 一 方法 的 完善 和 发 展 作出 了 贡献 
从 此 ， 新 的 解析 方法 不 断 被 引入 来 研究 数论 问题 . 在 1920 
年 前 后 ， 差 不 多 同时 开始 了 对 圆 法 ， 筛 法 和 指数 和 方法 的 研究 ， 


1) 参见 [14, $49]. 


取得 了 初等 方法 所 不 能 得 到 的 丰硕 成 果 . 

1920 年 前 后 ，G .H. Hardy, S. Ramanujan 和 J. E. 
Littlewood 提出 并 系统 地 发 展 了 解析 数论 中 的 一 个 强 有 力 的 新 
方法 RE, 1930 年 前 后 ，H .M .BrnnorpanoB 又 对 圆 法 
作 了 重要 改进 . 图 法 成 功 地 应 用 于 无 限制 整数 分 拆 ，W aring 问 
题 ，Goldbach 猜想 ,平方 和 问题 等 一 系列 著名 问题 . 

1918 Æ, Hardy 和 Ramanujan 首先 提出 了 圆 法 ， 用 于 研究 
整数 分 拆 问题 . 他 们 从 Euler 的 关系 式 (5) 出 发 ,把 z 看 作 是 复 
变数 ， 由 Cauchy 积分 定理 得 到 : 当 0<r<1 时 有 | 


— | -nl 
p (n) = Pri | F (z)z dz 


|z|=r 


1 
= | F (re2zi9) e 2ringd0 . (27) 
0 


HAKAA F (z) 的 性 质 计算 上 式 最 后 一 个 积分 ， 他 们 得 到 了 
p (n) 的 渐 近 公式 , 后 来 ,H.Rademacher 于 1937 年 利用 Farey 分 
制 和 进行 巧妙 的 计算 得 到 了 p(n) 的 级 数 展开 式 ( 见 第 三 十 六 章 ). 

Waring 问题 是 E. Waring 在 1770 年 提出 的 ( 见 第 二 十 六 
章 ) ， 简单 地 说 就 是 : 对 任 给 正 整数 >2, 一 定 存 在 正 整数 
m=m(k), (EREN E 

x+- +xk= N, x,20,j=1,:., m, (28) 

对 每 个 自然 数 N 必 有 解 . 我 们 把 这 样 的 正 整 数 m 中 的 最 小 的 记 
作 g (k). 如 果 仅 要 求 不 定 方程 (28) 对 每 个 充分 大 的 自然 数 N 有 
解 ， 那 么 把 这 样 的 正 整 数 m 中 的 最 小 的 记 作 G (k). 

Goldbach 猜想 是 C. Goldbach 和 Euler 在 1742 年 的 数 次 
通信 中 提出 来 的 ( 见 第 二 十 章 ). 他 们 猜测 

(A) 每 个 不 小 于 6 的 偶数 是 两 个 奇 素数 之 和 ; 


1) 对 F(z) 的 研究 是 属于 模 形 式 理论 的 一 部 分 , 模 形 式 理论 是 研究 堆 爸 数论 
的 一 个 重要 解析 方法 ， 本 书 不 作 系 统 的 讨论 . 


Sn Pecce "ANEK aaka anan -aTa a R pa- R a AESA BhA asillupi ikuh k z. t-i aa KE t anita laka aai dakai i :ass 


(B) 每 个 不 小 于 9 的 奇数 是 三 个 奇 素 数 之 和 ， 

1920 年 前 后 ，Hardy 和 Littlewood 发 表 了 一 系列 文章 ( 见 
[33, 第 一 章 ]) ， 系 统 地 发 展 了 圆 法 ， 用 于 研究 Waring 问题 和 
Goldbach 猜想 . 利用 Cauchy 积分 定理 ， 类 似 于 式 (27) 可 得 到 
以 下 结论 : 

(D 设 R,(N) 是 不 定 方程 (28) 的 解数 ， 则 
R, (N) = = | H” (z)z V 'dz 
mi 
|z|=r 
=r*| H” (re?) e" N dO, 0<r<1, (29) 
这 里 
H (z) = y ok, |z|<1; (30) 


(I 设 D (N) 是 NN 表 为 两 个 奇 素数 之 和 的 表 法 个 数 ，T (N) 
EN 表 为 三 个 奇 素数 之 和 的 表 法 个 数 ， 则 


D(N) = - | S2 (2) z N-lqz 
i 


lzl=r 


l . 
- "| S2(rze2zi0) a 2riNd q 0 , O<r<1 : (31) 
0 


T(N) = — | S2*(z)z N l dz 
ni 


lz2|=r 


1 
-ref S? (re? eN d0, O<r<1; (32) 


0 


S(z2= X z, |z|<1. (33) 


2<p 


A A AR H (reti!) R S (re?!) 都 具有 这 样 的 性 质 : 40 
和 分 母 “ 较 小 “的 既 约 分 数 “ 较 近 "时 ， 函 数 取 “ 较 大 "的 值 ， 函 
数 的 主要 部 分 就 集中 在 这 些 既 约 分 数 的 “附近 ". 因此 ， 他 们 就 
希望 能 利用 Farey 分 数 把 积分 区 间 [0,1] 分 割 为 基本 区 间 五 和 
余 区 间 E. W Wb ar, E, 就 是 由 那些 以 分 母 “ 较 小 "的 既 约 分 数 为 中 
心 的 小 区 间 所 组 成 ， 使 得 式 (29), (31) 和 (32) 中 的 积分 的 主要 
部 分 就 是 在 E, 上 的 积分 ; 这 样 ， 适 当选 取 x (和 NN 有关 )， 把 在 
E, 上 的 积分 计算 出 来 ， 并 证 明 在 E, 上 的 积分 是 可 以 忽略 的 次 要 
部 分 ， 以 得 到 当 N 充分 大 时 解数 的 渐 近 公式 ， 由 此 来 证 明 
Waring 问题 与 Goldbach 猜想 对 充分 大 的 N 成 立 . 这 就 是 他 们 
的 圆 法 的 思想 . 然而 , 这 一 方法 对 Waring 问题 来 说 仅 当 K= 2 时 
有 效 , 可 以 证 明 m= 5 时 不 定 方程 (28) 必 有 解 (虽然 由 Largrange 
定理 可 推出 g (k) = 4, 但 这 里 得 到 了 解数 的 渐 近 公式 ) .而 对 W ar- 
ing 问题 >3) 及 Goidbach 猜想 ， 虽 然 在 基本 区 间 E, 上 的 积 
分 可 以 计算 出 来 ， 但 不 能 证 明 在 余 区 间 E, 上 的 积分 是 可 以 忽略 
的 次 要 部 分 ， 因 此 他 们 只 得 到 了 一 些 重 要 的 条 件 结 果 . 尽管 如 此 ， 
这 一 强 有 力 的 解析 方法 圆 法 一 一 的 提出 ， 开 创 了 近代 解 
析 数 论 研究 的 一 个 新 时 期 

后 来 ，BuHorpaaos 发 现 ， 式 (29), (31) 和 (32) P W 
级 数 都 可 以 用 有 限 指 数 和 来 代 苦 . 利用 熟知 的 积分 


l. h=0; 
| armao=| (34) 
0 0， 整数 关头 0 . 
可 得 到 
1 | m 
R= | ( > emoet ) cd0= | +| ; (35) 
0 NO<sn<N | Fr “E; 
J 2 
D (N) -|( > peri) emde= | +| : (36) 
0 N 2<p<N E] E) 


rom=| | > ear) | +| , (37) 
0 2<p< N 


这 就 大 大 简化 了 原来 的 关系 式 (这 相当 于 在 原来 的 复 积 分 中 取 积 
分 围 道 1z|= 1, 而 这 在 那里 是 不 可 以 的 ， 因 为 jzl=1 是 原来 那些 
车 级 数 的 自然 边界 ) ， 这 样 一 来 ， 实 现 圆 法 的 关键 就 转化 为 估计 
有 限 指 数 和 在 余 区 间 E, 上 的 积分 ， 这 就 导致 BrzHorpaaoaB 创 
造 了 一 整套 估计 各 种 类 型 的 指数 和 的 天 才 方 法 这 就 是 近代 
解析 数论 中 的 又 一 个 具有 广泛 应 用 的 重要 方法 指数 和 方法 . 
利用 他 的 方法 ，BnHorpanos 证 明了 著名 的 三 素数 定理 ( 见 第 
二 十 章 ) ， 得 到 G (k) 的 最 好 的 上 界 估 计 ( 见 第 二 十 六 章 前 言 )， 
以 及 素数 定理 余 项 的 最 佳 估计 ( 见 定理 11.3.3). 

指数 和 也 称 三 角 和 ， 是 指 各 种 类 型 的 和 式 

> e(f (n)), (38) 

这 里 f(x) 为 满足 某 些 条 件 的 实 函 数 半 属于 某 个 有 限 整数 集合 . 
指数 和 方法 也 称 三 角 和 方法 ， 就 是 估计 这 种 和 式 的 上 界 的 方法 ， 
近代 解析 数论 之 所 以 得 到 了 重大 进展 是 和 指数 和 方法 的 提出 与 发 
展 分 不 开 的 . 重要 类 型 的 指数 和 有 以 下 三 种 : | 

完整 三 角 和 (也 称 有 理 三 角 和 ) i g 是 给 定 的 正 整 数 ， 已 (x) 
=aix* 十 .… 十 gaix 是 整 系数 多 项 式 , (a,,…, al,9)=1. 我 
们 把 


Ss(g,p(x)) -> e(P (x) /0) (39) 


称 为 完整 三 角 和 . CE Waring 问题 的 主 项 的 研究 中 起 着 重要 作 
H(A $26.2). Gauss, 华罗庚 ， 和 A. Weil 对 完整 三 角 和 的 研 
究 作 出 了 重要 贡献 .关于 完整 三 角 和 的 基本 结果 和 主要 历史 见 
$26.3 及 所 引文 献 ， 

Weyl 指数 和 iZ f(x) (a< x<b) 是 具有 足够 多 次 导数 的 实 
函数 ， 我 们 把 


> elfm) (40) 


a<n=<b 


LAA aa, 


称 为 Weyl 和 ， 它 最 初 是 由 H. Weyl (1916) 在 其 关于 一 致 分布 

的 开创 性 工作 中 引进 的 ， 并 给 出 了 它 的 非 显 然 上 界 估计 ， 后来， 
É Riemann t KAE ( 见 第 十 ， 二 十 三 ， 二 十 四 ， 二 十 五 章 ) ， 
素数 分 布 ( 见 第 十 一 章 ) Waring 问题 ( 见 第 二 十 六 章 ) ， 整 点 问 
题 ( 见 第 二 十 七 章 ) ， 以 及 Diophantus i8 8.308421) E A UR 
题 的 研究 中 ， 都 出 现 了 Weyl 指数 和 ， 而 且 估计 这 种 指数 和 是 研 
究 这 些 问题 的 关键 . 估计 这 种 指数 和 的 方法 主要 有 三 种 : 第 一 种 
是 Weyl 提出 的 ， 后 经 Hardy — Littlewood 作 了 改进 (见习 题 
19.3). 后 来 ,van der Corput 和 1.M.Bnnorpanos 分 别提 出 了 
两 种 新 方法 ， 这 两 种 方法 各 有 优 劣 ， 但 都 好 于 Weyl 的 方法 . 关 
于 这 两 种 方法 ， 及 其 主要 历史 、 发 展 分 别 见 第 二 十 一 ， 二 十 二 章 
及 所 引文 献 . 

RaR 设 f(x) 和 式 (40) 中 的 相同 ， 


| ; È elf (p)) = (41) 
称 为 素 变数 指数 和 ， 特别 重要 的 是 线性 素 变数 指数 和 
> e (ap). (42) 


p< x 


这 种 指数 和 是 下， M .BuHorpanos 首先 提出 ,得 到 了 非 显 然 
估计 ， 并 进行 了 深入 的 研究 . 他 正 是 通过 成 功 地 估计 线性 素 变 数 
指数 和 (42), 而 证 明了 著名 的 三 素数 定理 每 个 充分 大 的 奇 
数 是 三 个 奇 素数 之 和 ， 并 得 到 了 表 法 的 渐 近 公式 ( 见 第 二 十 章 ) 
关于 线性 素 变数 三 角 和 方法 的 主要 结果 及 其 发 展 见 第 十 九 章 及 所 
引文 献 ; 关于 非 线性 情形 参看 [34] ,[35 ] 及 习题 19.3. 应 用 圆 法 
和 素 变数 指数 和 人 估计， 华罗庚 在 Waring— Goldbach 问题 上 作 
出 了 重要 贡献 ( 见 [13]). 

与 指数 和 方法 有 关 的 是 所 谓 特 征 和 方法 ， 它 在 Dirichlet L 
函数 理论 ， 与 算术 数列 有 关 的 数论 问题 ， 以 及 其 它 一 些 著 名 数论 
问题 (如 最 小 正 剩余 . 最 小 正 原 根 等 ) 中 有 重要 应 用 . 但 对 特征 和 
估计 至 今 没 有 得 到 令 人 满意 的 结果 . 我 们 仅 在 》13.4 和 第 二 十 九 
章 讨论 了 一 些 最 初步 的 结果 . 这 是 一 个 十 分 重要 的 研究 课题 . 
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还 应 该 提出 的 是 H. Kloostermann (1926) 在 研究 表 整 
数 为 平方 和 b x” +b,x2+ b, x+ bix? 时 所 引进 的 所 谓 
Kloostermann 和 : 设 整 数 g> 1, a, b 是 给 定 的 整数 ， 


y (b), (43) 
这 里 hn-1n 三 1 (mod g)， 近 年 来 对 这 种 指数 和 的 研究 有 了 一 些 


进展 ， 并 在 一 些 数论 问题 上 得 到 了 应 用 (参看 : H.B.Kysnenos, 


Mar. CB. 111(1980), 334— 383; J. M. Dershouillers, H. 
Iwaniec, Invent. Math .70 (1982), 219-288). 本 书 不 讨论 这 
方面 的 内 容 . 

得 法 是 随 着 对 挛 生 素数 ，Goldbach 猜想 等 著名 问题 的 研究 
发 展 起 来 的 ， 就 其 方法 本 身 来 说 是 一 个 初等 的 解析 方法 ， 具 有 很 
强 的 组 合 数学 特征 . 但 是 为 了 处 理 得 法 中 出 现 的 次 要 项 ， 往 往 需 
要 用 到 高 深 的 解析 方法 和 结果 ， 关 于 什么 是 得 法 ， 筛 法 理论 的 基 
本 问题 ， 以 及 筛 法 与 数论 问题 的 联系 ， 将 在 8 32.1 中 作 较 详细 的 
介绍 ， 这 里 不 多 说 了 . 第 法 分 为 小 第 法 与 大 筛 法 ， 而 通常 说 得 法 
时 总 是 指 小 得 法 ， 筛 法 起 源 于 古老 的 Eratosthenes 筛 法， 但 这 种 
” 籍 法 实际 上 是 一 种 算法 ， 对 数论 问题 不 能 得 到 有 理论 价值 的 结 朱 ， 
首先 对 Eratosthenes 筛 法 作出 了 有 具有 重大 理论 价值 的 改进 的 是 V. 
Brun, 在 1920 年 左右 ， 他 用 他 的 改进 后 的 新 方法 证 明了 两 个 重 
要 定理 : (a) 由 所 有 李 生 素数 的 倒数 组 成 的 级 数 收敛 (定理 
32.3.2); (b) 命 题 {9,9)， 和 命题 {9,9} 成 立 ， 这 里 hh 是 给 定 的 侦 
数 ， 命 题 {a, bl, 表示 存在 无 穷 多 个 正 整数 n, 使 得 n 和 1n+ hl 分 
别 是 不 超过 a 个 和 4b 个 素数 的 乘积 ， 命 题 {a,b} 表 示 充 分 大 的 侦 
数 一 定 是 一 个 不 超过 a 个 素数 的 乘积 与 一 个 不 超过 也 个 素数 的 乘 
积 之 和 .他 的 方法 被 称 为 Brun 筛 法 ， 他 的 工作 开创 了 用 得 法 来 


研究 数论 的 新 途径 . 在 四 十 年 代 B.Rosser 改进 了 Brun Mii, 


当时 他 的 工作 没有 引起 人 们 的 注意 ， 直 到 七 十 年 代 前 后 才 为 人 们 
所 重新 发 现 ， H. Iwaniec 对 Rosser 筛 法 作 了 重要 改进 与 发 展 . 
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Eratosthenes 得 法 另 一 意义 重大 的 改进 是 A. Selberg 在 1950 年 
前 后 提出 的 ， 他 的 方法 是 基于 二 次 型 求 极 值 的 简单 思想 ， 直 接 得 
到 所 需要 的 上 界 估 计 ， 十 分 简单 且 便 于 应 用 . 他 的 方法 被 称 为 
Selberg LAMMET A 第 法 ， 对 第 法 理论 和 应 用 作出 了 重要 贡献 
的 还 有 A.A.ByxmTa6,P. Kuhn, 和 陈景润 . 在 某 些 问题 上 
(如 Brun -— Titchmarsh 定理 ， 见 定理 32.6.8) 利用 筛 法 可 以 取得 
其 它 解析 方法 所 不 能 得 到 的 结果 ， 而 一 些 问 题 ( 如 相 邻 素数 之 老 
的 上 界 估 计 ?) 的 最 佳 结果 也 是 由 得 法 得 到 的 . 对 小 得 法 的 研究 
还 远 远 没有 完结 ， 现 在 仅 对 最 简单 的 所 谓 线 性 筛 法 ( 见 式 
(32.5.2) ) 得 到 了 满意 的 解决 ， 而 对 多 维 筛 法 则 仪 取得 了 很 初 浅 
的 成 果 (参见 [10], [25] ,[26, 第 七 章 ] ,及 332.6). 

AREE IO .B.JIxnHanxk(1941) 在 研究 模 p 的 正 的 最 小 二 
次 非 剩 余 时 提出 来 的 ,大 筛 法 的 历史 将 在 第 二 十 八 章 的 前 言 中 介 
m, 在 大 得 法 研究 的 初期 ， 它 是 以 算术 形式 出 现 的 ( 见 》28.53)， 
上 且 带 有 一 些 捉 摸 不 透 的 神秘 性 ， 由 于 Bombieri 的 工作 (1965)， 
使 人 们 认识 到 大 得 法 实际 上 是 某 种 指数 和 的 均值 估计 ( 见 式 
(28.1.3)). 正 是 这 一 思想 ,使 得 大 得 法 成 为 近代 解析 数论 的 一 个 重 
要 工具 ， 而 大 得 法 本 身 应 归 人 指数 和 方法 ， 是 一 个 很 初等 的 分 析 
TA. KME Riemann ¿ 函数 和 Dirichlet L 图 数 的 零点 分 布 
( 见 第 三 十 ， 三 十 三 章 ) ， 算 术 数 列 中 素数 的 平均 分 布 ( 见 第 三 十 
一 章 ) ， 以 及 Brun- Titchmarch 定理 ( 见 328.6) 中 有 重要 应 用 . 

我 国 数学 家 对 小 得 法 和 大 筛 法 的 理论 与 应 用 作出 了 重要 的 页 
献 ， 特 别 是 陈景润 (1966, 1973) 证 明了 命题 {1,2 }, 这 被 公认 为 


”是 筛 法 (包括 大 得 法 ) 理论 富有 创造 性 的 最 杰出 的 应 用 (参看 [26， 


定理 9.3]) ; 他 在 关于 小 区 间 中 的 列 素 数 的 著名 工作 ( 见 Sci. 
Sin. 18 (1975), 611— 627; 22 (1979), 253— 275) 中 ， 首 次 把 指 
KADERDE Tk PRA, LAER A B 
进展 有 重要 影响 . 


1) 参看 Iwaniec 和 Pintz , Monatshefte Math .98 ,115 — 143 (1984). 


解析 数论 还 有 一 个 重要 的 初等 方法 一 一 密 率 理论 ， 它 是 由 
HiunpensMaHn 所 首先 提出 的 ， 这 里 不 详细 介绍 了 (参看 [14， 
第 一 章 31], K H. H. Ostmann, Additive Zahlentheorie, Bd, I, 
I, 1956) ， 利 用 密 率 与 筛 法 相 结合 可 以 证 明 : 每 个 自然 数 ( > 2) 
可 以 表 为 不 超过 19 个 素数 之 和 ( 见 H. Riesel, R. C. Vaughan, 
Ark. Mat. 21 (1983), 45-74). 这 是 至 今 用 别 的 方法 所 不 能 得 
到 的 . 

还 有 其 它 一 些 解析 方法 用 于 研究 数论 问题 . 例如 ，Tauber 
型 定理 用 于 素数 定理 和 其 它 问 题 的 研究 (参看 [$], [27]) ,Turan 
方法 用 于 研究 “函数 与 了 pq 32 (参看 Turan, 数学 分 析 中 的 一 个 
新 方法 ， 数 学 进展 2(1956), 311-365; 及 [26, 第 十 章 ])， 但 
是 它们 看 来 并 没有 形成 为 强 有 力 的 解决 数论 问题 的 重要 方法 . 

综 上 所 述 ， 一 百 多 年 来 ， 解 析 数 论 主 要 是 随 着 不 断 引 进 解 析 
方法 来 研究 素数 分 布 、 挛 生 素数 .Goldbach 猜想 .Waring 问题 、 
整 点 问题 .整数 分 拆 等 著名 数论 问题 而 发 展 起 来 的 . 它 所 特有 的 
基础 知识 主要 是 Riemann ¿ RAES Dirichlet L 函数 论 (特别 
是 上 (s) 与 了 (s, z) 的 零点 的 性 质 ) ， 以 及 一 些 有 关 模 函数 (参看 
“第 三 十 五 章 ) 的 性 质 ， 它 所 特有 的 基本 方法 主要 是 复 变 积分 法 、 
法 ,指数 和 方法 与 特征 和 方法 ,以 及 筛 法 等 ， 逐 步 地 建立 了 较为 
完整 的 理论 体系 ， 大 大 推进 了 对 这 些 著名 问题 的 研究 . 解析 数论 
一 直 是 数学 中 十 分 活跃 而 且 是 脚踏实地 的 取得 进展 的 一 个 分 支 . 
但 也 应 该 看 到 ， 绝 大 多 数 著 名 问题 还 没有 最 终 解决 ， 现 有 的 结果 
离 猪 测 有 着 很 大 距离 ， 当 前 解析 数论 的 发 展 似乎 处 于 一 个 相对 停 
滞 阶 段 ， 需 要 引进 新 的 思想 与 方法 .解析 数论 本 身 是 在 和 其 它 学 
科 互 相 渗透 的 过 程 中 逐步 发 展 起 来 的 ， 从 历史 和 近年 来 的 发 展 趋 
势 看 ， 新 的 分 析 、 代数 . 以 及 几何 方法 必 将 不 断 被 引进 来 继续 推动 
解析 数论 的 向 前 发 展 ， 而 这 些 学 科 的 方法 与 结果 的 价值 也 将 在 其 
推动 数论 问题 的 解决 所 取得 的 进展 中 得 到 检验 .， 总之， 解析 数论 
始终 是 一 门 具有 强大 生命 力 和 光辉 前 景 的 重要 学 科 ， 


第 一 章 Fourier # 换 

本 书 中 需要 用 到 有 关 Fourier 级 数 . Fourier 积分 .Fourier 变 
换 , Mellin 变换 以 及 Laplace 变换 的 一 些 最 基本 的 知识 . 有 关 
Fourier 级 数 的 知识 在 一 般 的 大 学 分 析 教 程 中 都 能 找到 ， 这 里 仅 
把 其 它 一 些 结 果 列 出 来 ， 以 便 查 用 ， 大 多 不 加 证 明 ， 它 们 的 证 明 
可 在 [9 ,三 卷 三 分 册 ] , [ 31, 第 十 三 章 ] 或 [ 19, 第 四 五 ,六 、 
十 .十 一 章 ] 中 找到 . 
3 1 ，Fourier 积分 与 Fourier 变换 


本 节 所 讨论 的 函数 f(x) 均 假 定 为 定义 在 ( - oo0,o0) 上 的 实 什 
函数 ， 只 有 第 一 类 间断 点 ， 且 积分 x | 


| |f(x)|dx< +æ. (1) 


如 果 f(x) 是 复 值 函数 ， 就 要 求 它 的 实 、 虚 部 都 满足 上 述 条 件 ， 那 
末 只 要 分 开 实 . 虚 部 来 讨论 ， 以 下 定理 都 成 立 , 我们 设 
f (x) =(1⁄2)(f(x+ 0) + f (x—0)). (2) 


我 们 把 积分 


a ay | flu) cos (y (u— x) ) du 


一 00 


-| dy | f(u) cos(2zy(u—x)) du (3) 


-700 一 名 


称 为 是 f(x) 的 Fourier 积分 ， 它 也 可 写 为 复数 形式 


A oO 
lim | e(=xy)dy | f u)e (yu)du . (4) 
o J_ 1 _ 
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Fourier 积分 (3)( 或 (4)) 不 一 定 收敛 ， 关 于 它 的 收敛 性 有 以 
下 的 Dirichlet — Jordan 判别 法 . 
定理 1 知 存 在 正 数 六 > 0, 使 得 f(x) 在 区 间 [x h, x + h] 
上 是 有 界 变 差 ， 则 
roo=| dy | fCu) cos (2zy (u— x,)) du (5) 
= 一 oo 一 oo 
f (xo) = lim | Cx a | f(w el yu) du . (6) 
如 果 f(x) 在 任 一 有 限 区 间 上 是 有 界 变 差 。 则 式 (5)( 或 式 (6)) 


Æ- oo <x < oo ER, 


我 们 把 函数 
f O) -| flu)e(yu)du (7) 
称 为 是 f(x) 的 Fourier 变换 . 
定理 2 f(y) 是 (- co ,00) 上 的 有 界 连续 函数 ， 且 
lim f(y)=0. (8) 


ly > > 
式 (8) 就 是 熟知 的 Riemann- Lebesgue €M. 
从 定理 1 立即 可 推出 Fourier 变换 的 反 转 公式 . 
定理 3 如 果 f(x) 在 任 一 有 限 区 间 上 是 有 界 变 差 ， 则 有 


lim | fe (— xy)dy= f(x) , 一 oo<XxX<oo， (9) 
A” = 
-A 
其 中 f (x) 由 式 (2) 给 出 ， 如 果 积 分 


| |f lads (10) 


存在 ， 则 
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| f We(-xpdy=7 (x). (11) 
X W F Fourier 级 数 的 Parseval 定理 ， 有 以 下 的 所 请 
Parseval— Plancherel 定理 . 
定理 4 Ú f(x), g( x) 是 满足 本 节 条 件 的 函数 ， 且 在 区 间 
(一 oo ,oo) 上 Lebesgue 平方 可 积 ， 则 有 


| fgs | f G0 dx , (12) 
其 中 f ,6 分 别 为 ,g 的 Fourier 变换 特别 当 f=g 时 有 
| Poa | Qoa. (13) 
作为 Fourier 变 效 反 转 公式 的 其 它 表达 形式 下 面 来 讨论 
Mellin 变换 和 Laplace 变换 的 反 转 公式 . 


92. Mellin 变换 的 反 转 公式 


定理 1 i g(x) 是 定义 在 区 间 (0 ,co) 上 的 实 值 函数 ,在 任 一 
有 限 区 间 上 有 界 变 差 .再 设 复 变数 s= o+ 让 .如 果 当 Re s= o, 时 
下 面积 分 绝对 收敛 


| gcou=ca， | (1) 
(G(s) 称 为 是 g (x) 的 Mellin 变换 ) MH 
g (x) =lim —— | i x :G(s)ds, x>0 ; (2) 
. Tid 
如 果 积 分 
| IG (o+ it )| dt (3) 


一 a 
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存在 ， 则 


x 


g(x) = = | G(s)ds, x>0, (4) 


lop? 
其 中 7 (x) 由 式 (1.2) 给 出 ， 
证 : ERO) PEER x=e™ 可 得 


G(Gs,+ it) -| (2re?rxrog ((e2"u))e(tu)du, 


即 G( oo+ it) Æ 2me2zusog(e2*u) BJ Fourier 变换 .因此 由 定理 1.3 
的 式 (1.9) 推出 


A 
2me2*us0 g (e2*u)=l1im | Glo tit)e(— tw dt , 
A > co -1 


再 令 e?™…=x, 并 两 边 除 以 2ze2"*% 即 得 式 (2) ， 从 定理 1.3 的 第 二 部 
份 可 证 明 式 (4) RI. 
如 在 定理 1 PR g(x) =e, 在 式 (3.2.8) 将 证 明 


T (s) -| xs le-xdx ,Res>0. 
0 


因而 有 


= —_ | x :TIT(s)jds, x>0,0c>0. (5) 
2ri o) 


$3. Laplace 变换 的 反 转 公式 


定理 1 设 f(x) 是 定义 在 [0 , co) 上 的 实 值 函数 ， 在 任 一 有 
限 区 间 上 有 界 变 差 ， 复 变数 s= c 十 让. 如果 当 Re s= oo 时 下 面 的 
积分 绝对 收敛 


| e sx f(x)dx=F (s), (1) 


0 
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(FCs) 称 为 是 f(x) 的 Laplace 变换 )， 则 


f (x) = lim = g es F (s) ds , (2) 
其 中 
(3 UG+0) + f(x-0)), x>0 ， 
700 = 4 Lro), x=0 , G) 
O , | x<0 . 
若 积分 
| e" IF (G; + i) | dt _ (4) 
存在 ， 则 | _ | 
_ 1 | 
TO= | e F(sjds. — (5) 


证 : 在 (- oo ,0) Eg X f (x) = 0 .由 式 (1) 得 
F (o+ it) = | erre fod | 
即 . j 
. l ü _ s 
F(oo— it) = Ja | (Sop e %*f(x))eidx ， 


所 以 Flo- it) Æ 2y e f(x) BJ Fourier 变换 ， 类 似 于 定理 
2.1 的 证 明 ， 利 用 定理 1.3 即 可 证 明 所 要 的 结果 ， 
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第 二 草 求 和 公式 


在 数论 中 经 常会 遇 到 如 下 形式 的 和 式 
> b(n) f(n) ， 
其 中 b(n) ERRA, fu) — EE BU S B 83, FA 
多 次 导数 . 本 章 将 介绍 分 析 中 研究 这 种 类 型 的 和 式 的 三 种 常用 的 
求 和 方法 : Abel 分 部 求 和 法 ，Euler 一 MacLaurin 求 和 法 ， 及 
Poisson 求 和 法 . 有 关 本 章 内 容 可 参看 [ 29, 第 2,5 章 ]. 


$1. Abel 分 部 求 和 法 | 
定理 1 设 b(n)(n=1 ,2 ,…) 是 一 复数 列 ， 其 和 函数 
Blu =f b(n), (1) 


H<u 


Bi 0<u <u ,f(w) 是 区 间 lu ,w,] 上 的 连续 可 微 函数 . 那 末 有 
> b(n)f(n) =B(u,) f(u,.) — B(u,) f(u,) 


uy <n<u, 


-| B(u) f Nu) du . (2) 
证 : 设 [uj]=n,[ wu,]=n, ,我 们 有 


n, 


> pf =) bf = (Bin)-Bn-1)) fn) 


ui<n<u, H=n, 


= _B(n) f(n,+ 1) -F B(n) ( f(n+ 1)— f) 


n=n1+i 


+ Bn) f(n,) 


=—B(n )f(n+1) - Y B| f (u)du+B(n,) fn) 
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n 


= 一 BO ) f(n + D- | B(u)f (u) du+ B(n,) fin). 


此 外 ， 
| B(u)f (wdu= Bn) (f 0 + 1) — fu)), 


u | 


Ë B(u) f G) du= B (n,)( f(u,) — fn.) ). 


na 


注意 到 Blu) =B(n) , B(u,) = Bn,)， 由 以 上 三 式 即 得 式 


(2). 
特别 的 ， 若 取 w=1 ,w=u>1 ,由 式 (2) 得 
> b(n) f n) =B(u) fu) — | Bü) f (u) du (3) 
如 果 和 函数 B(z) 可 表 为 
Blu) =ßlu) +r (u), (4) 


其 中 pu) 为 连续 可 微 函数 ， 是 B(w) 的 主要 项 ，r(w) 是 次 要 项 ， 
那 末 由 式 (2) 可 得 


Bb)= | Bp AO du +R (5) 
其 中 | 
R=r (u) f(u) ora (6) 
这 也 就 是 说 和 式 
, Š PSC) (7) 
的 主要 项 是 积分 
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| yo du. (8) 
定理 1 还 可 以 作 如 下 的 推广 ， 这 在 一 般 的 Dirichlet 级 数理 
论 中 是 有 用 的 . 
定理 2 设 给 定 实数 列 4 ,4,,…, 满足 4.<4,<.…<4,<.…， 
及 lim 4,=+ o0. FRE b(n) (n=1 ,2 ，…) 是 任 一 复数 列 ， 
B,(u) => b(n). (9) 


4 < u 


再 设 f(u) E [u u] 上 的 连续 可 微 函数 , u <u, A <u. IKA 
Y b(n)f( )=f(u,) B.(u — f(u) B, u) 


u CÅ pSt 
-Í B(u)f (u)du . (10) 
证 : 设 A=. 必 有 整数 上 >>[>0， 使 AS u <, 
ÀA Su, <å. 同 定 理工 的 证 明 一 样 ， 式 (10) 的 左边 等 于 
> b(n)f(4,)=B (4)f 0 -B Afan) 
I+1<n< k 
1k 


-| B,(u)f u)du . 


41+1 


由 此 及 以 下 两 式 即 得 式 (10) : 


41+1 | 
| B.(u) f (u) du =B,(4,) (fÀ...) — f(u,)) 5 


| B.(u) f (u) du= B(A )(f(u,- f) . 
lk 
$2. Euler— MacLaurin 求 和 法 


如 果 在 定理 1.1 中 取 b(n) 三 1 , 那 末 和 函数 
B(u) = [u], u>0 . 
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WRR plu) =u, ij r(u) = [u] u .由 式 (1.5) 得 : 对 任意 实数 


u <u A” 


2 f(n) = | fGu)du + ([u]— u) f(u) Ë 


un EU ul ul 


-| ([ul— wf (u)du . (1) 


更 合适 的 是 取 P(w) =u- + ,并 记 
b, (u) =u- [u] - + (2) 


HK(1.5) 可 得 : HER KA u <u, A” 


u2 


> fm=| fdu- b(W) flu) 


u nsu, u; ul 


4 | b (u) f (u) du . (3) 
这 就 是 最 简单 的 Euler 一 MacLaurin KAMAR. 
TIA, KA b(w) 是 以 1 为 周期 的 奇 函 数 ， H 


1 . 
| b.(u)du =0. (4) 
0 
| b, (u) du , [= 1,2,.…， (5) 
0 

D 当 w<0 时 ， 只 要 考虑 函数 F(w) =f (w+[wu,]), 定义 在 区 间 [u —[u,) , 

uz —[u1]] 上 . 
2) ui<0BF, 只 要 考虑 函数 F(w) =f (wu+[u1])， 定 义 在 区 间 [uiu], 

u.—[uí]] F. 


Rakuq, Gl ene teehee SBS JW: casa. Ol s. l s 


| onau =0 ,l=1,2,... . (6) 
0 


容易 看 出 ,这 样 的 函数 列 是 存在 唯一 的 ,这 里 的 条 件 (6) 是 为 了 确 
定 初 值 bi+1(0). 由 于 bi(w 是 以 1 为 周期 且 有 式 (4) 成 立 ,容易 归纳 
地 证 明 b. (d (1= 1,2,…) 亦 是 以 1 为 周期 .由 直接 计算 可 得 


bu) = — (u= [u])!— — (u= uD + —— ， 
b,(u) = — (u~ [u))*- —+ (u— [ul)?+ 
+ (u-u), x (7) 
b,(u) = > (u— [u]) *— 让 (u— [u])? 
1 1 
+ > (u— [u])2— 0 ° 
等 等 .利用 所 引进 的 这 一 串 函 数 bi(w) ,通过 分 部 积分 ,从 式 (3) 就 可 
得 到 下 面 一 般 的 Euler 一 MacLaurin KAAR. 


定理 1 设 ! 是 正 整 数 ,f(w 在 区 间 [uuz] 上 i 次 连续 可 微 ， 
那 末 有 


E /Q)= | fü)du+ Y (— D'ha f nG) 


u |< n<u ul 


+(— Def b, (u) f (u) du . © (8) 


这 一 求 和 法 在 求 渐 近 公 式 与 近似 计算 中 十 分 有 用 . 为 此 还 需 
要 对 bi(w) 作 进 一 步 讨论 . 

由 Fourier 级 数理 论 知 ( 见 [9,8664 例 (2)- (5) ] 或 [31, 第 十 
三 章 杂 题 11]) | 


blu =- > -4 sin (2nru), u Z 53% , (9) 
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进而 得 到 对 任意 实数 4 有 
b,(u)=(— 1) ü È Ta cos (2nzu) ， 


[=1 ,2,:……,， (10) 


2 “ë 1! 
b,(0)=(— 1)! (27)21 之 n?! ; 


l T=1,2,...,， (11) 
以 及 
b, (u) =(— 1)! > yr sin(2nnu) , 
[=1.2,-.. , (12) 
j (0) =0. | (13) 
所 以 ，b (u) ERRAK, bn (O 是 奇 函 数 ， 此 外 ， 显 有 
|b, (u)|<|b,(0)] , I=1,2,.... (14) 


在 式 (8) PR u ,wu 为 整数 ， 分 别 记 为 N, , N, , 再 取 1=2m， 
并 注意 到 式 (13) ， 就 得 到 


Ni <n< N> 


+ > b, (f U(N,) 一 让 六 CN) ) 


一 | b,,(u) f °") (u) du 


N] 


= | (u) du + > (f(N) - f(N.,)) 


n y b, (f NN,) - f %i (N) ) 
+ Ram- ” (15) 


a 


其 中 
b, = bz; (0) 9 
N2 


R,,-,= (b,,— b,,(u)) fm) (u) du . (16) 


下 面 举例 说 明 这 一 求 和 公式 的 应 用 . 
例 1 . EN 为 正 整 数 . 那 末 对 任意 正 整 数 m 有 


N 
> ” =logN+ y+ Q, (N), (17) 
n=l 


其 中 > 为 一 常数 (通常 称 为 Euler 常数 ) ， 


om = S í CH Db, 
一 | emo, bantu) a (18) 
为 此 , 在 式 (15) 中 取 fü)=--, N= 1, N,=N, 化 简 后 得 到 
> 一 = logN+ K+ Q, (N) ， (19) 
其 中 K, Ñ N X, 


. m-l 
Kn= > + > (2j-1)!b; 
j=1 


+ (2m) i| ban) s (20) 
由 于 对 任意 固定 的 m， 
lim O, (N) =0 , 
N” œ 
所 以 ， 
lim (2 L logN )=K,. (21) 
N= Nn=l " 
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显 见 左边 和 m 无 关 ， 因 此 KK, 是 一 个 和 m 无 关 的 常数 ， 记 作 ? 站 . 
这 就 证 明了 式 (17). 
利用 式 (17) 和 (18) 可 以 非常 有 效 的 对 y 作 近 似 计算 ， 由 计算 
可 得 
y=0.577215664901532 -.. . (22) 


33. Poisson 求 和 法 


对 于 任意 一 个 定义 在 区 间 [a,b] 上 的 只 有 第 一 类 间断 点 的 函数 
f(x) ,我们 定义 函数 了 (x) 如 下 2 : 


Fœ =Z (f(x—0) + f(x+0)), a<x<b, 
(1) 
Na = y fato, AD = L 0-0. 
首先 证 明 有 限 形式 的 Poisson 求 和 公式 . 
定理 1 设 整 数 N < NN, ,f(x) 是 定义 在 区 间 [N , N] 上 的 实 
HERTZEN. RIA 


N 


Y fm =Y | fe x) dx, (2) 
Ni£n<N> [= — %0 Ni 
其 中 》 表示 级 数 取 主 值 ， 即 
> -im È. (3) 
l=-%œ% ŁL>+o i=—L 


证 : É n HAR, N < n <N, .考虑 在 (- oo ,oo) 上 定义 
的 函数 
Í f(x+n), 0<x<l, 
| f(x- [x] +n), HÈ. 
显然 , h(x) 是 以 1 为 周期 . 设 


h(x) = (4) 


1) 可 以 直接 证 明 式 (21) 左 边 的 极限 存在 (见习 11), 并 直接 用 它 来 定义 Euler 常 
数 ?. 
2) 4 a = — co R b= +oo 时 可 相应 地 加 以 定义 . 
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a= | h(x) eax=| f(x) e= lx) dx. (5) 


n 


由 Fourier 级 数理 论 中 熟知 的 Dirichlet — Jordan 判别 法 知 
ae(po =hO9 ， — O <x< +o. (6) 
特别 取 x= 0 由 以 上 三 式 得 
— ft 0) + > fm+ 1—0) 


= x | f(x) e (~ lx) dx . (7) 
ERX n 从 N, 加 到 N, 一 1 即 得 式 (2). 

为 了 把 定理 1 推广 到 无 穷 区 间 上 ， 可 以 对 函数 f(x) 加 上 不 
同 的 条 件 . 我 们 要 证 明 两 个 这 种 类 型 的 定理 . 

定理 2 设 帮 x) 是 定义 在 Coo,+oo) 上 的 实 函 数 ， 在 任 一 有 
限 区 间 上 有 界 变 差 . 再 设 存在 正 数 A. ÍIR34 x> À K x< - À BJ) 
f) AR, URED 


| fO) dx 
存在 . MKA 
È Jw oD, (9 
其 中 I 
go) =| fe pa (9) 


证 : 由 单调 性 及 积分 存在 ， 容 易 证 明 级 数 
Su) = flintu), 一 oo<U<oo， (10) 


大 一 一 


1) 事实 上 可 取 g (y) E: f H Fourier E% f. 
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wk, H£#f—4#8RP2 sJ F— 303, ERRAL 1 为 周期 . 
RENZA, S | 
S(u) => f(n+u +) f(n+u)+} f(n+ u) 


ng- N-i -Ng ngN-1 
= F (u) + F,G) + F(u), O<u<1. 


TTA, F (u), F(u) Æ [0 ,1] LEX, F) # [0,1] 上 是 
有 界 变 差 的 ， 因 此 , H Fourier 级 数 的 Dirichlet- Jordan KAH 
别 法 知 


> (S(0,) +S(0.)) => | smec lu) du (11) 


I=— x w0 


由 级 数 (10) 的 一 致 收敛 性 可 推 得 
— (S(0,) +S(0_)) -去 ( È fot 0+2 fn-0) J 


= È Fín), 


n=- Q 


[ea] 


| S(u)e(— lu) du= > | flnt+we(—lu) du=g(D). 
由 以 上 三 式 就 证 明了 所 要 的 结果 . 

应 该 指出 ， 定 理 1 是 定理 2 的 特殊 情形 ， 而 定理 2 的 证 明 并 
不 依赖 于 定理 1. 

当 f(x) 对 充分 大 的 x 不 单调 时 ， 有 以 下 的 定理 . 

定理 3 设 /(x) 是 整个 数 轴 上 的 实 的 二 次 连续 可 币 孙 数 ， 且 
积分 


| f(x)dx, | | f “(x) ldx 


一 加 


存在 . 那 末 
> f(n) => g(D, (12) 


nR= 7 I= — x; 
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其 中 g(y) 由 式 (9) 给 出 ， 
先 来 证 明 一 个 引 理 
引 理 4 在 定理 3 的 条 件 下 有 
im f'(x)=lim f(x) =0 ， 


及 级 数 
È fm, È fo 
W. _ I o 
证 : 由 于 积分 | f(x) dx FE, WA n> tot} 


| f x)dx— 0 . 
”因而 由 积分 中 值 定理 知 ， 存 在 4，: 


n<À),<n+1, n=0,+1,+2,.…,. (13) 
使 得 
lim f(¿)=0. (14) 
H" +o I 


进而 由 微分 中 值 定 理 知 ， 存 在 7 : 
n<) <n <l. <nt3, n=0, 41,42,- ，(15) 
使 得 
lim f m) =0. (16) 


为 一 方面 ， 从 积分 | fx) dx 存在 及 


| fx) dx=f ” (x) — f (0) 


推出 极限 x 
im fo, — lm f OO 


FE. BERAG) 就 证 明了 
lim f'(x)=0. (17) 


对 任意 的 x， 必 有 唯一 的 n EIF AS x <An .因而 ,由 式 
(13) 得 


9 -sa| f (Wauls2 max |f (wu)|, 
由 此 ， 从 式 (17) ，(14) 立即 得 到 
lim f(x)=0. (18) 


下 面 来 证 级 数 的 收敛 性 .我 们 有 
fn) -| fod] { fín) — f (x) }dx 


n 


=f (n) — f(n- D+ | zx | f° Wdy 


= Fn — f(n—- 1) + | (y—n+1)/f”(y)dy , 


1 一 ] 


上 式 最 后 一 步 交换 了 积分 号 ， 上 式 对 n 求 和 ， 由 式 (18) 得 到 


> f'O)= > | o-nt DO, 


x 右边 的 级 数 由 于 积分 | If” O) | dx 存在 而 绝对 收敛 . 这 就 证 明 


-一 


了 级 数 È (站 收敛 
类 似 地 可 得 
fO) -| Jooax+| (f(n) — f(x) ) dx 


-| Soa | | f ')dy 


-| foder | (y—n+ 1) f (y)dy 


n 


= | f(x)dx+ > f Q) 


一 -L | (y— n+ 1) fy) dy. 


x O 


ERX n RKM, 由 于 积分 | f(x) dx | If Ody 存在 及 级 数 


> f Q) 收敛 ， 得 到 


3 jm = | fo)dx+ È f m) 


n= 一 o n= — co 


- 》 | (y— n+ 1)? f ”(y) dy. 
这 就 完全 证 明了 引 理 . 

由 于 在 定理 3 的 条 件 下 可 推 出 , 当 u 在 任 一 有 限 区 间 上 变化 时 ， 
ma | f (x+ u) dx | |f (x+ u)|dx 都 是 一 致 收敛 的 ,因而 由 
引 理 4 的 论证 可 以 看 出 : 函数 项 级 数 2 f n+) 及 > fintu) 
在 任 一 有 限 区 间 上 也 都 是 一 致 收敛 的 . 因此 ， 设 

Sw) = 》 fintu), (19) 
它 是 周期 为 1 的 连续 可 微 函 数 ， 且 有 


. 34 . 


S Xu) = > f (n+u). (20) 


下 面 来 证 明定 理 3. 
定理 3 的 证 明 : 设 S(w) 由 式 (19) 给 出 ， 由 以 上 讨论 知 , S(u) 
可 展开 为 Fourier 级 数 ， 


S(u) = > ‘qe(Im) 


其 中 
ai= | sa ¿C au- 》 f(n+u)eC lu) du 


0 n= 一 wo 
o0 


- Y | roroecmw=| Flu) eC- lu) du, 


这 里 用 到 了 级 数 (19) 在 [0 ,1] 区 间 上 一 致 收敛 ， 所 以 可 交换 求 
和 号 与 积分 号 . H w=0 就 证 明了 定理 . 

附注 . 本 节 的 定理 和 引 理 都 假定 了 f(x) 是 实 值 函数 . 如 果 
f (x) HRE 函数 f (x) = fi(x)+-if.(x) BJ, H E f(x) A f, x) 分 别 
满足 所 要 求 的 条 件 ， 定 理 与 引 理 显然 都 成 立 ， 

顺便 指出 : 在 f(x) 满 足 一 定 条 件 下 ,容易 从 
Euler 一 MacLaurin 求 和 公式 ( 2. 8) 来 推出 Poisson 求 和 公 
式 一 一 定理 1 ,2 ,3( 见 习题 21 22). 因此 ，Poisson 求 和 法 实 
质 上 是 Euler-MacLaurin 求 和 法 的 一 个 特殊 情形 . 但 当 式 (2) ， 
(8) ，(12) 右边 的 和 式 容 易 计 算出 时 ， 利 用 Poisson 求 和 法 可 得 
到 别 的 方法 得 不 到 的 结果 ， 所 以 它 是 一 个 十 分 强 有 力 的 分 析 工 
F. 


习 题 


1. 利用 f Q)= u) -f f tu) du， 通过 交换 积分 号 与 求 和 号 来 证 明定 理 1 .1. 
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2. 利用 Stieltjes 积分 证 明定 理 1.1 和 式 (1.5). 
3. 证 明 在 定理 1.2 的 符号 和 条 件 下 有 


> b(n)fü,)=(B,(u,) — Bu) f Cu) 


uj < ¿x u 


u2 
-| (B, (u) — B, (u,)) f (u)du . 
ul 


4. 直接 由 式 (2.5) ,(2.6) 证 明 : (a) bi) (1=2 ,3 ,…) 是 以 1 为 周期 的 周期 
B (b)b, (u) (=1 ,2 ,…) 是 偶 函 数 ; (c) bx. (u) (1=1 ,2 ,…) 是 
奇 函 数 , Hby (0)=0U=1 ,2,…). 

5. 证 明 式 (2.10) ，(2.12). 


的 OD -4 
6. 证 HH: (a) n=x:%6; (b) > n =74/90 ; 
n=1 n= 
(J CD p27 =7?A2; (4) 》 (—1)"” ln 4=7x4/720. 
n=1 n=1 
7. 证 明 当 [=0 5 1 3 2. ... 时 有 》 (一 D” Om+1) 2 1=(—- 1) 1221 n? 
m=0 


ban (14). 由 此 推出 : (a) È C 1)"Qm+1) 1=xA; 
m=0 

(b) LOD” (m+ 1) 3 =7132. 
8. WH b, (1⁄4) =2?' by (1⁄2). 
9. 继续 式 (2.7) 求 出 b; (u), blu), bylu)» bs(u), bylu); bo u) Bj Nis X, 
10. 证 明 : (a) 6! b (0) =1 442 ; (b) 8 !b (0) = — 1/30 ; (c)10 !bio (0)=5 46. 
11. y-n- logN. 证 明 :?w>0,?Nw+i<?N . 由 此 直接 证 明 式 (2.21) 左 

n=1 
边 的 极限 存在 . 
12.8y>1. WE: È n i= logy+y-y l(y-[y]- 1⁄2) +0(8y2) 1,l0i<1. 
n< y 


13. 设 N 是 正 整 数 , R ,, (N)= (2m)! | ev- bomu)?" du .证 明 : 
N 


(a)R,(N) 和 b,, 同 号 ; (b)R, (N) MR m1 NRS, H Rp (N) = 0M- 1)! 
.N-2mb +R (N); (c)R,(N)=0,CQm—-1)! N bom | 0<0,<1. 


14. 利用 式 (2.17) 及 上 题 结果 证 明 : 0.575<y<0.579 . 进一步 计算 y 精确 
到 小 数 点 后 六 位 . 
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15. 


16. 


18. 


20. 


21. 


22. 


23. 


证 明 Euler 常数 y= v2- Í b (wu du. 
1 


Ë O<a<l ,c(a)=a !-1+(1-a) Y (n+1) '!(n+a) ! .证 明 对 
p= 1 


w>1 有 2> (nt+a)!1=logwtyt+c (a) +0O(w-!) 进一步 推 


Og nsw 


出 类 似 于 式 (2.17) 的 更 精确 的 渐 近 公式 . 


N-1 
. 设 N 为 正 整数 ，Gauss fl S(N)= Y elt /N). 证 明 : (a) S( N) 
n= 0 


=(1+í N) nf e(Nx?)dx ; (b) S (N) =(1+i N)(1+ i DNZ. 
设 w>0, xz5=1. 证 明 在 定理 3.2 的 条 件 下 有 
Va XZ f aa)=/8p È} gug). 


. 利用 Euler 一 MacLaurin 求 和 公式 (2.8)G=1 ,2) 来 证 明 引 理 3.4 中 的 级 


数 Y fE Y fm W. 


n=- n=- o 


Ë M 是正 数 ,fx) 在 区 间 [- AM ,AM]j 上 有 界 变 差 ， 当 |x|> M BF f (x) 


oO 00 -M 
二 次 可 微 ， 积分 | f(x}dx | | f “x)| dx | If ldx 都 存在 . 
—o0 M GO 


BR È 了 (n) -È gO ,这 里 符号 的 意义 同 定理 3.2 

利用 Euler- MacLaurin 求 和 公式 (2.8) 及 pi (u) ËJ Fourier 级 数 展 开 式 
(2.9) 来 证 明 Poisson 求 和 公式 (3.2) ( 即 定理 3.1). ERE f (x) 的 条 件 ， 
可 以 认为 了 (co) 是 连续 可 微 的 ,怎样 才能 用 这 方法 来 严格 地 证 明定 理 
3.1? ) 

利用 上 题 的 方法 来 证 明定 理 3.2 及 定理 3.3. (同样 可 先 不 考虑 f(x) 的 条 
件 限 制 ) . 

W O<u<1,b(u)E S 中 所 定义 的 函数 ，1=1 , 2, .… .证 明 : b(u) = 


l 
> b, uk, H #3b, ,满足 以 下 递 推 关 系 式 : bi =l; bo, 521 /2; 
k=0 


I 
bo ,41=& bir, (k++2)-i, 及 bx ,ti=k by.) al k21 . 
k=0 
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24. W 0<u<1,b u) AHER. 证 明 : bi(w) =d (u 15 且 系 数 和 |, 
满足 以 下 弟 推 关系 式 : (a) di.,1=1 ,do 0 (6) do i+ -CH C1)*+!) 
FD D0) SAFECO D0; 
(d) 当 2|1 时 do .141=0. 

25. 在 第 23 题 的 条 件 和 符号 下 , 设 B=1'bo, .证 明 : (a) bj = (1) ! ,b= 
(IC 一 有 DB 0<k<l; (b) wi>2#B=X ( Bi ,Bo=1; (c) 


k= 
i 
b; (u= 1) > (i) Buut. 


k=0 


第 三 章 T F S 


A 383831 p 3843 S T 函数， 并 由 此 出 发 来 研究 它 的 
基本 性 质 . 有 关 本 章 内 容 可 参看 [18, 第 一 ， 二 章 ], [29, 第 3 章 ]， 
[31, 34.41, $4.421, 及 [9, 第 二 卷 第 三 分 册 第 十 四 章 S 5]. 


S1. 无 穷 乘积 


定义 1 WRU, Uz, 是 一 无 穷 复 数列 ， Hu,#—1, n=l, 
2…… 我 们 把 符号 


(+u) +u) (1+u,).. = || (1+u,) (1) 
称 为 无 穷 乘 积 . 乘积 
s= +u) +u) = HGQ +u) (2) 


8 


称 为 无 穷 乘积 (1) 的 部 分 乘积 . 
定义 2 Æ 
lim S= s= 0, 
MEARE) 收敛， 其 值 为 记 为 


j (1+u,)=s. 


A£, WALIRA) 发 散 ， 

由 定义 2 直接 可 以 推出 ”: (a) 无 穷 乘 积 (1) 收敛 的 必要 条 
件 为 一 0; (b) KEERD u, 的 值 (当然 不 等 于 一 1)， 不 影 
响 无 穷 乘积 的 敛 散 性 ; (ec) 无 穷 乘积 (1) 收敛 的 充 要 条 件 是 级 数 


Y log(1+u,) 
n=! 


KA KuSo 时 有 下 面 的 定理 
定理 1 #u,>0,n=1,2...., JË K 2 RERO) 收敛 的 充 
.39. 


要 条 件 是 级 数 u A. 


证 : 设 oj= 妈 十 友 二 … +u .IHu,20 可 推出 
| o <s Lek, 
由 此 并 注意 到 ss 和 ak 都 是 递增 数列 , 就 证 
明了 定理 . 
定理 2 若 无 穷 乘积 


IT a+ lu, |) (3) 


收敛 ， MESRA (1) 一 定 收 伍 这 时 ， KESRRCO) 为 绝对 
Kai. 


证 : 设 w=]](1+|u|) . 894 


1s — s. |< Wi, — Wr. 


由 条 件 知 级 数 
> (W, Wo 
KA, ARR u 
y (S41— S.) 
亦 收 敛 ， 即 存在 极限 
lim s=s. 
k > æ | 
` ( uFHH3R4R(1) 收敛 ， 还 要 证 明 #0. 为 此 考虑 无 穷 乘 积 
oo _ u, _ oo 1 | 
Hu: I+ u, )- l ltu, (4) 
由 于 乘积 (3) 收敛 ， 所 以 由 定理 1 知 级 数 > |u,| 收敛， 因而 级 数 
og u, 
n=1 l+ u, 
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亦 收敛 . 再 由 定理 1 推出 无 穷 乘积 


lu,| 
ñ (1+ TERA ) 
Wk. 设 无 穷 乘 积 (4) 的 部 份 乘积 为 s, ， 由 前 半 部 份 证 明知 存在 
极限 


lims ‘= s ^. 


k +> œ 
由 此 及 s, = 1 S, 就 证 明了 s#0 。 
结合 定理 1 和 2 可 得 


推论 3 若 级 数 |u, iSt, 则 乘积 (1) 一 定 收敛， 
下 面 来 讨论 函数 项 无 穷 乘积 
定理 4 Rulz), ulz), — 是 区 域 G 中 的 解析 函数 列 ， 且 
对 任意 的 正 整数 mi (z ) — 1 ,zeG . 如 果 级 数 》|u,(z)| 在 区 
域 G 中 一 致 收敛 ， 则 函数 项 无 穷 乘 积 T 
lla +u,(z)) (5) 


在 G 中 一 致 收敛 于 一 解析 函数 U(z), H U(z )=0, zeG. 

这 是 推论 3 及 “一致 收 敛 的 解析 函数 列 的 极限 是 解析 函数 ” 
的 直接 推论 . 

EES waa, ,… 是 复数 列 ， 满 足 条 件 


O<|al|<la;|<-::, lim la, =+. (6) 
n~ 0 


. hr 
再 设 h shis 是 一 正 整 数列 ， 使 对 任意 正 数 7， 级 数 之 ( P | J 
n=1 n 
Kak. 再 设 
1 ) 对 任意 满足 条 件 (6) 的 复数 列 qi ,a, 、… ,这 样 的 正 整数 列 hi,h2 … 是 一 定 存在 


的 , 例如 下 有 hh,=n BI. 不 难看 出 , 当 有 正 整 数 h 使 级 数 》 lanl” 收敛 时 ， 
aA R hn=h, n=1 ,2,.….， | 


. 41 . 


E(u,0) =1—u, 


E(u ,h) = (1— u) exp(u+ u + -..+ ut ). 


h 
h=1 ,2,... . (7) 
那 末 ， 范 数 项 无 穷 乘积 
丰 E( 三 noa) (8) 


定义 了 一 个 以 且 仅 以 a ,a,,… 为 零点 的 整 函数 . 
证 : 首先 来 证 明 对 任意 正 数 R 无穷 乘积 


[I E (3 h1) (9) 


3 
lani> 2R a, 


在 区 域 1|z| < R 上 一 致 收敛 . 当 |a,|> 2R 时 有 


[ z P _ S Í | Z AW 
nN 


|Z|<R, 
K | 
)) L (2 )|<° z | "1 ， |zl<R. 
lem Í Ñ a, a, | 
所 以 
hn 
ju,(2)1< 2e -Z | . 


这 样 ,由 定理 的 条 件 及 定理 4 推出 乘积 (9) 在 |z |< R 中 一 致 收敛 
于 一 无 零点 的 解析 函数 . 


其 次 ， 有 限 乘积 
(ae) 
J a, 


. 4? . 


显然 在 1z|<R 中 解析 ， 且 仅 以 那些 模 小 于 R 的 a 为 其 零点 . 这 
F, H R 的 任意 性 就 证 明了 定理 '. 
推论 6 任 一 整 函 数 G(z ) 必 可 表 为 


G(z) = e"o n [1 E ( P h,- 1 ). (10) 


, 
n=] n 


其 中 m E G(z)# z =0 时 的 零点 的 重 数 ，a , a,,… 是 G(z) 的 
所 有 异 于 零 的 零点 ( 按 重 数 计 )， 且 按 其 模 的 递增 次 序 排列 ，h， 
ho 满足 定理 5 的 条 件 ， 旦 (z ) 为 一 整 清 数 . 


o 2) 
i FG) =ar Å E( Z al) ， 由 定理 5 知 


G(z) /F(z) 为 一 没有 零点 的 整 函 数 . 任 取 一 支 H(z) 
=log(G(Z) /F Q2)) 就 证 明了 所 要 的 结果 . 

这 一 结果 称 为 整 函数 的 因子 分 解 定 理 . 但 在 一 般 情形 下 ,对 式 
(10) 中 的 无 穷 乘积 和 五 (z) 我 们 知道 得 并 不 精确 ， 显 然 ,表达 式 
(10) 也 不 是 唯一 的 . 在 第 五 章 要 进一步 研究 这 一 问题 . 
y2. 工 函数 的 基本 性 质 

Euler 函数 可 以 用 多 种 方法 来 定义 ,我 们 将 用 无 穷 乘 积 来 定 
义 它 ， 这 种 定义 基本 上 是 属于 Gauss 的 ， 但 通常 称 为 是 
W eierstrass 的 定义 . 

定义 1 设 y 为 由 式 (2.2.21) 所 定义 的 Euler wA. EXA 
AT (s) 的 倒数 为 
(1+ 5 ) e sn i | (1) 
n=1 n 


1 L yst 
r) >s II 


由 定理 1.5( 取 a,= — n ,hh,=2) 知 右边 的 无 穷 乘 积 确定 了 一 
个 以 且 仅 以 s= - 1, 一 2,… 为 一 阶 零点 的 整 函数 ， 因 而 式 (1) A 
边 是 以 s=0 ,一 1 ,一 2,… 为 其 一 阶 零 点 的 整 函 数 ， 所 以 ， 这 样 


1) 对 于 函数 项 无 穷 乘 积 ， 在 任 一 有 限 区 域 上 允许 其 有 有 限 个 因子 有 有 限 个 有 零点. 
2) 当 G(z ) 只 有 有 限 个 零点 时 ， 无穷 乘积 变 为 多 项 式 . 
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定义 的 函数 工 (s) 是 以 s=0 ,一 1 ,一 2,… 为 其 一 阶 极点 且 没 有 有 堆 
所 的 半 纯 函数 . 下面 来 证 明 TCs) 的 基本 性 质 . 
性 质 1 (Euler) 


mg iU ei) 
证 : 由 ?> 的 定义 知 
. ~ 1 1 
e” = lim exp j 3. + -sf log (1+ 4 — 和 


= 1 5 s/n 
= + 一 € > 
l ( R ) 


由 此 及 定义 1 即 得 式 (2 ). 
特别 地 ， 取 s= 1 , 由 式 (2) 得 
IT(1)=1. (3) 
性 质 2 (Euler— Gauss) 


s(s+1)-..(s+ N— 1) 
g = lim NDIN (4) 


证 : 由 式 (2) 可 得 | 
Tg sn, Al H(A ) 


N> œo n=1 n= 


_ lm (Stl).(stN-1) 1 
S me (N- 1)! N: ` 


这 就 证 明了 式 (4) . 
性 质 3 (函数 方程 ) 
T(s+1)=sT(s) (5) 
证 : 34 s> 0 时 ， 由 式 (4) 得 
. 44. 


mi P Ñ UCAR 二 


Qasa 


1 lm C(GtD(G+2)-—(st N) 
[(s+ 1) N> o (N— l)! N°! 


-L üm SG+D.(s+N-1) s+N 
S No (N— 1)! N: N 
o l | | 
~ sT(s) ` 
由 式 (3) 及 (5) 推出: 对 正 整 数 m 有 
T(m+1)=m!. (6) 
所 以 函数 T'(s) 可 以 看 作 是 阶乘 函数 m! 的 推广 .通常 记 
[I (s =sr (s) . (7) 
性 质 4 当 Res> 0 时 有 
I (s) -| e "us du. (8) 
it: 设 n 为 正 整 数 ， 考 虑 积分 | 
Iln, s) -| (1- Ea Juma , Res>0. (9) 
0 n | 
EREE M u= nv, 计算 积分 可 得 
_ n ni 
I(n,s) = SGF DGF ' Res>0. 
由 此 及 式 (4) 得 
lim I(n,s) = 工 (s) ， Re s>0. (10) 


另 一 方面 ， 由 熟知 不 等 式 ex> 1+ x(x 为 实数 ) 可 得 


n 
e>(1- z) ， u<n, 
n 


n 
e> (14 ) ; uz —n. 
n 
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由 以 上 两 式 及 为 一 熟知 不 等 式 
(I—x)”>1—nx, O< x<1 


可 得 : 当 lu] <n 时 ， 
oce- (1- )<e( - (1- u )) <È ew, 
由 此 得 到 
| ee (1- u Juma 
0 0 H 


由 此 及 式 (9) ，(10) 就 证 明了 式 (8). 
性 质 $ ( 余 元 公式 ) 


1 G 
<— | eu’'!du. 
n j. . 


i _ Sinzs 
T(9TI-29 x ' (11) 
证 : 由 式 (2) 可 得 
1 
T(s)T(i— s) 
ssa-9ğ (1+ £ )(1+ -二 (1+ s ) 


由 此 及 熟知 的 公式 ? 
snes =s] (1- s ) (12) 


1) 公式 (12) 可 由 定理 5.3.1 推出 ( 见 推论 5.3.6). 但 它 可 直接 用 更 初等 方法 来 证 
明 ( 见 131 ,33.23] ) . 
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— 
-pi 
aris 


UEI 3⁄8 r 


就 证 明了 所 要 的 结果 . 


由 式 (11) 立即 能 得 到 x x 
r(+)=J/ç; (13) 

自 此 及 式 (8) 可 得 
| e du = /x . (14) 


-0 


性 质 6 (CEAR, Legendre) 


r(4 )res=2iror[s 4 ) | (15) 


iz. 直接 由 工 函数 的 定义 (1) 可 得 
l 
rí) o 
/2s (s+ 于 je H! (1+ S je 
l n=1 n 
rer (s+ > J | 
. 2s 一 SA 
(1+ m+ 1 Je ” 


2 2ç À _2s 
= se?" (1 + 2s) (1+ 一 一 Je In 
Š II 2n 


| o 人 -一 
° (1+ — 2s _ jew € x =). 


| | [(2s) m 
由 此 及 
1 1 l _ _ 
1— > + 3 一 4 + log 2 
就 证 明了 式 (15). 
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性 质 7 (Hankel) ite 为 一 正 数 ,C() 表示 由 直线 :+00>r 之 8， 
0= 一 T, 圆 :r=8 ,一 Z 和 0O<r: 及 直线 se<&r<+oo:0= 垃 组 成 的 正 
回 围 道 ,再 设 复 变 数 z = ret, 那 末 有 


! _ S 5 
rT(s) O mi J 7 dz , (16) 
其 中 z “为 取 定 的 一 支 : 
z -*= ersogz ， logl=0. (17) 


证 : 以 IOS) 表 式 (16) 的 右边 ， 显 然 它 是 一 个 整 函数 ， 
县 由 Cauchy 积分 定理 知 其 值 与 e 无 关 . 当 Re sS< 工时， 


1 í | | | 
Ks) = pr | e 'exp(— s (logr-iz))e "dr 
+ — | e'exp (—s(logr+im))ei"dr 


t Sni | exp (ee) exp (~ s(logg+ i0) )eieied0 


令 e 一 0, 由 式 (8) 可 推 得 
(=E p (| — 9, Res<1. 


利用 解析 开拓 ， 由 此 及 式 (11) 就 证 明了 式 (16) 
性 质 8 


/ 的 1 1) 
-Tost È l L). (18) 


nts n 


证 ; s= pe. 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 开平 面 .p >0， 
-nn<w<nx 上 取 定 一 支 | 


I“ (s) 


`Y r’ 
1) 我 们 以 T (s) X JOR 
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l _ SS j -3 19 
log T =logs+ys+ Š (log (1+ n J n ). (19) 


这 里 log1= 0. 两 边 求 导 即 得 式 (18) 在 这 开平 面 上 成 立 ， 再 由 多 
析 开 拓 就 证 明 所 要 的 结果 . 


由 式 (18) 推出 
(20) 
设 S 关 0, 一 1 ,一 2，.…. 
A (s) = min ls+ nl. (21) 
显 有 
ef/ 1 1 1 1 
£ H E n ) DEA (z l n ) 
一 $ 
Da n(n+ s) 
1 
<< yG Tlog(ls|+2). 
由 此 及 式 (18) 推出 
- (9 << — tog (lsl+2). (22) 


$3. Stirling 公式 


本 节 要 利用 Euler- MacLaurin 求 和 法 (82.2) 来 得 到 
logT (s) ( 见 式 (2 .19) ) 的 渐 近 公式 ， 即 Stirling 公式 . 


定理 1 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 区 域内 有 


logT(s) = (s T )logs-s+-} 1822+009, (1) 


这 里 log1=0, logT (s) EA 2.19) 确定， 以 及 
.49 . 


= ` 《2 旋 !p27 一 2 有 | (2m)!b, (u) 
Qs) = 21(2 产 1 ° -| 2m(ut s) “U 


(2) 
QD Ib S-27+1 十 QQm)! (b; b,,(u)) 
a 2J(2j—1) » 2m (u+ 5)?” 
m 为 任意 正 整 数 . 


证 : 由 式 (2.4) 可 得 


logT (s) = lim fe- 1)log N- Ý og (1+ s—1 )} G3) 


n 


在 式 (2.2. 15) 中 Wf lu) =log(1+ 2) ,N,=1, N,= N. 由 于 


f'DP00)=C1)(j- D {lut w- u}, 故 对 任意 正 整 数 m 得 
Ë og(1 2) = f 10 (1 )a ++ jo [i+ X 
n=2 nj 1 ° u “ 2 o N 


> (2j)!b;; -2j+i 
—log(1+ w) HË Oj- D2 {(N+ w) 


-N t —(1+w) t} 


N 


x + | Om- D tban U) Cur tw) =m u 2m)du. (4) 
由 以 上 两 式 得 到 ( 取 w= s— 1) 


logFC) = — + logs+h(s) —1+ K,+ Q. (9, 


(5) 
其 中 


及 -1-¥ (2j)!b,, 


È a Da + | Om- Dis 00 uda, (@) 
I 
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Ee Ea Sa EAR: eet a 


h(s) = lim (s= Diogn- | los [ 


1 


s— l Jau (7) 
u 
= slogs- s+ 1. 


显 见 当 8 取 正 数 趋 于 + oo 时 , Q (s) 0, 所 以 对 固定 的 正 整数 
m , 存在 极限 


lim josr@- (- 了 Joan |= K, . 


由 于 左边 和 mA, KAK, 应 是 一 和 m 无 关 的 常数 RA K.F 
面 利 用 式 (2.15) KEL K. 


在 式 (5) 中 取 m=1 及 s=n ,n+ — ,2n, 并 利用 式 (7) 得 


logT(n) = ["- 4 iog n-n+ K+Q9,(n) 


l )- 工 )_ 1 
logt (n+ > )=n1og(n+ L) (n+ 7 J 
1 
+ K+ Qi (n+ 4) 
logr (2n) = (2n- s: )iog2n-2n+ K+ Q,(2n). 


此 外 ， 由 式 (2.13) ，(2.15) 得 
logT(2n)+ — logn= (2n— 1)10g2+ logT(n) 


+ log T (n+ 地 J i 
A n— + oo, 由 以 上 四 式 即 得 


K= + log 27 (8) 


由 此 及 式 (5) ，(7) 就 证 明了 定理 . 
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对 式 (1) WA ië us m 有 
m, (2j)!b;, 'b,, 


— =] 1 _ 一 2 
- (s) ogs- >Ç ¿ _ s 


Ez (2m)!b,, (u) 


(u+ g)?" du (9) 
' (2j) 1b; s- 
=] 一 — 一 2j 
08s > = 2j 
-| (2m)!(b, — b, (u)) 
ut 


为 了 估计 渐 近 公式 (了 和 (9) 中 的 积分 ， 要 利用 以 下 的 不 等 式 : 
设 u>0,s=pe”*，p>0, 一 Xx<9<xn, 则 有 


(Isl u)? _ (p+ u)? 
|s+wul’ u2+ 2pu coso +p? 
2pu -1 
= (1- Tiu ( 1— coso) ) (10) 


< — J. 
HER |b, (u) |< lban l FT 


~ (2m) !b,„(u) | Cm) !b,, 


2m(u+ s)?" 


CDH 
COS 一 一 
27 aD 


(2m)! bam 
2m(2m— 1) p2m"! 


0 


du _ (9 Y." 
， (p+u)?” =. f COS 7 
p —2m-1 
< [eo ) 


及 


(2m) ! b;,, 


(12) 
2mp?" 


du 


| !b,, (u) 


(u+ s)2m+i 


. 52 . 


”综合 以 上 讨论 就 证 明了 - 
定理 2 设 s=pe™”,， p>0,—zx< <r, 那 末 对 任意 的 正 区 
数 m 有 渐 近 公式 


logT(s) = [s= +) logs s+ 2 s 2 


2 2 
RI Gp: ba ， > | 
-2j+1 + W | 
-2m \ 
RY <(1+ ( | e) ”) : (2m)! bzn , | 
Ro CoS- Im Om- Dpr |; (D 
B o | < G x 
| / m=i (2 1p 
— (s) =log s 一 二 - 一 》 _ 4 i+ RO (15) 
| | j=l | 
(2) | | r: Wami (2m)! b, 
IR'|< 1 1+ {cos 2 mam (16) 
< mp 


这 些 渐 近 公式 通常 在 应 用 中 仅 需 要 用 到 m= 1 的 情形 ,而且 
重要 的 是 要 知道 对 固定 的 o% |t|-= oo 时 TT(s) 的 渐 近 性 状 . 由 
式 (13)(m= 1) 可 以 推 得 下 面 的 结果 . 

推论 3 设 a<b 是 给 定 的 实数 ， > 1. BK, 当 a<o<b, 
|t| — + oo 时 一 致 地 有 
rl) =r e ulit piten pE e (1+0 (t), 

(17) 
其 中 O 常数 仅 和 g,b 有关; A=1,34121,K = - 1,34 t< 一 1. 
证 : RARE t> 1.urs=c+it=pe:'°, W 
5 过 0 ， 


m G jJ 2 
O< g= — — arctg — < (18) 
2 t B —arctga, axo <0, 


. 53. 


这 里 及 以 后 arctgx 取 主 值 : -2 < arctgx< -7 这 样 ， 取 
m= 1 由 式 (14) 得 | 


IRPI < F: L (eos -2 ) 0 一 + kg) (19) 
由 以 上 两 式 与 式 (13)(m= DE 
| logr (s) -(o- 1 + it) (log . PON 2 tie) 
— (G+ it) + — log2x+ olt’), =- (20) 


1 Tt G | 
-=(o- 到 jg Jaara (z —arcig— J 


1 . l 
Zoty log2n+i [ log Vg?+ t2 + (- +) 


i ( -arctg 六 小 o’), 
其 中 O 常数 仅 和 a 有关. 34 a<o=<b,t>1 时， 
log Vo?+1? =logt+ 0>) , x 
arctg -— = s + O( r, 


这 里 的 0 常数 均 仅 和 a,b 有 关 . 利用 以 上 两 式 及 式 (18) ， 从 式 
(20) 得 到 


log[ (s) = + log2r— > t+ [_ 3 )iosr 


+i filog t—t+ 5 区 5 Joo», (21) 


这 里 的 0 常数 仅 和 a, 卢 有 关 ， 由 此 就 证 明了 式 (17) 当 上 t> 1 时 成 
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Y. TBEBNSDNIOESESKUEHB T t<- 1 时 亦 成 立 . 
对 式 (17) 两 边 取 绝对 值 ， 即 得 
推论 4 在 推论 3 的 条 件 下 ， 一 致 地 有 


Ir) l= r e?" taot), (22) 


IT(s) [1 = F e F'O (ID), (23) 
万 


其 中 0 常数 均 仅 和 a,b 有 关 . 
有 关 本 章 内 容 可 参看 [ 18 , 第 一 ， 二 章 ], [29, 第 3 章 ], [31, 
$4.41, 4.42] 及 [9 , 第 二 卷 第 三 分 册 第 十 四 章 351]， 


习 题 
1. 2 m 是 正 整 数 . 证 明 对 任意 正 整 数 入 有 


(CN+1 (N+m) Á ( n 


m= Nr" L (n*m )a+ D" 


_ (N+) (Ntm) J) [5 )( n+! y. 
(N+ 1)" „n-ı\ n+m n 

如 何 由 这 两 个 表达 式 可 分 别 看 出 Ts)( 更 确切 地 说 是 sr(s)= IT (s) Æm! 

的 推广 . 
2. 证 明 性 质 2.1, 2.2, 及 2.7 都 可 分 别 用 来 作为 工 函 数 的 定义 . 
3. 利用 性 质 2.3 证 明 T(s) 在 点 s= 一 m, m=0 ,1 ,2,… 处 有 一 阶 极点 , 留 数 
”为 (-1)"(m D. 
4. 利用 性 质 2.3 及 2.1 来 证 明 性 质 2.5. 
5. 直接 证 明 由 式 (3.6) 给 出 的 K, 是 一 和 m 无 关 的 常数 , H. 


K,= -| (b ())ir24u=1+ | b u)u ' du. 
1 


l 


6. 利用 式 (3.2) 的 第 二 式 及 防 数 b (u) tE, 证 明 不 等 式 (3.14) 右 边 的 
1+ (cos (0 /2)) 2" 可 改进 为 (cos (89/2)) nm. 

7. 利用 式 (3.9) 的 第 二 式 , 证 明 不 等 式 (3.16) 右 边 的 1+ (cos (0 /2)) 2 ”可 
改进 为 (cos (9Z2) 2?" 71, 
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8. 2 O, (s) HHK(3.2) 56 B, 证明: 
[ (80)! ， t=0,0>0, 
|Q, (s)|< 
(8|#£!) ! (z/2—arctg (c /1t|)), 
这 里 arctg x REE. 
9. 如 果 假 定 定 理 3.2 中 的 s 取 正 整数 N. 证 明 
RP =0 Qm-2)!b N 2m+ti, 


tx0,， 


0<0， <1. 
由 此 推出 


log (N!) =(N+1/2)log N— N+ (log2n)/2+ 0 (12N) ` !. 
10. 设 5 是 给 定 的 正 数 ,a 为 任意 常数 . 证 明 : 34 s EKR: p> 0, 
-ntse snr- 中 趋 于 无 穷 时 ， 一 致 地 有 


logT (s+a) =a logs +logr(s)+0 (si ') 
HP O 常数 和 5 与 a 有 关 . 


11. 直接 从 性 质 2.8 来 证 明 式 (3.9). 

12. 设 H(s) ==-`°T(s/2), F(s) =H '(&) H(s), D K 1(s) =F(s) 
+F(1-s) .证 明 在 推论 3.3 的 条 件 , 对 给 定 的 正 整数 Kk 有 : (a)F(s)=(1/2) 
“log (5/27) Olti), F ® (s) =0 0t); b) Is) =log (tl/2x)+ 0 (t17), 
1Ps) =0 04475) ;lc) H %)(s)= H(s)((F(s))E+ 0 Hogt t) y} (d) 设 
AG)=H0(-s) Æ (s), (s)=(40-s))- -47 A0- s), Wl (s) = 


(ICs) )*+ O (lel Hog* 'Itl); (e) 当 用 (1/2)s(s- r“ 67 3EIE3S HOO 
时 ,以 上 结论 全 都 成 立 . 


第 四 章 ” 几 个 函数 论 定理 


本 章 要 证 明 几 个 通常 在 大 学 复 变 函数 论 课程 中 不 讲 的 定理 . 
可 参看 | 31, 第 五 章 ] 或 其 它 复 分 析 基础 书 . 
Š 1. Jensen 定理 | 

定理 1 设 f(z) 是 |z1<R 上 的 半 纯 函数 ，f(0) 六 0. 再 设 
它 的 所 有 的 不 同 的 零点 为 a , a, ，… , 其 重 数 分 别 为 hi , hh，… 
它 的 所 有 的 不 同 的 极点 为 b, , b, ,… , HERD IA k , k, -: 
且 满 足 i 


0< l|al<lajl]<.. ,0<|b |<lb |<- 


那 末 , 对 任意 的 0<r< 刃 有 


1 [” | fore) 
2 | log fo) 


证 : RE 1z|<r 上 f(z) WA 3 R X GK AA, MARE 
log f(z), 它 在 |zj<r 上 解析 .由 Cauchy 积分 公式 知 


1 Defo 
2 | dz= og f (0). 


|z] = r 


d0=X hjlog-- 一 过 klogypy: (1) 
J J 


作 替 换 z= re ,0 和 0< 2r , 再 两 边 取 实 部 就 证 明了 所 要 的 结果 . 
若 在 1 z| <r 上 f a) 有 零点 0 ,0 ，… a RRA bi, b, 
… , b, ,我 们 来 考虑 函数 
(z— b)! (z~ btm 


F (z) = a) o Ga a)n f G). 
MAR F(2)£# | zl|<r ÆRES, WH REWE ARA 
Fl(re'®) _ 
xl, og Eon FOO) | 


从 以 上 两 式 可 得 


1 x f(re'® ) ` y | 
>x | Jog| O =Ë k; log | b z h; log la;| 
0 


n (2) 
-Ök 1b)+Ë h, I (a), 
j=l j=1 
其 中 
I (w) = —— | log |r er w |do. 
下 面 来 计算 1(w). 5 |w l< rE} 
2x 
I(w) =log r+ ge 去 | log (1- Pi e=?) d0 
0 
i 2x 。 l ! 
_ np. —A [| W -i 
=logr— Re P | > ; ( „E ') do 
=]ogr. 
当 |w |=r 时 , D w=re'°%o ,这 时 
I (w) = log r+ log 2 十 一 J log sin 0 d 0 
0 
=logr ， 
这 里 用 到 了 熟知 的 积分 ( 见 [1, 455, 1 °D 
2 f2 | 
P: | log sn0d0= 一 iog2. 
0 
综 以 上 结果 得 到 
I(w) =logr, Iw|l<r (3) 
由 此 及 式 (2) 就 证 明了 定理 . 


Jensen 公式 (2) 可 改写 为 男 一 有 用 的 形式 . 设 n(w),m (u) 
分 别 表示 f(z) 在 |z|1< wu 上 的 零 吕 和 极点 的 个 数 ( 均 按 重 数 计 ). 
#la,l<r<la,,.,1,WJJ48 
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r _1 la aj+ 1! r 
| n tu) 1 u= S y n atul du+ | n (u) d 
0 la lan! 


j=1 J laj u 
-E (ht anf” Lu lht.. snf ë 
j= la;1 lay! 
=f h, log (4) 
j=l P) | ` 
类 似 地 ， Fl b, |< r<|b,,, | ,可 得 
mü ， r 
J k; du= > k, log pT pl (5) 


这 样 ， 利 用 式 (4) 81 (5), = (1) 可 改写 为 
二 | lop f (re'®) = f n (u) 二 du. (6) 


f (0) 


H Jensen 定理 立即 得 到 下 面 的 有 用 的 推论 . 
推论 2 在 定理 1 的 条 件 下 ， 若 f(z) 无 极点 ， 则 对 任意 的 
0<r'<r<R 有 


; r) MGO) 
n (r )< (iog r”) log 一 一 一 ~ 一 FOT ， (7) 
M (r) = max Ifl. 


证 : 由 式 (6) 得 (这 里 m (u) =0) 


M (7) nlu) 
KO >f z 


这 就 证 明了 式 (7). 
特别 取 r “= 


其 中 


log du> n (r ” )log -= 


— 可 得 
T 1 M (r) 
"[ 5 )< log2 VETOT 8) 


$2. Borel— Carathéodory 定理 
定理 1 设 f(z) 在 圆 | z— ze] < R 上 解析 ， 则 有 
|S. al ZE 
其 中 


Zint (ACR) -Rer(z)) , n=1,2,... , (1) 


A(R) = asa sa Ref (2). (2) 


证 : 不 妨 设 z = 0, f( 0) =0, 若 不 然 可 考虑 函数 9g(2z) 
=f(z+ zo) 一 f(zo). 由 于 调和 函数 在 边界 上 取 最 大 值 ， 所 以 这 
HAA (CR) > 0. i& 


so => Q Zn ， [zl<R+e, 
e 为 一 充分 小 的 正 数 ， 以 及 


a= lanle”, n=1,2,.. 
这 样 就 有 
Re f(Re) => | a, | R" cos (0,+ n 0). 
n=1 
因而 ， 
2x 
| Re f(Re!°) d0=0 , 
0 


2" 


| cos (0 +n0) Re f(Re'°)dəƏ=x |a | R ,n= 1,2,- 
R | 
两 式 相 加 ， 并 注意 到 1 + cosx> 0, 得 到 


nla,| r= | (1+ cos (0,+n0)) Re f (Ret?) d0 


dn 
<4C | (1+ cos (0 „+ n0)) d0=2r4 (R), 
0 


n=1,2, . 


注意 到 a,= 一 f (0) ， 这 就 证 明了 所 要 的 结果 
由 定理 1 可 进一步 证 明 x 

定理 2 设 f(z) 在 |z-z|<R 上 解析 , 则 对 任意 的 0<r<R， 
在 圆 |z-zo1< r 上 有 


IÈ -fz —— (A(R) - Ref(z)), G) 


|f 9 (91< 200R a4 (ACR) -Re f(z)) ,n= 12 
(4) 
证 : 8 z-z=re®,r<s r. HEMI 得 
|f(2) —f(zp9 | = pis SG) {z (z-z,)* 
k=! 
cumws $ Í z) | 
由 此 即 得 式 (3). 4 n> 1 BF, HEM 1 48 
l oo ... 一 (k) 
SÀ O= n U (oe 
k=n . 
<2(A (R) -Re fG(z0)) Š k... 
k=n 
_ _ d í R 
=2 (A (R) — Re f (z9) I (E) 
由 此 就 证 明了 式 (4). | 
AR (3) 容易 推出 
M (r) < FL A(R) + Rir If), (5) 
其 中 


M (r)= max |f(z)|. 


|z—z |< r 
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$3. Hadamard 三 图 定理 
定理 1 设 f(z) 是 区 域 0<r,<|z|] < r, 上 的 解析 函数 ( 单 值 
的 或 多 值 的 ) .再 设 r < r, < 7 ， 
M ,= max |f(z)| ， j=1,2,3. (1) 
MRA | 
M,C; r) < M str; EY (r, ⁄r), (2) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 f(z) =cz° RAZ, a 为 实数 . 
证 : 设 ) 为 一 待定 实数 ,op (z) =z2f(2). Ha KE Bg) 
知 : 当 r <|]z|]|<r,B5 
|o (z) |<max (r? M, ,ry M3). 
因而 在 1z1=r, 上 有 
If z2)|< max (rè ri} Mi riri? M3). 
现 取 ,4 EAUS ARIAS, BHH 
à= — {iog (M, /M,) /log (r, /r,)}, 
由 以 上 两 式 就 得 到 
M, < (r, M)’ M, , 
即 
M. (r, fi ) < (r, fr.) log (M. /M1) M, log (ry 11) 
=(M, /M)) iog (2 11) M, log fr, A) 
这 就 证 明了 式 (2) . 此 外 ， 由 最 大 模 原理 知 ， 等 号 仅 在 o (z) 等 
于 常数 时 成 立 ， 这 就 证 明了 和 定理 的 另 一 结论 . 
#V M (r) = max | f(z) | , WR (2) 可 写 为 


|zl=r 
log r;— logr, log r,— log r, 
< ——— t oer — loer 
log M (r,) < lop, log r. log M (r,) log r.— log r, 
` log M (>) . (3) 


1) 最 大 模 原 理 对 多 值 解析 通 数 亦 成 立 . 
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这 样 Hadamard 三 圆 定理 就 可 表述 为 : log M (r) 是 logr 的 下 
睛 函数 . 
$4. Phragmen 一 Lindelof 定理 

Phragmén — Lindelöf 定理 是 最 大 模 原 理 的 一 个 重要 推广 ， 
为 以 后 的 需要 这 里 仅 证 明 它 的 一 个 特殊 情形 . 

定理 1 设 f(s) 是 半 带 形 区 域 o<o<o,,t>to>1 内 及 其 
边界 上 的 解析 函数 ， 对 任意 的 s>0 有 


|f(a+it)|< Meje", o Soso, t2 to (1) 
其 中 常数 M (OQAR e 有 关 .， 再 设 存在 实数 k. kı, M. , M, 使 
ifo +it)| < M, tu, tz>to,j=1,2. (2) 
RRA c < c < c, 时 一 致 地 有 
|f(o+it)| < MtO, t2 to, (3) 
其 中 M 是 和 to,cj, Mi K k (j=1,2) 有 关 的 常数 . 
k (o) = kig tk = artb. (4) 


证 : 先 证 明 k,=k=0 的 情形 ,这 时 上 (c) = 0. 由 条 件 (2) 
知 ， 这 时 f(s) 在 所 讨论 的 半 带 形 的 边界 上 有 界 ， 即 有 正 数 4 使 
|f(otil <A, it>t,, j=1,2, 
|f(otit)l SA, osooso. 
考虑 函数 9 (s) = ef(s) ，5 为 一 正 数 .这 样 ， 
| 9(s)|=e :lf(s)|. (5) 
取 s= 5/2, 由 条 件 (1) 知 


Ó 
|o (c+ it)| <M (82) 2! , oas, t2 t. 


因此 存在 正 数 了 (6)， 使 
[lo(otif)l< A, c <s<o,,t> T (ó). 
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这 样 ， 对 任意 的 了 > 了 (0)， 在 矩形 cl 和 og 0 ,ms 和 t 和 了 的 边界 
上 有 1 9 (s) | 和 4, 因此 由 最 大 模 原理 知 在 这 和 矩形 上 有 | 9 (s)! 
< 4 .进而 ,由 了 的 任意 性 就 证 明了 


|g(s)| SA, a ,<o<o,, t2t. 
由 此 及 (5) 即 得 
|J(s)| < Ae”, SOT, th. 
对 固定 的 + , 26—0, HIERE TERM k = k= 0 时 成 立 . 
为 了 证 明 一 般 情 形 , 讨 论 函 数 

Ys) =f(s)e wog o < c<s,, t2 t, (6) 
#hlog(— is) REH. (s) 在 这 半 带 形 内 及 其 上 解析 .我 们 有 

Re {k (s) log (—is) } 


= Re fo (a) + iat) 区 t + log (1 一 8), 


1 o? 0 
= k (c)logt+ > k (o)log (1+ 下 at arc tg— 
= k(o)log t+r (s), | 

Et arc tg x REH- > <arc tg x< > . 显 有 


2 
Ir (s) = + k (o)log (1+ z), at arc tg 一 | 


g? 
FE |k (o)] + | ac | 


2 
< — lk (a)] + | aa | <sB,t21, 


这 里 B 为 一 和 oa, ,6, ,ki ,大 有 关 的 常数 . 因而 ， 
| Ú (s)| 一 | fCs)| gk) log t-r (s) 
=| f(| te, ç <o<o,, t>, 


这 样 ，w(s) 满足 当 k,=k,=0 时 的 定理 的 所 有 条 件 . 因此 ， 由 前 
所 证 有 常数 41 ,使 


< 
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|W(s||S<A,, G <co<c,, fh, 
由 以 上 三 式 即 得 
|f(s)| <A eeto, G <o<o,, tto, 
取 M = A. es 就 证 明了 定理 . 
附注 1 .定理 改 为 下 半 带 形 : so,<o<o,,t< tg 一 1, 显然 
亦 成 立 ， 
附注 2 . 如 果 我 们 讨论 的 是 一 解析 函数 列 f(s, q),，q= 1,2， 
3,… , 假定 存在 q 的 函数 C(gq) >1, 使 原来 的 条 件 (1) 和 (2) 改 
为 条 件 | 
|f(o+it.,q)|< Mlee, osos, t>th, (7) 


If Cot it, q)| <M; le (q), t> to, j=1,2, (8) 
其 中 M(s) ，M; 均 和 4 无 关 . 那 末 当 o <o <o, q> 1 时 一 致 地 


|f(otit,gqg)| <M(c (DD , tzt. (9) 
这 结果 的 证 明和 定理 1 完全 一 样 , 在 第 一 部 分 中 只 要 考虑 p (5,g)= 
eie Wsf(s, a) ， 在 第 二 部 分 中 考虑 Vs,g)= f(s,q)e *® sric Q) 
我 们 要 强调 指出 的 是 这 里 的 M A qg ER. 这 一 附注 在 估计 工 E 
数 的 阶 时 要 用 到 . | | 
有 了 定理 1 就 可 以 证 明 带 形 区 域 a 和 o =< b Ehj6Eahpn3kf(s) 
的 阶 函 数 ú (c) 一 定 是 下 凸 通 数 . 为 此 先 引进 有 关 的 定义 ， 
定义 1 i f (s) Ef JÉ XP o, < c < c, 上 的 半 纯 函数 . 
(i) 如 果 存 在 实数 4 ,使 得 估计 式 
f(s)< (|t |+ 1)“ (10) 
4 c= (o So <o), |t | 之 to 时 成 立 , MSC) 在 直线 c= o, 
上 是 有 限 阶 的 ， 其 中 < 常数 依赖 于 ,oo ,to. Gi) 如 果 估计 式 
(10) 当 c <ogo, dtto RE, 就 称 f(3) EPE osooso 
上 是 有 限 阶 的 ， 其 中 < 常数 依赖 于 上 ,al ,ay ,to. 
定义 2 在 定义 1 的 情形 (i) 中 ， 使 得 估计 式 (10) 成立 的 中 的 
下 确 界 称 为 f(s) 在 直线 o=0 EAR, WHE ulo). 34 f (s) E 
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带 形 o < c< s, WARK AKR, úa(c), c << cs, ,就 称 为 
f (s) KRAK. 

类 似 的 ， 也 可 以 在 半 直 线 和 半 带 形 上 来 定义 有 限 阶 函数 、 阶 
及 阶 函 数 . 

例如 : wn ERK, s 是 任 一 带 形 上 的 有 限 阶 函数 ，A(c) 
=n. es: 是 任 一 带 形 上 的 有 限 阶 函 数 , wu (ca) =0. es 是 任 一 带 形 
上 的 有 限 阶 函数 ，A (o) = e. 由 式 (3.3.22) HIT (s) E ARK 


函数 ， u (G) = 一 oo, 但 T+ 不 是 有 限 阶 函数 . 


下 面 证 明 关 于 阶 范 数 的 基本 性 质 . 

定理 2 Ú f(s) 是 带 形 o,< og<o, 上 的 有 限 阶 哨 数 ， 则 其 阶 
AS u (o) 是 下 凸 函 数 . 

证 : 无 妨 一 般 ， 可 限于 讨论 上 半 带 形 : cl 和 cs 和 sc， t20. 
设 国 是 足够 大 的 正 数 , 使 f(s)#EË& DR o < c <o, ,tt>>0 关 1 上 解 
析 ， 由 阶 函 数 定义 知 ， 对 任意 的 >0, 定理 1 的 条 件 (1) 满足 ， 
且 有 

flotiD)« OP , t>to, j=1,2. (11) 

因此 ， 由 定理 1 及 阶 函 数 定义 立即 推出 : 当 o,<o<o, 时 ， 


u (a) <k(o)=(úu (s) +e) a + (u (o,)+ £) — . 


令 : 一 0, 由 上 式 就 证 明了 所 要 的 结论 . 

附注 . 关于 定理 1 的 附注 2 ,在 定义 1 和 定理 2 中 同样 适用 . 
对 具体 的 函数 估计 阶 时 ， 应 该 用 定理 1， 因为 用 定理 2 时 在 估计 
式 (11) 中 总 出 现 一 个 上 . 
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第 五 章 ”有 穷 阶 整 函数 
$1 . 有 穷 阶 整 函数 ? 


在 推论 3 .1.6 中 虽然 已 经 证 明了 整 函 数 一 定 可 以 分 解 为 式 
(3.1.10) 的 形式 ， 但 在 一 般 情形 下 我 们 不 能 对 这 一 分 解 式 进一步 
再 说 些 什么 ， 本 章 将 要 讨论 一 类 重要 的 整 阴 数 A 2 B; * K 
数 ， 它 在 Riemann £ MAEM Dirichlet L PR83846 rh o 88 1 > a 
要 的 作用 .对 于 这 种 整 函数 具有 完全 确定 的 分 解 形式 ， 这 就 是 本 
章 所 要 证 明 主 要 结果 Hadamard 因子 分 解 定理 . 

定义 1 设 G(z) 是 整 函数 2 如果 存 在 正 数 a 和 ci ,使 得 对 
HË r> 1 有 


M (r) = max | G (z)| <exp (c, r) ， (1) 


那 未 就 称 G (z) 为 有 穷 阶 整 函数 , -使 得 式 (1) 成 立 的 正 数 a 的 下 
确 界 x 称 为 整 函数 G (的 阶 . 
这 样 ， 若 G(z) 的 阶 为 x , 那 末 对 任意 的 正 数 e, VA 


M (r) <exp (cr ， rèt, (2) 
其 中 心 为 一 可 能 和 ge 有关 的 常数 ; 而 对 任意 的 常数 cj , 不 等 式 
M (r) <exp (cars 2), rèi (3) 


一 定 不 成 立 . 

常数 和 多 项 式 是 零 阶 整 函数 ; er 中 是 k 阶 整 函 数 ， 其 中 (2) 
为 一 个 k 次 多 项 式 ; cos VzZ Ë + M. e“ 不 是 有 穷 阶 整 函数 ， 
因为 对 任意 正 数 a 和 ci 都 不 可 能 有 式 (1) 成 立 ， 这 种 整 函数 称 为 
是 无 穷 阶 的 ， 

具有 有 限 个 零点 的 有 穷 阶 整 函数 的 构造 是 十 分 简单 的 ， 对 此 


1) 有 时 也 称 为 有 穷 级 整 函数 ， 
2) 我 们 总 假定 G(z) 不 恒 为 零 . 
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有 下 面 的 结论 . 
定理 1 设 G(z) 是 有 穷 阶 整 函数 . 如 果 它 只 有 有 限 个 零点 ! ai ， 
a,… av， 那 未 一 定 有 


GC) = [I G-a, exp (p(2)), x (4) 


其 中 P(z) 是 一 多 项 式 ， 且 其 次 数 等 于 G(z) 的 阶 . 

证 : 先 假定 G(z) 没 有 零点 . 设 其 阶 为 x . 因 无 零点 故 可 取 定 
一 支 P(z) =logG(z). 由 阶 的 定义 知 ， 对 任意 的 sg>0， 当 rz>1 
”时 一 致 地 有 


ReP(z) =log | G(z) | <c, ler", |zl<r, (5) 
这 里 用 到 了 最 大 模 原理 .由 于 P(z) 亦 为 整 函 数 ， 故 有 
P) = b, z". |z |< + co. 
由 定理 4.2.1 RACS) 推出 
lb,| <2r-"(e, (a) rt:— Reb), n=1,2.…. (6) 
当 n>a 时， 可取 定 >0, 使 x+e<n, 令 r — oo 由 上 式 得 
b= 0， 因 此 


P(z) =b;,-+bz+-..+ bz", ks [al]. 
由 于 exp(P (z) ) 的 阶 等 于 上 ,所 以 K=x .这 就 证 明了 定理 在 没 
有 零点 的 情形 成 立 ， 

在 一 般 情 形 下 ， 只 要 考虑 函数 G(z2)||(z—a,) . 容易 证 明 
它 的 阶 和 G(z) 相同 ， 且 没有 零点 .因而 由 已 证 明 的 结论 就 得 到 所 
要 的 结果 . 

附注 . 为 了 证 明定 理 1 的 第 一 部 分 ， 实际 上 仅 需 要 式 (5) 在 
一 串 |z|=r, 上 成 立 , 1mm 一 十 o0, 即 只 要 假定 G(z) 是 没有 零点 的 
AKA, BERE r, EA) 成 立 ， 而 并 不 需要 假定 已 知 
G (2z) 的 阶 为 a. 


1) 按 重 数 计 , 4d 阶 零点 出 现 d 次 . 


. 68 - 


由 定理 1 立即 可 得 到 以 下 推论 : 

推论 2 一 个 零 阶 整 饥 数 ， 如 果 只 有 有 限 个 零点 ， 那 末 它 一 
定 是 一 个 多 项 式 . 

推论 3 一 个 cx 阶 整 函数 ，x< + co, 如 果 w 夭 整数 ， 那 末 它 
一 定 有 无 穷 多 个 零点 . 

推论 4 设 G(z) 是 wx NEA, 0<a< oo. 如 果 它 只 有 有 限 
个 零点 ， 则 必 有 正 数 c 使 得 对 任意 的 r 立 1 有 

M (r) < exp (c, r°). (7) 


因而 若 对 任意 的 c 式 (7) 都 不 成 立 ， 则 G (z) 必 有 无 穷 多 个 零点 . 

具有 无 穷 多 个 零点 的 有 穷 阶 整 消 数 讨论 起 来 就 要 复杂 得 多 ， 
零点 个 数 的 多 少 必 然 会 影响 函数 的 阶 ， 首先 我 们 来 证 明 一 个 相反 
方向 的 结果 : 一 个 有 穷 阶 函 数 ， 它 的 零点 个 数 不 会 太 多 . 

定理 5 设 G(z) 是 a NEBRA, no) K G(z) ÆR |z|< r 
上 的 零点 个 数 ， 则 对 任意 的 2>0, 4 r> 1 BF4 

n (r) 入 cy (e) pete , (8) 

其 中 cs,(s) 为 依赖 于 e 的 正 数 ， 如 果 式 (2) 中 的 常数 c, 可 取得 和 8 
无 关 ， 则 式 (8) 中 的 可 去 掉 . 

证 : 这 是 Jensen 公式 的 推论 一 一 式 (4.1.8) 和 式 (2) 的 直 
接 推 论 . 

为 了 进一步 讨论 有 穷 阶 整 函 数 的 结构 ， 需 要 引进 复数 列 的 收 
敛 指数 和 典型 乘积 的 概念 . 


$2 . 收敛 指数 与 典型 乘积 
首先 引进 复数 列 的 收敛 指数 的 概念 
定义 1 设 a, ,a; ,… 是 一 有 限 或 无 限 复数 列 ， 满 足 
0<lalslal < …. (1) 
若 存在 正 数 b, 使 级 数 》|a, |-* 收敛， 则 称 这 复数 列 有 有 限 收 合 
指数 ， 所 有 这 样 的 正 数 b 的 下 确 界 6 称 为 这 复数 列 的 收敛 指数 ， 
若 不 存在 正 数 b 使 级 数 》 | a, | 一 收敛 ， 则 说 它 的 收敛 指数 为 无 


2. 
— + 8 FR R y B$ AAR. # W S S B W z 
0<B< + oo , 则 一 定 是 无 限 数列 且 
la |> + co. (2) 
数列 a,=2" 的 b=0; 设 14>0, 数 列 g,=n* 的 p=1/7 ;a,=nlog?n 
的 p=1;a,=lo0gn 的 b=+ oo. | 
收 和 敛 指数 是 一 个 数列 分 布 的 朴 密 程度 的 一 个 测度 . 大 概 说 来 ， 
收敛 指数 愈 小 数列 分 布 愈 稀 ， 愈 大 则 分 布 愈 密 . 
定义 2 设 G (z) 是 一 个 整 肖 数 ， 它 的 所 有 异 于 零 的 零点 ( 按 
重 数 计 2) 构成 一 个 复数 列 ， 并 按 条 件 (1) 排列 ,我们 把 这 个 复数 
列 的 收敛 指数 称 为 整 函数 G (z) 的 堆 点 的 收敛 指数 . 
关于 有 穷 阶 整 函数 的 零点 的 收敛 指数 有 下 面 的 定理 . 
定理 1 设 有 穷 阶 整 消 数 G(z) 的 阶 为 « , 其 零点 的 收敛 指数 
为 B. RX, 
B< a”. (3) 
证 : 若 5=0, 定 理 当然 成 立 . Mit B> 0. 所 以 G (z) ËJ F +T 
零 的 零点 ( 按 重 数 计 ) 构成 一 个 无 穷 复 数列 a ,a, ,… , 按 条 件 
(1) 排列 . 由 于 G(z) 的 零点 没有 有 限 的 聚 点 ， 所 以 必 有 
la> +o. iZ 
la, \21, n>no. 
HX (1.8) 81, 取 r=|a,| ,n>no, 对 任意 >0 有 
n<cs(e) |a,l”':, n>no. 
因而 有 
> |a, | “2° < > ha < + co. 


这 就 证 明了 f< x+ 2: , Se 0 就 得 到 式 (3). 
定理 1 中 的 等 号 当然 是 不 一 定 成 立 的 ， 因为 一 个 有 穷 Kr H A 


1) 即 一 个 d 阶 零点 在 这 数列 中 出 现 d 次 . 
2) # G(z ) 为 无 穷 阶 整 函数 ， 定 理 显然 成 立 . 
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ARE e re( P(z) 为 一 多 项 式 ) E, FARE. 但 是 对 于 一 类 特 
RARER, EA 中 的 等 号 必 成 立 : 为 此 我 们 要 引进 下 面 的 定 


”定义 3 设 复数 列 m ,a; ,…， 的 收敛 指数 6< + oo. 再 设 p 
是 使 级 数 x | 


Pla Eo 
收敛 的 最 小 非 负 整数 ， 我 们 把 无 穷 乘积 ? 
PORI i. J (5) 


称 为 是 这 一 复数 列 的 典型 乘积 ，p 称 为 这 个 乘积 的 亏 数 ， 其 中 
E (u, h) 由 式 (3.1.7) 给 出 . 

由 定理 3.1.5( 取 hh=p+1,n=1,2,… ) 知 ， 典型 乘积 (5) 
是 一 个 整 函数 ， 以 且 仅 以 这 个 复数 列 为 其 零点 .我们 要 来 证 明 : 
典型 乘积 的 阶 一 定 等 于 它 的 零点 的 收敛 指数 ， 即 确定 这 个 典型 乘 
积 的 复数 列 的 收敛 指数 . 在 证 明 这 一 结论 之 前 ， 先 来 指出 定义 3 
中 的 与 p 的 关系 . 

容易 看 出 : 

Bx p+1<[p]+1. (6) 

up 不 是 整数 时 , p=[8]1;8=0 时 p=0; 当 1 是正 整数 时 ， 如 果 
级 数 


Y |a, l (7) 
AR, 则 p=B8- 1; 如 果 级 数 (7) 发 散 ， 则 p= D. 这 样 一 来 ， 
| p=[B] k B— 1 (8) 


必 有 一 成 立 ， 即 式 (6) 中 必 有 一 个 等 号 成 立 . 
定理 2 设 复数 列 a , a,,… 的 收敛 指数 p< 十 co, 它 的 典型 
乘积 的 阶 是 &« , 那 末 
a=ß. (9) 


1) 在 有 限 复 数列 的 情形 ， 这 是 一 个 多 项 式 . 
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证 : 由 定理 1 LD S f< ax. 下 面 来 证 明 asp. AERE 
直接 信 计 和 典型 乘积 gz) MRK LR, 先 假定 r>1, rz|a,|， 
n= 1, 2, . . 由 式 (5) 及 式 (3. 1.7) 知 , 在 上]z1=r 上 有 


| L APNI) 
log | g (z) | = -5 fiog q Zpe( 2 s+ (27) 


| (10) 


1 — 


= 》 + 


1anl<2r lanl2z2r 


当 |a, |>27 时 , 在 |z| = 上 有 


1- ihel E tat 5 | ü 
ESO] 


j=p+1 j 


log 


因而 有 
> < rrt! y la, \zi=r. 
. [anf>2r lanlz2r | | 
由 式 (8) 知 p 的 取 值 有 两 种 可 能 : | 
(i) p=B— 1, X HFH p 的 定义 知 
Y «r, [zl=r; (11) 


lanl>2r 
(ii) p= [P], 这 时 对 充分 小 的 e> 0 , , 必 有 有 B+e<ptl, 因而 
> <] re> )2 la, la, [6 (12) 
lanl>2r lanl22r 
& r", | [z|=r. 


* |a l|<2rB8, 在 jz|=r 上 有 


1) 当 p=0 时 { … }) 中 的 第 二 项 不 出 现 . 
n. 


其 中 e 为 任意 正 数 , c,(e) 为 和 g 有关 的 正 数 . 由 于 总 有 B+e >p, 
故 当 |1z|=r 时 总 有 
2 <s<clesprt } |a, {7 


lanl<2r [lanl<2r 


=c2(e,p)r?': È |a, |] a, 6-2 


lani<2r 


<a le pr’ 3 (a, (13) 
lanl<2r | 
<c (esp ) rê? , |z|=r. 
这 里 用 到 了 收敛 指数 的 定义 , c, ,ci ,c4 是 和 s,p 有 关 的 常数 . 
综合 式 (10) 一 (13) 即 得 : 对 任意 的 e>0 有 
lg (z) {< exp (cyrar2 ), 1z|=r, (14) 
其 中 cs 是 和 sg 有 关 的 常数 .由 连续 性 知 ， 上 式 当 1< r =|a,| 时 
亦 成 立 ， 这 就 证 明了 x< B. 
附注 .从 定理 证 明 中 可 以 看 出 : 如 果 数 列 a, ,qa,,… 是 无 限 
数列 ， 有 > La 1 收敛， 那 末 ， 由 于 一 定 有 p>0 及 p<P, 估 


计 式 (14) 中 的 28 可 以 去 掉 . 这 样 一 来 ， 如 果 一 个 典型 乘积 g (2z) 
的 阶 为 a> 0, 且 具 有 这 样 的 性 质 : 对 任 给 的 正 数 4, 总 可 找到 rr> 1 
使 得 
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max |g (z2)| > exp (A r°). 
z|=r 


那 末 ,由 于 p= 及 上 面 的 说 明 ， 即 可 断言 级 数 》 | a, | 一定 
RE. a 

推论 3 1/T (s) 是 一 阶 整 函数 . 

证 : 由 定义 ( 兄 式 (3.2.1) ) 知 


TG =se” T1 (1+ s) e 

容易 看 出 ， 右 边 的 无 穷 乘积 是 数列 a = 一 n(n= 1,2,…) 的 典型 
乘积 ， 这 数列 的 收敛 指数 等 于 1, 故 由 定理 2 知 这 典型 乘积 的 阶 
等 于 1. 所 以 下 (的 阶 <1， 另 一 方面 ， 由 式 (3. 3. 23) 
( 取 o=0) 知 它 的 阶 >1. 这 就 证 明了 推论 ， 
$3. Hadamard 因 式 分 解 定理 | 

定理 1 设 G(z) 是 有 穷 阶 整 函数 ， 阶 为 w, G (0)z 0. 再 设 
它 的 零点 所 对 应 的 典型 乘积 :为 g(2). 那 末 ， 

G (z) =g (z) exp (P (z)) ， (1) 

其 中 P (z) 是 一 次 数 不 超过 w 的 多 项 式 . 

证 : 当 G(z) 只 有 有 限 个 零点 时 ， 这 就 是 定理 1.1. 现 设 G (z) 
有 无 穷 多 个 零点 : ga ,4  0O<|al<la,|<- , la, > + eo. H 
定理 2 .1 知 ， 零 点 的 收敛 指数 B < vc .再 由 定理 2 .2 知 典型 乘积 


(2 =! (- | A +... + ” (三 ) ) (2) 


的 阶 等 于 p., p 由 条 件 (2.4) 确定 . 显然 G (z) /9 (2z) 是 一 个 没有 
零点 的 整 函数 ， 如 果 能 够 证 明 它 的 阶 <a, 那 末 由 定理 1.1 就 推 
出 所 要 的 结论 .为 此 就 要 估计 它 的 上 界 . 注意 到 定理 1.1 的 附注 ， 
我 们 只 要 在 某 一 串 1z|=r, (Cr 一 + oo) 上 来 估计 1/g (z) RER, 


1) 即 它 的 零点 所 构成 的 数列 ( 见 定义 2 .2) 所 对 应 的 典型 乘积 . 
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即 估计 |g (z) | 的 下 界 . 
由 于 级 数 》 la, 271 收敛 ， 所 以 一 定 能 找到 一 串 正 数 


p + 00, 使 对 所 有 的 m 和 nn 有 
Ir,.—lall > la (3) 


成 立 ， 这 是 因为 所 有 以 | a | 为 中 心 , 长 为 21a,| ' 的 区 间 的 总 
长 度 为 有 限 ， 任 一 不 属于 这 些 区 间 的 正 数 ” 均 满 足 条 件 (3). 现 
对 任 一 个 >= 交 把 典型 乘积 g (z) 分 为 三 部 分 


g(2)=]] ` l -© TI =g (2g, (22 (z). (4) 


r 
lanis > $ <lanl<2r lanl? 2r 


下 面 分 别 来 估计 gi : 92 ,03 在 |z |=r 上 的 下 界 
(a) 当 |a,1< > 时 , 在 |z1=r 上 有 
r 
>[ la, | -1 


[IE 
(-2( i) e (-2( H) J: 


最 后 一 步 用 到 了 pèp, e 为 任意 正 数 . 因而 有 
lgi 2)|>exp(—c (e) rt:), |z|=r. | (5) 


(b) 当 > <|a, |<2r 时 ， 由 于 条 件 (3) 在 |z|=r 上 有 


| p 
[aaa 
a, a . Pa, 


“ exp(—271!) >| a, [777 exp (— 27+!) 
> p72 27! exp (-— 27+!) =c,(p)r Pp” . 
满足 — <la, l<2r ia, 的 个 数 ， 即 是 g(23) 在 区 域 了 <1z| 
< 2r 中 的 零点 个 数 N . H g (z) E: B 阶 整 函数 ， 故 由 式 (4.1.8) 
知 : 对 任意 的 >0 有 


la,— z| 
la, | 


V 
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N<c,( rt rèl. 
“r> 2t! exp (2?11) 时 , c, (pr? <1, 故 从 以 上 两 式 得 
|g, (z)|>exp { — c3 (e) rt: (( p+2)log r— log cs ( p)) ) 
>exp {—(p+3)c,(e) rit: logr} 
>exp {— c, (e) rst2e }. (6) 
(c) la l>2r it, 在 |z |=rx 上 有 


因而 ， 
| g, (z) | > exp Ë 2 Y |a, wal , [z |= r. 
. lanl>2r 
注意 到 估计 式 (2.11) 和 (2. 12) 实际 上 是 证 明了 : 当 r> 1,r 关 Ia 
时 ， 对 任意 的 s>0 有 


reti 2 laslr'gces(e) ri. 


lanl>2r 
因而 ， 当 r>1,r#| a, | 时 有 
ig; (z)| > exp (— c, (e)r®+ €), |z|=r. (7) 
综合 式 (4) ,(5) (6) ,(7) 就 得 到 :对 任意 的 s>0, 当 rla, l, 
r> 2”*' exp (2?1') 时 ， 


|g (z) | > exp (~ cs (e) rp ) (8) 
É m2 m, Etr, >27" exp (22*1). BERK G (z) BJ BES z > B, 
就 得 到 对 任意 的 s> 0 必 有 
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| G (z) 
| g (z) 
由 最 大 模 原 理 知 上 式 当 |z|1< r, 时 亦 成 立 ， 这样 ， 由 定理 1.1 的 
证 明 的 第 一 部 分 及 附注 推 得 
G (z) 
g (z) 
P (z) 是 一 次 数 不 超 过 a 的 多 项 式 ! .定理 证 毕 . 
由 于 一 个 a, 阶 整 函数 和 一 个 x, 阶 整 函数 的 乘积 的 阶 不 超过 


< oxp (arr ， | z|=m m>mo. (9) 


= exp (P (2), 


max(x ,oa ) .所 以 定理 1 中 的 a G (2) 的 阶 ,B 一 一 G(z) 的 零 
点 的 收敛 指数 ， 即 9 (2) 的 阶 ， 及 天 一 一 P(z) 的 次 数 之 间 有 如 
下 的 关系 : 

xs 和 max ($ ,k) <max(f ,[z]) <a. (10) 


因此 ， 可 得 如 下 推论 . | 
推论 2 当 a 不 是 整数 时 ， 必 有 B= > 0. 因而 ， # B=0, W| x 
推论 3 a> B. Wa 必 为 正 整数 ， 且 必 有 正 数 cj 使 对 任意 
的 r> 18 
|G(z)|<exp (c. r), |z|=r. (11) 
推论 4 若 x> 0, 且 不 存在 正 数 co 使 式 (11) 成 立 ， 则 5=v“ 
HAX D |a, 1 RE. 
证 : p=a 由 推论 3 得 出 . 这 样 ，g (z) 的 阶 就 等 于 vc >0, 且 
亦 不 存在 正 数 c 使 
|g(z)|<exp(c, r”), 1z|l=r>1 
成 立 ， 这样， 由 定理 2 .2 的 附注 就 证 明了 后 一 结论 . 
当 z=0 ÆG) m KEA, z "Gz PERAH z=0 
不 是 它 的 零点 ， 显 然 z-”G (z) 的 阶 不 大 于 G (z) 的 阶 ， 并 和 G (z) 
有 相同 的 异 于 零 的 零点 ， 因 此 我 们 有 


1) 由 于 g (z) 是 一 无 穷 乘积 ， 所 以 不 能 推出 G (2) #l exp ( P(z)) 有 相间 的 阶 . 
.TI . 


推论 5 WG (z) Ë 88 233 NERA, Bia z= 0 EER m Bi 
零点 . FT BE SPCT 3889 F SA FV BJ t e qn S q (z). 那 
末 
G(z) =z"g(z)exp(P(2)) ， (12) 
其 中 P(z) 为 一 次 数 不 超 过 a 的 多 项 式 . | 
最 后 ， 作 为 一 个 简单 的 应 用 ， 我 们 来 证 明 : 
推论 6 


sinz=z Ï (1- z ). x (13) 


n n’ 

证 : sin z 是 一 阶 整 函数 ，z= 0 是 一 阶 零点 . 其它 的 零点 是 
nn (n= 十 1, 十 2 ,… )， 都 是 一 阶 的 . 所 以 f=p=1. 因此 ， 由 
推论 5 知 

sln z= z e%tb: |] (1- Z) e" (1+ =) e nr 


n=1 


H 


推出 a=0. 再 由 sin (— z) = 一 sinz 推 出 b=0. 
有 关 本 章 内 容 可 参看 [31, 第 八 章 ] , [18, 第 一 章 ] . 
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xE Dirichlet 级 数 


本 章 讨 论 一 般 的 Dirichlet 级 数 ， 主 要 是 常 义 Dirichlet 级 数 
的 基本 性 质 . 可 参看 [31, 第 九 章 ], [32,I,II.3 .12], [18, 第 四 
章 31] 及 [23, 第 二 篇 第 一 章 ]. 


$1. EX Sir rik 
定义 1 设 1,(n= 1,2,…) 是 一 实数 列 , 满足 条 件 : OSA < 1; 


<... <À), <, 及 
lim ¿,= + oo ; 


再 设 a(n) (n= 1.2,…) 是 任意 复数 列 ， 复 变数 s= c 十 让 我 们 把 
F alne (1) 


n=1 


称 为 广义 Dirichlet 级 数 ，4, 称 为 它 的 指数 ,a(n) 称 为 系数 . €R 
部 份 和 记 为 


A (u.s) =L a(n)e™>"s. (2) 
特别 当 取 1 = logn 时 ， 级 数 ( DEX 
1) a(n)n °, (3) 
它 称 为 常 义 Dirichlet 级 数 ， 


当 4,=n 时 , S z= e 级 数 (1) REAR. 

为 了 讨论 级 数 (1) 的 收敛 性 ， 先 证 明 下 面 的 引 理 ， 它 刻 划 了 
级 数 (1) 在 不 同 点 s 处 的 部 份 和 之 间 的 关系 . 

引 理 1 对 任意 的 复数 s, so, 及 实数 u, > wu,， 我 们 有 


A(u,,s) — A (u, > s) = A (u, so)e 2 0— A (u, ,se Ms 人 


+s | | A(u,s )e #G°so)du . (4) 


1) 有 时 允许 数列 { An) 中 出 现 有 限 个 负 值 ， 但 未 加 说 明 者 均 指 所 有 的 4 20. 
. 79 . 


证 : 在 Abel 求 和 公式 (2.1.10) 中 取 flu) =e" b(n) 
=a(n)e ¿ns , BA (4). 

设 % 是 给 定 的 复数 , 对 任意 正 数 Hi , H, , UDE) =Z (s, , 
H, , H, ) 表 区 域 : | 


|t—t |< H, (o~ o) et"), (5) 
定理 2 设 so 为 给 定 的 复数 ，x 为 实数 .如 果 有 
Alu, so) «< e“, (6) 
ARR., (a) 对 任 给 的 正 数 6, H, EH, , 级 数 (1) 在 区 域 : 
D (so), ozotatò, (7) 


上 一 致 收敛 ; (b) 级 数 (1) 在 半 平 面 ac> oo+w 内 收敛 ， 它 所 确定 
的 函数 4 (s) 在 该 半 平 面 内 解析 ， 且 | 


_— 


A(s) =} a()e2e=(s—s9 | A(u,s 9) e"o du ， 
n=  . Àl 
G> G+ a; (8) 


(c) 当 级 数 (1) 为 常 义 .Dirichlet 级 数 时 ， 
A(s) = y a(n) n = =s | (5 a (n) dx 


n< x 


G> +. (9) 


证 ， XFTÍI/EAIESu >u >H,, K FZ 5R(7) JA s, H 
式 (4) 可 得 


|it—to| 
A (u, s) — A (u, ,s) Ke "tt —— 


0 一 0 

<< e "Š + e “17 H)à , 
由 此 及 Cauchy 收敛 准则 就 证 明了 (a) .对 半 平 面 c>cao+x 内 的 
任意 固定 的 一 点 s, 只 要 ó 取得 充分 小 及 H, 取得 充分 大 ， 点 就 
一 定 属于 这 样 的 区 域 (7) 内 ， 由 此 及 (a) 就 得 到 了 (b) 的 前 一 个 结 
论 . 在 式 (4) 中 取 u= 1, 并 令 w= œ, 利用 条 件 (6) 就 证 明了 式 
(8). 当 4,=logn 时, $ u=log x 由 式 (8) 立即 推出 式 (9). 


eu lo- og) 


定理 3 对 每 个 Dirichlet 级 数 (1)， 一 定 存在 唯一 的 实数 o, 
(TA -o Ñ +o), 使 当 Res>a 时 级 数 (1) 收敛 ，Re s<o. 
WER. c 称 为 级 数 (1) 的 收敛 模 和 坐标 ， 半 平 面 o>o 称 为 收复 
半 平 面 . 

证 : 把 所 有 实数 go 作 这 样 的 分 类 : 当 s=o 时 使 级 数 (1) 收敛 
的 o 属于 一 类 (A)， 发 散 的 属于 一 类 (B). 这 样 ， 全 体 实 数 就 被 
分 为 了 (4) ，(B) 两 类 ， 由 定理 2( 取 x=0) 知 ， 对 和 任意 的 o,e (A), 
c e (B), 必 有 o>o,. (为什么? ) 因而 由 实数 理论 知 ， 这 种 
划分 确定 了 唯一 的 一 个 实数 o ,使 若 o>o, 则 有 oe(A), # 
c<. MWA o e (B). 由 此 及 定理 2 ( 取 x=0) 就 证 明了 所 要 的 结 
Jë. (为什么? ) | 

关于 Dirichlet 级 数 的 绝对 收敛 性 则 更 为 简单 ， 我 们 有 

定理 4 ERA) E s= otit A, M E E F 
ozo, EAX — 389. 此 外 ， 对 每 个 Dirichlet 级 数 (1) ， 一 定 
存在 唯一 的 一 个 实数 o. (可 为 — oo R +o), 使 当 Res> cs 时 
级 数 (1) 绝对 收敛 ，Res< ac, 时 不 绝对 收敛 ..c。 称 为 级 数 (1) 的 
绝对 收敛 横 坐 标 ， 半 平面 c > c, 称 为 绝对 收敛 半 和 平面. 

证 : 由 于 数列 4 是 非 负 的 ， 以 及 

> | a (n)e™ns| -=È |a (n) le>", 
由 级 数 收敛 性 的 比较 判别 法 就 证 明了 和 定理 的 第 一 部 份 . AA 
论 代替 定理 2, 利用 证 明定 理 3 的 同样 的 论证 即 可 证 明定 理 的 第 
二 部 份 . 

显然 有 OPO | (10; 
利用 以 上 的 定理 及 通常 的 数值 级 数 收敛 判别 法 ， 对 一 些 简单 的 
Dirichlet 级 数 不 难 直接 确定 其 cu 和 . 

例 1.a(n)=1, 4,=logn. 


TOFD n~, | (11) 


称 为 Riemann ¿ 函数 . 由 于 当 c> 1 时 级 数 》 na 


A: c <1hHB 
》 n 发散， 所 以 
n=! o,=0,= 1. 
例 2 ..i%a>0.a(n) =1,1,=log(n-1+a)", 
t (s.a) = (nta)™, (12) 
n=0 
称 为 Hurwitz < 函数 . 同 例 1 可 证 
0o=0.=1. 
例 3. 设 09 为 实数 . a (n) =e(0n), 4,=logn 
F (s, 0) = È e Comm š (13) 
称 为 周期 E 340 为 整数 时 ， F(s,0) =t(s), Bro =o. = 1. 


340 不 为 整数 时 , h |e (0n) | =1 可 知 o=1 而 由 级 数 (13) 当 
$s 二 6>0 时 收敛 (为 什么 ) s=0<0 HERH o = 0. 

例 42) y(n) EI q 的 特征 . a (n) =x(n), 4,=logn 
我 们 把 


L (s, y) = > y (n)n ° 


n=l 


称 为 对 应 于 特征 y 的 Dirichlet L 函数 . 4 y 为 主 特征 时 ,由 
» (kg+ 1) -ey y (n) n <È ç 


k=0 n=1 
可 知 c =o. = 1.2 y 不 是 主 特征 时 ， 由 于 对 任意 XxX 有 
Y x(n) 


n< x 


(14) 


< q⁄2; 


1) 当 0<a<1 时 A1< 0, 但 我 们 仍 把 它 看 作 Dirichlet 级 数 . 它 同 符合 我 们 定义 
的 Dirichlet 级 数 (n+a)-s 具 有 相同 的 敛 散 性 ， 二 者 仅 差 一 项 a- . 


n=l 


2) 我 们 将 在 第 十 三 章 讨论 模 q 的 特征 CI Dirichlet 特征 ) 的 性 质 . HEAREN 
先 略 去 这 部 份 内 容 (包括 习题 ) 不 看 . 
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所 以 级 数 (14) 当 S=I>0 时 收 伍 ,而 当 s=a<0 时 显然 发 散 ， 故 
$0. =0; MA |x) | =1, 0009) =1, 940,51. ` 

例 5 .我 们 再 列表 举 出 一 些 例 子 ， 它 们 的 o, Mo, 是 很 容易 验 
证 的 


log n loglogn loglogn log n 


loglog n 


log n 


CDA DA CDr (D n! 
| -0 `: — O Ü 0 + co 
Ta 一 o0 1 + oo 1 +0 + 00 


Dirichlet 级 数 和 厌 级 数 的 一 个 本 质 区 别 是 : 寡 级 数 的 绝对 收 
敛 半径 和 收敛 半径 一 定 是 相等 的 ， 而 Dirichlet 级 数 的 绝对 收敛 
横 坐 标 和 收敛 横 坐 标 则 不 一 定 相 等 ， 关 于 差 o, 一 c. 我 们 有 
定理 $5 对 于 任意 的 Dirichlet 级 数 (1) 有 
log 


0,— 0.<1m 


特别 对 常 义 Dirichlet 级 数 有 
oo,—0.<1 (16) 
证 : 以 有 记 式 (15) 右边 的 上 极限 . 4 B= + co 时 定理 显然 
R. 现 设 0<p8<+oo. 由 定理 4 知 ， 只 要 证 明 对 任 一 
o>ga 十 Bb, 级 数 (1) 当 s=o 时 必 绝 对 收敛 ,对 这 样 的 go 必 有 
o>0o., B>B, 使 得 o=o+Pp .由 Bb1>B 知 必 有 >0 使 
<(1 一 8) Bi ,因而 必 有 n, 使 当 n>>no 时 有 
logn< (1-68)p,4,. 
而 由 cx, > ca 知 级 数 (1) 当 s= cl hk, KAES C 使 得 
laln ein sC, n=1,2,.... 
由 以 上 两 式 得 : 4 nen 时 有 
la (n) ein | < |a (n) ennl|e nb < Cn” TE, 


这 就 证 明了 级 数 (1) 34 s= o> o + B 时 绝对 收敛 . 


(15) 


习题 6, 7, 8 给 出 了 利用 系数 a (n) ERKA o, 及 绝对 
收敛 横 坐 标 mw 的 公式 ， 我 们 也 可 HAREAK R ih 以 上 例子 
中 的 c 和 ec， 

由 定理 2, 定理 3 知 , 一 个 Dirichlet 级 数 在 其 收 伍 半 平面 内 
确定 了 一 个 解析 函数 ， 收 敛 区 域 的 边界 是 一 条 直线 ， 同 适 级 数 一 
样 ， 所 确定 的 解析 印 数 在 边界 上 的 性 质 是 很 复杂 的 .这 里 仅 证 明 
一 个 最 简单 的 结果 . 

定理 6 设 函 数 F(s) 在 半 平 面 Re s> AK AF hs) = 


È atn) n Ba(n >0(n=1,2,-.-). 再 设 这 Dirichlet 级 数 的 


A BE 883 o, 那 末 ， 当 F(s) 在 点 s=a 解析 时 ， df o <". 

证 : 不 妨 设 w= 0. 由 F(s) 在 半 平 面 Res>0 内 解析 , 及 在 点 
5=0 解 析 可 推出 : FE e> 0 使 F(s) 在 圆 |s- 1|< i+ 2e 内 解析 ， 
所 以 它 在 此 圆 内 可 展 为 大 级 数 | 


F (s) = 二 (0D- FeD(D (s— 1) , |s=-1|<1+2£. (17) 


m — JI H ES 2 (a) 及 解析 函数 逐 项 求 微分 的 Weierstrass 定 
aan. | | 
FO) = DY aln) (logn)*n', k=0,1,2.... (18) 


取 s= 一 ,由 式 (17)， (18) 得 
F(—s) = (k!) `! P a (n) (log n)* ibato! 


k=0 n=l 


=Y amn Y (k) (logn) (l+): 
n=1 k=0 
=} a (n) n° , 
这 里 由 于 a (n) > 0, 上 式 中 的 二 重 级 数 是 正 项 的 ， 所 以 可 交换 求 


1) 见 定 理 3.1 (a). 
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和 号 ， 由 上 了 式 及 定理 3 Mlo < -e .这 就 证 明了 所 要 的 结论 站 . 

由 定理 6 立即 得 到 

a 7 在 定理 6 的 条 件 下 ，s=c. 一定 是 正 (s) 的 奇 点 ， 
| 结束 本 节 时 ， 我 们 顺便 指出 : R (8) 是 建立 了 Dirichlet 级 
w. Dirichlet 积分 | | E 


| b (v) v~s dv | (19) 


之 间 的 关系 ， 两 者 具有 相同 的 性 质 ， 读 者 自己 可 以 毫 无 困难 地 把 
本 章 中 对 Dirichlet 级 数 所 建立 的 概念 和 结论 推广 到 Dirichlet 积 
分 上 去 . 由 于 对 积分 的 讨论 有 时 比较 方便 ， 以 后 实际 上 经 常 把 
Dirichlet 级 数 化 为 Dirichlet 积分 来 讨论 (参看 第 七 ， 十 四 章 ). 
特别 的 在 第 十 一 章 34 将 用 到 类 似 于 定理 6 的 结论 : 


T 8” it A A F (s) E 于 平面 Re s>a 内 可 表 为 F(s) = 
| bo) o dv, bp (Wz0(1< v<). 再 设 这 Diricblet 积分 的 


收敛 横 坐 标 为 o.. IR, F (s) 在 点 s=& 解析 时 ， 必 有 o < a, 
UR o E: F (s) BJ Ay 5, 

证 明和 定理 6 完全 相同 ,只 要 注意 到 对 任意 的 5>0, 4 
Res> ou+ ó 时 ， 积 分 一 致 收敛 . 具体 证 明 留 给 读者 . 
$2. 唯一 性 定理 | | | 

对 于 给 定 的 指数 4,, 一 个 解析 函数 4 (s) 如 果 在 某 个 半 平 面 
内 能 表 为 形 如 式 (1.1) 的 Dirichlet 级 数 ， 那 末 它 的 表 法 即 系数 
a (nn) 是 不 是 唯一 确定 的 呢 ? 回答 是 肯定 的 我 们 先 来 证 明 — 

定理 ] 设 Dirichlet 级 数 (1.1) 的 收敛 横 坐 标 0。 < 十 oo. 若 
存在 oo > 0, 使 得 当 Re s> o, 时 有 | 


1) 当 a (mn) 有 有 限 个 取 负 值 时 , 定理 显然 也 成 立 . 
2) 当 条 件 改 为 b (o) >0 (vo <v<o0) 时 , 定理 显然 也 成 立 ， 
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Ş a(n)e := 0,， 
n=l 


BBR, 
| a(n))=0, n=1,2,--: 


证 : RER k> 1. 假若 已 经 证 明 前 上 - 1 个 系数 a (n) = 0, 则 
有 
a(k)+) a(lne nis=0, Res2> oo. 
n=k+1 


由 定理 1.2 知 上 式 左 边 级 数 在 实 轴 s=cz 关 co 上 是 一 致 收敛 的 ， 
因而 令 s= ac 一 + oo 即 得 a (k) =0, 这 就 证 明了 定理 . 
其 次 ， 当 co,< + oo 时 ,我 们 来 给 出 系数 a (n) 的 表达 式 . 
定理 2 如 果 级 数 (1.1) 当 Re s=w 时 绝对 收敛 ， 那 末 


T 
a (k) =lim — | A (a+ itjelk@+iD dt , k=1,2,--. (1) 
2T J, 


证 : %4 Re s=0 HRAC) X tis T E —BC W 96, WH 
ENIA Aa 


1 


Alati i t) etk ati) dt= S a p 
IT h= t -T 
sin (T (4,— å, ) ) 


= + aÀ —Ane 
a(k)+e ‘2 a (n)e TOA) 


由 于 | sinx| 志 |x|1， 所 以 上 式 最 后 的 级 数 对 TT 一 致 收 伍 , 令 
T— co 即 得 式 (1). 
33. $X Dirichlet 级 数 的 运算 


设 1 是 一 个 算术 函数 ， 以 它 为 系数 的 常 义 Dirichlet 级 数 可 以 
看 作 是 它 的 母 函 数 ， 记 作 


p(/) =Š fnn”, (1) 
级 数 的 运算 和 对 应 的 算术 函数 的 运算 有 着 密切 的 联系 ， 我 们 以 下 
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总 假定 级 数 ( 1) 的 收敛 横 坐 标 o. < + co (因而 由 定理 1.5 知 它 的 
绝对 收敛 横 坐 标 亦 < + co ) ， 所 以 在 半 平 面 c>c 内 确定 了 一 个 
解析 函数 


F(s)=D(f)=Y fn. (2) 
定理 1 (a) 级 数 (2) 在 收敛 半 平 面 内 可 逐 项 微分 ， 即 对 任意 


正 整数 上 有 
Fo (8) =(— D): f (og mn,o>0.; (3) 


(b) # f(1) =0, 则 


| F(w) dw=Y J (m) n, o>o,, (4) 


其 中 积分 路 径 为 直线 ?. 

证 : 结论 (a) 是 定理 1.2 (a) 及 关于 解析 函数 的 Weierstrass 
定理 的 直接 推论 . 注意 到 式 (4) 右边 的 级 数 当 o> go, 时 收敛 ， 故 
由 定理 1.2(a) 知 , 当 了 (1)=0 时 有 


lim | , F (w) dw= lim | Sin) n- Sn) ni 


/ 
c+it n=2 log n n=? log n 


名 fn ., 
=} logn ” ' 
这 就 证 明了 式 (4). 
定理 2 设 f,g ,hh 是 三 个 算术 昂 数 ,它们 相应 的 级 数 D S), 
D(g), D(h) % o> oo 时 绝对 收敛 ， 那 未 ， 使 得 
D(f)D(g) =D(h), c>% (5) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
Jf *g=h, (6) 


1) 本 定理 很 容易 推广 到 广义 Dirichlet 级 数 . 


XE f +q 表示 算术 函数 的 Dirichlet 卷 积 ， 即 


(fxg9) (D => f(m)g w. (7) 
mn=i 
一 般 的 有 ， 
D(f DC):D(f,)=D (h) (8) 
成 立 的 充 要 条 件 是 
ff, <= f=h. (9) 


证 : 由 于 绝对 收敛 级 数 的 乘积 可 以 任意 聚 项 ， 故 有 
DIDO) =Y È fm g m) (m) '= ag) Dr, 
m=1 n=l i=1 


这 就 证 明了 条 件 (6) 的 充分 性 (这 时 并 不 要 求 假 定 D (h) 3 c> c, 
时 绝对 收敛 ). 而 由 上 式 及 定理 2 .1 亦 推出 条 件 (6) 是 必要 的 . 
推论 3 WR f(n) 是 完全 可 乘 ( 即 积 性 ) 函数 ， 则 有 
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(F (s)) =), p(n f (n) ns, o>o,, (10) 


n=l 


F(s)#0,， o>0,. (11) 


证 : 容易 看 出 , È Sn 和》 (nf(mn-!: 有 相同 的 绝 


对 收敛 横 坐 标 c. . 再 因为 当 f 是 完全 可 乘 时 它 的 Dirichlet ⁄⁄ E 
uf, BẸ 


f 6K(uf)=l, (12) 
这 里 了 是 Dirichlet 卷 积 的 单位 ， 即 
I(1)=1, I(n)=0, n>1. (13) 
因而 由 定理 2 知 
D(f)D(af)=1, >c. (14) 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 


由 于 式 (11) 及 当 o 一 + co PF F (s)— 1, 故 当 8 为 完全 可 乘 
时 、 我们 可 以 取 定 一 支 


G (s) =log F (s) , lim G(s) =0. (15) 


定理 4 如 果 /是 完全 可 乘 的 ， 则 有 
-E 9- A mn)f(n)n :, o>o,, (16) 


log F (s) = * A (n) f(n) log n) nS, o>o,. (17) 


n=2 
证 : 由 式 (3) (K=1D， 式 (10) 及 定理 2 知 , Xo >o, 时 
_ F O=} hr, 


其 中 | 
h (D =}, (f(m) log m) (u (n) f(n) ) 
l 


= f(D 2 H (n) log m=f(D A (D. 
这 就 证 明了 式 (16) ， 由 式 (15) 及 (16) 知 
TORRARE =-Ë A Df, o>0,. 
故 由 式 (15) 及 (4) 得 


= 一 d 一 A(n) -=s 
G (s) = N G (w)dw = >, log n fnn, o>o,, 


这 就 证 明了 式 (17). 
利用 上 面 所 证 明 的 结论 ， 我 们 可 以 来 求 出 一 些 管 义 Dirichlet 


级 数 所 确定 的 函数 ， 以 及 反 过 来 求 出 函数 的 常 义 Dirichlet 级 数 


展开 式 . x 
例 1 .由 定理 2 得 : 对 任意 正 整数 上 ， 
LORD d, (n) n, >l, (18) 
其 中 _ 
d, (n) = 之 l, (19) 
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En 表 为 k 个 正 整 数 乘积 的 表 法 个 数 ? .特别 的 
d. (n) =d (n), (20) 


就 是 的 正 除数 个 数 ， 类 似 的 
L'(s,x ) => dimz Mn, o>1. (21) 
例 2. 由 推论 3 知 


Ç ! (s) -》 unn, > 1. (22) 
L! (s,x) => un y(n)n :, G>1. (23) 

例 3. 由 定理 4 知 
一 — (9) => A (nn, o>1. (24) 


_ L (s,y) => A (n) y(n)n °, o>1. (25) 
lgí(s =Y A (n) (ogn) n, o>1. (26) 


log L (s,x) =Y A (mx (n) (logn) n, s> 1. (27) 


例 4. 由 于 Euler A$ 
0 (DD= umn, 


. mn=1 
故 由 定理 2 及 式 (22) 知 


o Dr=F umm Y n’ n := (sl) , 0>2. 
[=1 m=1 n=! ¢ (s) 
(28) 
例 5 .利用 同一 个 函数 的 不 同形 式 的 级 数 展开 式 ， 我 们 可 得 
到 算术 函数 的 恒等式 . 例如 由 


1) 这 里 不 同 次 序 的 乘积 看 作 是 不 同 的 表 法 . 
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U). | y- Cs) 
(4 A) ET (29) 
可 得 5( 为 什么 ) 


》 A (n) log n n”°*+ Y (A +A) (nn =Y (u +log2)(n)n :, 


n=l 


c>]. 

由 此 及 定理 2 .1 就 得 到 Selberg 恒等式 

A (mlogn+(A *A )(n) =(u slog’) (n). (30) 
例 6. 设 w(n) 为 n 的 不 同 的 素 因 子 个 数 , 即 
o (n) => 1: 
pln 
由 定理 2 知 

Yo (n) n s= (s) p°, o>1. (31) 


例 7. 设 上 为 正 整 数 ， 求 5 (s) LX(ks) 的 Dirichlet 级 数 . 利 
用 式 (22)， 由 定理 2 得 


ils) _e@ 1 £ pm El 
¿ (ks) =} n: > m° 全 F u (m) (32) 
=Y q (D T° o>1 
I=1 
这 里 用 到 了 
1, 1 无 大 于 工 的 天 次 方 因子 ， 
> u(m =q (D) = | (33) 
Peu 0, 其 它 . 
特别 当 k=2 时 ，q2 (D =w (DD、 所 以 
[ (s) O ans 34 
¿£ (2 s) =} (DI > o>1. (34) 


1) log 表示 算术 函数 log (n) =log n. 
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例 8. 设 r (n) 是 不 定 方程 n=x +y 的 整数 解 { x ,y } 的 个 
数 . RÈ r (n) n° Bra E BJ 8 24, ZAAN 
r(n)=4} y(d;4,1) , (35) 


d| n 


这 里 x (n ; 4, 1) ER 4 的 非 主 特征 ， 即 
(12, arn, 


TOSS (36) 
0, 2n, 
因此 , 
》 7 (n) n s= 4 Y n: Š y (n; 4,1)n : 
n=1 n=] n=l (37) 
=4¢ (s) L (s) , o> 1, 
其 中 ' 
L(9 => (—1)”!'(2n— 1) °: , c > 0. (38) 


34. 常 义 Dirichlet 级 数 的 Euler 乘积 表示 
当 系数 f (n) ERAR, Æ X Dirichlet 级 数 在 其 绝对 收 
敛 半 平面 内 可 以 表 为 在 该 半 平 面 内 绝对 收敛 的 无 穷 飞 积 ， 由 于 
Euler 最 早 证 明了 当 实 数 s> l BT, 
$a =f (1— ps )-!, (1) 
所 以 ， 这 种 无 穷 乘 积 叫 做 Euler RE. 我们 要 证 明 


定理 1 iZ /是 可 乘 函数 ， 级 数 人 3.1) 的 绝对 收敛 横 坐 标 为 
s <+ oo . 若 当 5 >o 时, 必 有 1+flpjp“*+fpYp “+… 关 0, 则 有 


Y fln) n ° = [[(1+ fp) p° + fC pò) p+ ---) Z 0, 
(2) 


06 > G 


a 


其 中 右边 的 无 穷 乘 积 展 布 在 全 体 素 数 上 ， 且 对 任意 正 数 ó, CE 
半 平 面 > ao+5 上 绝对 一 致 收敛 . 当 了 是 完全 可 乘 函 数 时 ， 则 
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> f)n = |[ (1-—f(0)p 2) l. o>o,. (3) 
证 : 3 o> G,+ 6 时 
SIF ptf pt- <> (| f( p) | p+ 
P p 
| SDI P+) < Pf ON ne < + eo, 


故 由 推论 3.1.3 知 ， 式 《2) 右边 的 无 穷 乘 积 在 半 平 面 c> oa + ó 
上 绝对 一 致 收 钙 且 不 等 于 零 . 再 由 有 限 个 绝对 收敛 级 数 相 乘 时 可 
以 任意 聚 项 以 及 算术 基本 定理 知 ， 对 任意 xY> 2 有 


[I G+ fip) ptf pdp +- fn) n 
<> IS MIn, o>o,, 


令 X 一 十 oo, MER (2). 4 f(n) 是 完全 可 乘 时 , f(p*) = ft(p) , 
所 以 
1+f(pp + f(p')p +... =(1-/f(p)p) , o>o,. 


由 此 及 式 (2) 即 得 式 (3). 
由 此 定理 及 式 (1.11), (1.14), (3.22), (3. 23) 立即 推 得 : 
t9 =È nT] G-p =s) `! (4) 
-I (s) = > unn = |] 1i— p), o>1. (5) 
LCs) => x Wn =I G- x (p)p °) !, . (6) 


L (s) =>, pn) x (a= H 0- x (pp), o>1. (7) 


特别 当 x AP q 的 主 特征 x° 时 ， 


L (sz?) =]] (1—p- 29 '=¿(s ][ G-p), o>1. (8) 
pa plq | 


如 果 X modq * 是 x mod q 导出 的 原 特征 ， 则 有 
L (s,x) =H (1 一 X (pp 3! 


-a- LDD L -x (pp :) 


pa 
LGD a-r). c>1. (9) 
利用 无 穷 乘积 来 做 乘法 运算 是 十 分 方便 的 . 因此 ， 可 以 利用 
无 穷 乘 积 来 求 出 某 些 函数 的 Euler R, ERE ER Dirichlet 
级 数 ; 或 者 反 过 来 ， 先 求 出 某 些 Dirichlet 级 数 的 Euler 乘积 ， 然 
后 求 出 它 所 表示 的 函数 . 我 们 举例 来 说 明 . 

例 1.L-1(s) 的 级 数 表示 式 (3.22) 是 由 推论 3.3 得 到 的 ， 进 
而 由 定理 1 得 到 了 它 的 Euler 乘积 . 事实 上 ， 由 “(s) Euler Æ 
积 (4) HETE C (s) 的 Euler 乘积 ， 由 此 从 定理 1 也 推出 了 
它 的 级 数 表示 式 (3.22). (为 什么 ?” ) 此外， 利用 定理 3.2 得 到 


1=¿ (s) 1 (5) = n": >, u (m) m~ => Gp DS, 


jl 


由 此 及 定理 2 .1, 我 们 就 给 出 了 Möbius 公式 


1, 1=1 
> om 


mli ,1J>1 
的 一 个 新 证 明 . 利用 这 个 方法 可 以 证 明 许多 有 超 的 算术 玫 数 的 关 
积 公 


a2. | 

(1—p °)! 
¢ (s) o Ho-ro og, I 
¿Qs | Ha- p>?) =l] 0+p )=È W (nn, 


o>1. (10) 
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这 一 式 子 也 可 从 右 往 左 推 ， 得 到 右边 的 级 数 所 表示 的 函数 ， 由 此 
亦 可 得 到 公式 (3.33) (k=2) 的 一 个 证 明 . 
例 3 . Ak JERK. HR (4) 及 二 项 式 展开 可 得 


kt+m—l 
co-Ma-anf nà Je}, 
p p m=1 m 


o> 1. (11) 
由 此 及 式 (3.18) 482]: # n 的 素 因子 分 解 式 为 pi. prr. Mi 
， /k+m-1 
d.) = ] Í ( ). (12) 
j=! m, 
特别 的 ， 
d (n) = qd,(n) = (m+ 1) --- (mt 1). (13) 


例 4 . 式 (3.28) 可 以 这 样 证 明 : 由 定理 1 得 

> p (n= G+- Dp + (p= ppt =) 
=[] (1-p7:) (1+tp 6 ?+p P+...) 
-op T G-p 


=¢(s—1)⁄% (s), o>2. (14) 


上 式 同 样 可 以 从 后 往 前 推导 ， 
i 5. i Liouville MŽ 4 (n) =(-1)°®, Q (n) Es n 的 所 有 
的 素 因 子 个 数 , Q (1) =0. 4 (nm) 是 完全 可 乘 的 . | 


> A (n)n"°=]] (1 +p) !=|| (1— p 29) II (1—p-s) 
=¢ (2s) A (s), o>1. (15) 


利用 以 可 乘 函 数 为 系数 的 常 义 Dirichlet 级 数 来 研究 数论 , 通 
常 称 为 乘 性 数论 或 积 性 数论 ， 这 是 解析 数论 最 重要 的 组 成 部 份 . 
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as taipa A ni 


$5. 常 义 Dirichlet 级 数 的 Perron 公式 
先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 1 ib, T AEX. RE 


btiT 
! : | 4 ds=1+ O(a min (i. n) , a> l, 
2ni sir SŠ T loga 


(1) 
l b+i T a i 
“ 1 一 b =i f 
7 | . s ds o(a min(1, ar) ,0<a<1, 
2 
以 及 (2) 
I b+i T | b 
一 一 4 一 一 -2 
Ti b-iT Š 2 +o Í 3 j (3) 
其 中 O 常数 都 是 绝对 常数 . 


证 : 先 证 式 (1). 设 7 为 一 充分 大 的 正 数 , 工 是 以 b+ iT, 
— U+iT 为 顶点 的 抢 形 围 道 . 因为 ass 在 | 内 仅 有 一 个 一 级 
极点 s=0, 留 数 为 1, 所 以 


去 | 4 ds=1. 
ni Jr $ 


我 们 容易 得 到 估计 
b+iT ; b o b 
a a a 
|. Š - U T?+ o° T log a 
b-iT 
| 2 ds| < a , 
-U-iT Š T og a 


-U+iT T Ji 
a` - 
lal 
上 Š | -r VU°+t 
$ U> + co, 由 以 上 四 式 即 得 
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b+i T 
1 a° , _ ab 
ni ç ds=1+ O [ z) (4) 


b-i T 


再 考虑 围 道 D. : 由 以 原点 为 心 ，VT? 十 b? 为 半径 的 圆周 上 的 实 
部 <b 的 一 部 份 C1 ( 男 一 部 份 记 为 Cy) 及 直线 段 c = b, 
一 Tg tg 所 组 成 . 这 时 间 样 有 


L | 4 ds=1. 
2ni r, Š 


注意 到 


由 以 上 两 式 可 得 


b+iT ， 
> -| < ds=1+0 (a), 
TI Jir Š 


由 此 及 式 (4) 就 证 明了 式 (1)， 为 了 证 明 式 (2)， 只 要 把 围 道 械 
和 械 ,分 别 改 取 为 TT AM T, TT, ÆU biT, UiT AMARE 
É, U>b; T, 是 由 C, 及 直线 段 o=b, — T<t< T 组 成 .由 
于 0<a<1， 所 以 as s 在 这 两 围 道 内 解析 ， 因 而 有 

1 a` ， _ . 
Srni K j=3,4. 
同 前 面 完 全 一 样 估计 相应 线段 上 的 积分 (注意 这 时 0<a<1), 立 
即 可 推 得 式 (2). 最 后 来 证 明 式 〈3). 


ı [”” das bf d 1 T 
s _ b t _ 1 T 
2ni | s m | b’+ t Tt. arctg b 


b—iT 


由 此 即 可 推出 所 要 的 结论 . 
现在 我 们 来 证 明 所 谓 带 余 项 的 Perron AA. 
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定理 2， 设 


A(s) => al(n)n-s, 0 < 十 oo， 


n=l 


再 设 存在 递增 函数 H (u) KAX B (u) 使 得 
lam|sH(n), n=1,2,...,， 


a + 


> |an |n"<B (o), c> 
n=] 


ARR, IHERB s= co+ ito 及 b> os Hbo>b>0 bo >ot b> 
c, T>1 及 x 之 1 时 有 : (a) x= 正 整 数 时 ， 


b+iT 


>. a Qm) n™= zni | A (s +s) * ds+ O — 
nsx b—iT 
+ O ks H (2x) min (i sx.) 
-o . x 
+ oÍ ° H (N) min (1 让 ， (5) 


其 中 N 是 离 x 最 近 的 整数 (: 为 半 奇 数 时 ， 取 六 = x 一 L). 
IIxll=| N- xl; (b) x= 正 整数 N 时 ， 


b+iT 


. 
Famn t+ Ta(NN =h |} Allt) N ds 
n<N 2 2ni biT S 
+ o N? B(b+o,) ) 
© T 
+0 (NH ON) min (1,285), (6) 


1) 最 近 , Wolke (J . London Math . Soc. (2), 28 (1983), 406—416) Xt Perron Z 
式 的 形式 作 了 某 种 改进 . 


. 98 . 


这 里 O 常数 仅 和 o, bo。 AR. 
证 : 先 证 情形 (a). 由 于 ot+b>o, ,所 以 可 逐 项 积分 ， 表 
利用 引 理 1 的 式 (1) 和 (2) 得 


1 
2ni 


b+iT 
1 X Ry -s 
7ni | A (so+ s) ' ds=> a(n)n °o 


b-iT n=l 


b+iT s 
| (=) £ -Zamo R. (7) 


p-iT N H Š nsx 


b 
R=> |an) |n (=) min (4 — 
n=! T | os x| 
=} + 2 +È. (8) 
ngx/2 x/2<n<2x n>2x 


对 右边 第 一 ， 第 三 个 和 式 有 估计 : 
> +> < < Y |a (n) | n teo + < y la (n)| nb oo 


n< x/2 nz 2x n< x/2 nz2x 
b 
< Ea B (b+ oo). (9) 
对 第 二 个 和 式 有 估计 : 


b+a0 
> < Xo no (>) min (.— — 


N 
x/2<n<2x X 
T log N 
P+50 1 
+ x° H (2x) > (=) min | I, —— 
68 T | 10g = 
< x`" H (N) min Ë l 小 x` H (2x) 
T log — 
| N 
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. min (x, > 一 二 一 小 (10) 


x/Z2<n<2x X 
nZ N T log p 
利用 不 等 式 
| d lá] 
— u — 
og +D1 -|| I+u |? +I ,4> 一 1， (11) 
1 l A 
K N- > <x< N+ 可 得 . 
y — l < Y — 1 o 
x/1<n< N log 一 x/2<W< N—! log N — 1⁄2 
H 
l 
< 
tsrsA2 1 (1+ r— 1⁄2 J 
oË N-r 


pa r 
< 一 — < X IO X , 
2 I< r < N 2 r- 1⁄2 | 8 (12) 


类 似 可 得 


> — 1 _ < xlogx. (13) 
N< n<2x log ~ 
| n 
再 利用 不 等 式 (11) 45 
x | x—N 2 |x-N|、 1 xl 
log W - log (1+ N )> 2 N 3 x , 


HERA (10), (12), (13) 可 得 
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_ . x 
<, X ° H (N)min (i. Si) 


x/2<n<2 x 


+ x!“ H (2x) min ( , oga ) . 


HERA (T), ，(8) ，(9) ， 就 证 明了 式 (5). 
对 情形 (b) 可 同样 证 明 . 这 时 利用 引 理 1 的 式 (3) 可 得 
N- 


btiT ; 1 
去 | 4(so+ — ds= > a (n)n S° + SaN 


2ni b-iT n=l 

+O(CR )， 

其 中 , 
R'=> la(n |n” (x) min (1 —— 


nN 
T x log m 


+ 2 aN)N = , 
对 上 式 中 的 和 式 如 同 R 一 样 来 进行 估计 ， 即 可 得 到 式 (6). 
令 T oo , 我 们 就 得 到 Perron A A. 
定理 3 设 
A(s)=> a(mn’:s, G, <+. 


n=l 


那 末 ， 对 任意 的 so。=o6+ito,b>0,b+0o06>o,, 及 x21” 


I btiT s 
lim — | A (s+ s.) ds 


Po 2 b-iT 


Zamne, x 关 整数 ， 
n< x (14) 


本 l 
I > a(n)n o+ > a (x) x-So ,x = 整数 . 
1) 事实 上 , 式 (14) MR (1.9) E. Mellin 变换 中 的 一 对 反 转 公式 【 见 定理 1.2.1). 
这 里 直接 给 出 了 一 个 证 明 . 
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实际 上 有 用 的 是 定理 2, 即 带 余 项 的 Peron 公式 ， 它 是 应 用 
复 变 函数 论 方法 研究 数论 问题 的 基础 . 在 应 用 中 通常 取 x 为 半 奇 
数 ， 即 
x=[x]+ > ; (15) 
这 时 公式 (5) 中 的 最 后 一 个 余 项 不 出 现 
数论 中 的 许多 着 名 问题 都 可 以 归结 为 求 某 个 算术 函数 a (n) 
的 和 函数 的 渐 近 公式 ， 即 求 出 和 函数 


4(x,0)=》a(n) (16) 


H< x 


的 主 项 ， 并 尽 可 能 好 的 估计 其 余 项 的 阶 .例如 (a) 自然 数 中 的 素 
数 分 布 问题 归结 为 讨论 和 本 数 
y(x) => A (n); - (17) 
(b) 算术 级 数 I+ ka ((q.D =1,1<1<q,k=0,1,2, ...) rh BJ s 
Ar f Ea E Tie fi BS 3% 
Ylx;l, Q =} A (n), (18) 


n= x 


n=] (q) 
利用 特征 性 质 有 


_— 1 v 7 
(x ;l1,4)= pa LX (D Vhs) ， (19) 


其 中 

V(x ,x) -之 A (n) y (n), (20) 
x 是 模 g 的 特征 , 这 样 问 题 又 转化 为 讨论 这 9 (q) 个 和 函数 
(x, z); (c) Dirichlet 除数 问题 是 讨论 和 天数 


D (x) => d (n); (21) 
d< x 
(d) Gauss 圆 问题 ( 即 圆 内 整 点 问题 ) 可 归结 为 讨论 和 函数 
C (x)=》7(n)， (22) 


n< x 
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r (n) 的 定义 见 $33 例 8; (e) 自然 数 中 的 无 平方 因子 数 分 布 问题 是 
讨论 和 函数 
Q (x) =>. u: (n). (23) 


n< x 


利用 带 余 项 的 Perron 公式 (5) (可 假定 x 为 半 奇 数 , 并 取 s = 0), 
这 些 和 函数 可 分 别 表 为 以 它们 相应 的 算术 函数 为 系数 的 Dirichlet 
级 数 在 有 限 区 间 上 的 积分 再 加 上 一 些 余 项 ， 以 上 所 列举 的 问题 
(a), (b), (c), (d), (e) 所 对 应 的 Dirichlet 级 数 分 别 由 式 (3.24) , 
(3.25), (3.18) (k=2), (3.37), (3.34) 所 给 出 . 

那 未 ， 为 什么 有 可 能 利用 Perron 公式 (5) 来 求 出 和 函数 (16) 
的 主 项 并 估计 其 余 项 的 阶 呢 ? 虽然 母 函 数 Y a (n) n NEEE 


面 c> 0 内 绝对 收敛 到 某 一 个 解析 函数 A(s), 但 4 (s) 本 身 往 
往 可 以 解析 开拓 到 直线 o= ,的 左边 ， 当 然 它 会 有 某 些 奇 点 , 


假定 这 些 奇 点 都 是 极点 .这样 ， 利 用 Cauchy 定理 可 把 式 (5) 中 
的 积分 移 到 某 一 直线 o=b,<o, 得 
$ a(n)=So(x;b,,T)+R+R,, (24) 
其 中 
So (x ;b, ,T) = H% A (s) 在 矩形 ”b,<oc<b，, 
| t |< T P BS 13, | (25) 


RAA (5) 中 的 余 项 ， 


| bi—iT bj+iT b+iT s 
R= 让 (| -f +| AO 8 ). (26) 
2ni b-i b i-i T bit iT Š 


T 


如 果 对 适当 选取 的 所 出 现 的 参数 b, bi, T( 均 取 为 x KRO, 


i) MOFAS 2” nE |z |< 1 内 绝对 收 伍 到 (1-2) 1, 但 (1-2)! RT 


z= 1 是 它 的 一 一 阶 极点 外 ， 在 全 平面 上 解析 . 
2) 这 和 矩形 要 取得 在 其 边界 上 无 极点 . 
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可 以 估计 出 Ri, R, , 并 证 明 相 对 于 S. (x; b, , T) KIK, x— co 
时 它们 是 较 低 阶 的 项 ， 那 末 我 们 的 问题 就 解决 了 ， 这 个 方法 就 是 
通常 所 说 的 解析 数论 中 的 复 变 积分 法 . 

为 了 实现 这 一 方法 就 要 深入 地 研究 母 函 数 A( s) 的 性 质 :对 它 
进行 解析 开拓 ,研究 它 在 极点 附近 的 性 状 ,研究 它 在 一 个 有 限 垂直 
KAA Ith oo 时 的 阶 (这 是 为 了 估计 尺 : 的 需要 ) ,以 及 其 它 等 
等 .从 上 面 所 列举 的 数论 著名 问题 可 以 看 出 ,这 些 母 函数 均 和 各 
Riemann £ K% Dirichlet L 函数 有 关 , 因此 ， 解 析 数 论 的 一 个 最 
重要 , 最 基本 的 内 容 就 是 研究 C9 和 上 L(s,x) ,这 将 在 以 后 章节 仔细 
讨论 , 在 本 章 的 最 后 两 节 我 们 先 简单 地 来 讨论 一 下 一 般 Dirichlet 
级 数 在 收敛 半 和 平面 内 的 阶 和 积分 均值 . | 

代替 式 (5) ZHR) 右边 ) 的 和 式 ， 我 们 可 以 讨论 它 
们 的 加 权 和 ， 并 得 到 类 似 于 Perron 公式 的 公式 . 在 这 种 公式 中 
的 积分 有 时 要 比 Perron 公式 中 的 积分 易于 处 理 ， 而 各 种 加 权 和 

之 间 的 关系 正 是 Tauber 型 定理 所 讨论 的 问题 . 下 面 来 讨论 几 种 
常见 的 加 权 和 : 设 x>1, 整数 Kk 之 1， 


a (n)n so e", (27) 


| k 
让 之 a (n)n`% (iog z) ， (28) 
k 
wÈ a (n) n (1- a), (29) 
定理 4 设 
A (9 = alnn, o< + co, 


n=l 


则 对 任意 的 x> 0, so= oo+ ito ,b>0， K bto>oc,#8 


5 a (n)n `° = | Al(stso) x T(s)ds. (30) 
2ni Jo u 


-n=l 
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证 : 当 b>0 时 我 人 有 ( 见 式 (1.2.5)) 


e == | y=T(0ds, y>0. 


(h) 


S y= 也 ,两 边 乘 以 a (nn ,并 对 n 求 和 得 


》 a (n)n s e" "= L > a (n)n * so xs T (s) ds 


“ri no 


. ` I a b+i 了 :pbtioo b-iT 
-二 
2Ti n=l b- iT b+iT b-i% 
| (31) 
其 中 工 为 任意 正 数 . 当 b+o>o, Ef, > a (n) n “在 直线 
0o=b 上 是 绝对 一 致 收敛 的 ， 所 以 上 式 右边 的 第 一 个 积分 号 与 求 
和 与 可 交换 ， 得 到 
b+iT 


S > a (nn so x* T (s) ds 


n 


b+iT 
= A (s+s,) x° [` (s) ds. (32) 


b= i T 


而 式 (31) 右边 的 另外 两 部 份 有 估计 
b+ioo b—iT 
i zs1| +| |< x° |a Q)|n- to 
= b+iT b-iœ n=] 


b+ioo b-i T 
| | IT(b+it) | a+ | IT(b+it) | a) 0, 
x (33) 


4 T> co 
上 式 最 后 一 步 用 到 了 工 函 数 在 垂直 线 上 的 阶 估计 ( 见 式 (3.3.22) ) . 
由 式 (31) ,(32) 和 (33) 就 推 得 式 (30). 
利用 熟知 的 复 变 积分 : 对 b>0 RERS kE 
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| l 
l ; KA y2 1, 


MT ds= 


(34) 


2ni Jo S 0, O<y<1, 


用 证 明定 理 4 的 同样 的 方法 可 证 明 ( 令 y= x): 
定理 5 在 定理 4 的 符号 与 条 件 下 ， 对 任意 正 整数 大 有 
] 


k 
> a (n) nso (iog z) = 一 一 | A(s+ s) Ta ds. 


1 
k! — 2mi Jo 
(35) 


若 利 用 另 一 熟知 的 复 变 积 分 : 对 b>0 RERS kA 
k 
| l 1 
` 1— — f, >Í, 
+l y =Í 二 ( 可 y> 
2ni Jo s(s+1)-..(s+ k) 0, 0<y<1, 
| (36) 
用 证 明定 理 4 的 方法 可 证 明 [+ y= z). 
定理 6 在 定理 4 的 符号 与 条 件 下 ， 对 任意 正 整数 上 有 
k 
让 2a (mn (1- z) = 


-t | A (s+ so) 
2ni Jo 


S 


x  _ 
s (s+ 1)... (s+ k) ds (37) 


96 . 在 垂直 线 上 的 阶 


E $4.4 中 已 经 讨论 了 一 般 的 有 限 阶 函数 的 性 质 ， 并 引进 了 
阶 函 数 u (o). Dirichlet 级 数 (1.1) 在 其 收敛 半 平 面 c> oa, NE 
义 了 一 个 解析 函数 A (s) ， 本 节 将 证 明 它 是 有 限 阶 函 数 ， 并 讨论 
其 阶 函 数 A (o) 的 性 质 . 我 们 先 来 证 明 

定理 1 设 级 数 (l. 1) 的 收敛 模 坐标 ce < + co， 
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A(s)=Y ames, o>o,, (1) 
=] 


那 末 ，(a) 若 cu< + oo, 则 对 任意 的 w&> o, , 40> u 时 一 致 地 有 
IACI < M (a), |t |< oo， (2) 
其 中 MO) 是 依赖 于 x 的 常数 ; b) 车 0.<o,, 则 对 任意 的 p> 5o.， 
4 o > B 时 一 致 地 有 
A(s)=0(1t]), It oo; (3) 
(c) # o, <o, ， 且 为 常 义 Dirichlet 级 数 ， 则 对 任意 小 的 正 数 e, 当 
0 十 E 和 和 IG 和 +1+8 时 一 致 地 有 
A(s) < (ptp 1) ed), | t ]< co, (4) 
其 中 < 常数 依赖 于 e. 
it: (a) 是 显然 的 ， 注 意 到 1, 是非 负 的 ， 只 要 取 M (a) 


=È la (nle BIRI. 现 来 证 (b). I 8 = 二 (B+) >o, 


k 
2 a (m )e nh |. 


n=l 


M,=M, ($)= sup 


1<k<+ co 


在 式 (1.4) PR s= f, u= Ay, MIER KoB 令 u,— + oo 
得 到 | 
|A(s) -A (p, SIK M, eNe + 


M, 《一 及) 十 | o NGB) (5) 
o= p, 
先 固定 N, 从 上 式 可 得 
1 1 A(s)]| Mı — 1 x (o — 2M -L _ 
Ji < Nlo Bi) < -全 1 ANIB c) 
keo |tl © o-p 5-c“ 


o 2 B. 


再 令 Noo 即 得 所 要 的 结论 . 最 后 来 证 (cj. 在 式 (5) 中 取 
p= ot e( Rkp = a+ z). 注意 到 14 = log n 可 得 | 
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4 (I<Y lan) |n "+2M, N "+ |t 3 N“ B), 


ozo te. (6) 
现 取 N=[|t]|]+1, ##3]||a(n|n fi 1, RITE 


N N lel+1 
_ _ du 
[n ° - 
Siamp > n" wais | 7 
n=] n=l l I u 


< (|t|+1)' -80+2, c < B,+ 1 +1. 
由 以 上 两 式 及 p= cc+ — BER (4). 
为 了 进一步 确定 级 数 (1) 的 阶 晴 数 uy(o) 的 值 ， 我 们 还 要 证 
明 | | 
定理 2 设 级 数 (1) 不 恒 等 于 零 ， 且 它 的 绝对 收敛 横 坐 标 
ca< + co, 那 末 存在 一 个 正 数 B, 使 对 任意 固定 的 go 之 B 有 
|A(c+i)|2m(o)>0, tl<oo， (7) 
Jeri m (c) 为 依赖 于 o 的 正 数 . | 
证 ; 由 于 级 数 (1) 不便 等 于 零 ， 故 由 唯一 性 定理 2.1 知 ， 必 
有 正 整数 使 得 a (k) #0;a(n =0,n<k. 这 样 ， 对 任意 的 
o> u> o, H 
| A(o+it)| > lak) les- 5 ta(n) ler 
_ n>k 
>]a (k) | CAko —e 0.12, | a (n)| ena 


n>k 


= ek | | a (k) | — Do Ükt- taik 


. Š |a(n)|e 2 | ， 
n>k 
这 里 用 到 了 4, 的 递增 性 . 对 任意 取 定 的 wx> o, BFA >4, ,所 
以 一 定 能 找到 正 数 B , E0 BHA 


e Qa a taik 》 |a(n)le "<— > | a(k)|. 


n> k 
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I f e — 


由 


HUM m (o) = + la (K) etie ,由 以 上 两 式 就 推 得 式 (7)， 

最 后 来 证 明 关 于 级 数 (1) 的 阶 函 数 定理 . 

定理 3 (a) 级 数 (1) 的 阶 孙 数 ulo) Fih. RRA, H 
NW(o)<1,， o>o.; (b) 当 a< + co Rf, u (o) = 0, G> 0, ; 
(c) 当 级 数 (1) HEX Dirichlet 级 数 时 , a (a) < 1-(Cc 一 和 )， 
6. < c < o. +1. 

证 : HRR EX (LE Y 4.4.2), EM 44.2 及 定理 1 
(b) 就 立即 推出 结论 (a) 中 的 下 凸 性 及 Ac) 和 1,c>a, 现 来 证 
明 递减 性 ， 由 下 凸 函 数 的 性 质 知 : 

G 


0) 一 0 一 
< + -一 一 一 ， 
u (o) < H (o,) ea 7 u (o) Fo 


O70 , 0-0, 
C—O, 0—0, 
这 里 用 到 了 性 质 上 (co) < 1. $0, co 由 上 式 就 证 明了 递减 性 . 

由 定理 1(a)1EH a (c) 和 0,c>o .但 由 定理 2 知 不 可 能 有 
u (o) <0,0o>o, ,这 就 证 明了 (b). 

结论 (c) 是 定理 1 (c) 的 直接 推论 . 

应 该 指出 定理 3 的 (a) 和 (c) 中 的 阶 函数 n (o) 的 估计 式 仅 
当 a.< oa, 时 才 有 意义 . 


37. 积分 均值 公式 
定理 1 设 级 数 (1. 1) 4 Res = 时 绝对 收敛 ,级 数 
B(s) =Y b (n)e in: 
当 Re s= B HERAA. BE 


<u (ai) <s <<, 


im z: [ A (a+ it) B (B— it) dt = =È a (Wb (ne Pn, 
(1) 


特别 的 
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T 
. l . oo _ 
lim ST | ,14 (a+ it)|? dr= 2 | a (n) Pe nr, 


证 : 由 绝对 收 伍 级 数 的 乘法 得 
A (a+i)B(B-it)=Y > a (mb (m)e “ntham -it Onim 


其 中 右边 的 二 重 级 数 绝对 收敛, 且 对 1 一 致 收敛 ， 故 由 逐 项 积分 得 
af 
2T J, 


(2) 


A (z+ iÐ B (8— i) dt= a(n) b(n) eee 


o @ sin T (2 — 1 ) 
+ -la À) tB ) |) — C — ` n n mn 


nÆm 


由 于 |sinx| < |x|, 令 T= oo BEARRA (1). 

取 B(s) =A(s)， p=a ,由 式 (1) 即 推出 式 (2). 

应 该 指出 : 定理 2 .2 是 这 里 的 特殊 情形 ， 这 只 要 取 B (s) 
=e ‘ks B= — wx 即 可 看 出 . 


J A 
1 .在 引 理 1 .1 的 条 件 下 ， 对 任意 的 wo<ul 有 
A(lu,,s)—A (ui ,s) =(4 (u) >59) — A (uo0., So) Je`”? (s—so0) 


一 (4 (u, ’ SO ) -Á (uo ; So) )e “i (s-so) 


u> : 
+ G-s)| (4 (usso) Atuo s30) ese) du. 
H| 


2 . ERR (1 .1 在 点 so 收 仿 ， 则 对 任意 固定 的 正 数 刀 , H, , 该 级 数 在 由 
式 (1.5) 确 定 的 区 域 A (s,) 上 一 致 收敛 . 
3. 证 明 以 下 等 式 成 立 : 


0 w 
(a) > m `š -| [x] x "ax, Res>1. 
n=l I 


Wi Z+ MAY Ed Nm : 
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(b) > u mn =s | M (wx `! dx, Res>1, 


其 中 M (x)= > u(n). 


n< x 


(c) > A Cs | Y (x)x7! dx, Res>1, 


Hepy (x) => A(n). 


R< x 


(d) by x ws | (z O Res>1, 
n=l 1 n< x 


RE y E Dirichlet 特征 . 当 y 不 是 主 特征 时 , 等 式 当 Res>0 时 也 成 立 . 
(e) È A (n) y (n)n ° ssf 多 (x YX)x dx, Re s>1, 


H+ yl => A (n)x (n). 


nax 


(f) Y ¿a= | (5 > dn) x ° dx, Re s>1, 
n=1 


ngx 


HP d, (n) BR (3.19). (不 要 用 S3 的 结果 ， 直 接 证 明 ). 
(g) Y o rs | (5 TOE -s71 dx, Re s>2. 
n=i 


H< x 


(h) 利用 定理 1.2.1! 写 出 以 上 公式 的 反 转 公式 . 《注意 : 以 上 公式 中 的 


积分 下 限 均 可 改 为 零 ) 
4. a20. WF Alu, a)« 1, WHA (人 ,0)< ec， 


5. HRK (1.1) 的 a. WW R O< a,.< co, 3EZ 3 c>, 时, 式 (1.8) (s,= 0) & 
x, 

6. 设 级 数 a (n) 收敛 , 4， 满足 定义 1.1 的 条 件 ， 以 及 记 B (a) = a (m). 

n=1 n >u 
证 明 : (a) 若 对 某 一 x<0 有 B (u) e"! , MIJ3Mo >a RRR (1.1) W Sr; 
(b) 若 对 某 —a<0 A (ua) < 1, HU B (u)< e". 
7. (a) ZAR? a (pz) 发 散 ， 则 级 数 (1.1) 的 收敛 横 坐 标 
G = lim 2 ` ' log : POE (利用 定理 1.2 和 第 4 题 ). 


n> cO 
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(b) 若 级 数 Y a (由 收敛 ， 则 级 数 (1.1) K KAON be 
n=1 


=lim 2-1! 
c =hm 2, `: 
n> O 


log > a (|. (利用 第 6 题 ). 


8. (a) 当 级 数 | a (n) | 发 散 时 ,级 数 (1.1) 的 绝对 收敛 横 坐 标 
n=l 
o= lim 47 log > la (k)i. (b) 当 级 数 Y | a (m) | 收敛 时 ， 
n> c; n=l 


s= lim 2 1. log È laik) |. 


O 对 任意 固定 的 实数 5 0 > nit 对 x 一 致 有 界 ; (b) 对 所 有 实数 1， 
级 数 Saoi it RE. 


n=l 


10. #4 x— co BF Y aln) ~x, 则 当 实 数 s— 1, HJ $ a(n)n ° 一 


n< x 


n=l 
(s 一 1) .一 般 的 设 k 为 正 整 数 ， Ëy a (n)— x log* x, 则 当 实 数 


s> 1, 时, Yamns~k! GD . 
n=] 


11. (a) 5 H Dirichlet 积分 (1.19) 的 收敛 横 坐 标 ， 绝 对 收敛 横 坐 标的 定义 ， 
并 证 明 相 应 于 定理 1.2, 1.3, 1.4 的 结论 . 
(b) 证 明定 理 1.8 


12. 2 q 为 正 整数 ，Res>1. 证明: 


(a) (G)=4 E Els h /q). 

(b) L (SX) =q ° È z (0) (G, h 4), x mod 4. 

(c) Ü (s,r/⁄) = ro D E XOL) (qr)=1. 
13. 设 9 为 正 整数 ，Re s>1. 证明: 


. : q | 
(a)F (sr/l)=g ° 2 e (rh/q)t (s, h/a), r ERX. 
=} 


q 
(b)( (s14) =q} e(—IhA)F0s, hq), 1<1<q.1 REX. 
kzi 
| 4 
14. 设 x 是 模 g 的 特征 ， Gauss 和 G (hx) = >, zx(r)e h /9). 
r=] 


“12， 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


证 明 当 Res>1 时 有 (a) 上 (sx)=g E GIF (sh Q). 
1 


h= 
(b) 着 x 是 原 特征 , WL G.) =(G ZDT È Z WF (sh). 


(c) F (ssr) = q °> d" (yp (d)! L G (rx) L(s:x), r 是 整数 . 
dla z mo 


.证明 当 Re s>1 时 , $ (71)! n t= (1-27) n": .由 此 证 明 当 
n= 1 


n= 


实数 s> 1, 时 上 (一 (1D-1, 以 及 一 般 的 有 ztO() — (— 1) 
. 6- DEER. (和 第 10 题 相 比较 ). 


EM Re s>a tH Y alne "=F bline", 那么 a(n) =b (n), 
n=1 n=1 


A =H, ,N=1,2,.… 
设 级 数 (1.1) 的 a.< + co, Re s> o, . 如 果 在 任意 一 个 由 式 (1.5) 确 定 
的 区 域 2Z(s) 上 有 无 穷 多 个 点 使 该 级 数 取 零 值 ， 则 a(n)=0 ,n=1,2， 


设 级 数 (1.1) 的 cu< + co. 如 果 该 级 数 在 无 穷 多 个 点 上 取 零 值 ， 则 
a(n)=0,1=1,2,.… ， 

若 级 数 (1.1) 的 cu< + oo, 则 必 有 实数 x ,使 当 Re szant, 该 级 数 不 取 
零 值 . | 

定理 2.2 中 的 式 (2 .1) 改 为 


了 了 


2 
a (k) = lim L | A(a+it)e 
me T Jr 


Ak(x+it) 


dt, k=1, 2, .. 3 也 成 立 ， 其 


中 T=T, 一 了 | 依 任何 方式 站 于 无 穷 . 类 似 的 改变 对 定理 7.1 也 成 立 
RAO = 区 ame "s <+oo , 若 4(9) 不 恒 等 于 常数 ， 则 对 任 
意 的 c>cu lim 4 (x+it) 一 定 不 存在 ， 

还 明 对 于 任意 实数 < ,级 数 a(n)2re "° 有 相同 的 和 cu ,这 里 4， 


满足 定义 1.1 的 条 件 . 
Bk HERK. 算术 函数 上 (n) =1, 当 nn 为 次 方 数 ; t. Q) =0, 其 它 . 


证 明 : (a) > ti (nn =¢ (ks); wd ANOLE? Ë gda} 
n=l n= n 


.113 


2 


2 


2 


p 


5. 


ON 


=¢ (s), REg (n) 为 由 式 (3.33) 的 第 二 个 等 式 所 定义 的 算术 函数 ; 
由 此 推出 式 (3.32)， 及 式 (3.33) 的 第 一 个 等 式 ， 


— 


c) 


. 利用 恒等式 : 34 Re s>1 时 


- $ o) -t ()-27= giy [= OE (8) -27¢ (9), 
证 明 : 当 m 关 2 时 有 
A -1= aD blm) , 


这 里 pb (m)=logm-d(m)—2;. 
设 u>1,0>1,F()= } A n)n °, M (s])= ) u (n)n °. 
n< 


n< u 


(a) 利用 恒等式 : 当 Re s>1 时 | 
_ (s)=F(s)-M (s) (s) — F (s) M (s) t (s) 


4 
— (t(s) M (s) -0 人- ka W-F0) ， 
证 明 : A (n) =a; (n) +a, (n) +a; (n) +a, (n), 其 中 


A n), n<u, 
a.) =Í "o> RSU an= È} Amud), 
0 ° H>, mdin 


m&u d< v 


aym) = Y pld) logh, a@m)=- > A m ( > nd) | 
ee k > p ， S 


(b) 利用 恒等式 : 3 Re s>1 时 
(T! (s)=2M(s)- M? (s)¢ (s) — E (s)M (s) — 1) (Ç! (s) — M (s)), 
证 明 : ú (n) =b Q)+b,(n)+b,(n), HEP 


(2u(n), nsv 
b, (n) = b()=- 21 umud), 
* n> b 3 mdln 
. mY, dY 
b, (n) = > um) ( > p00) ) . 
mk=n dl k 


m>u,k> u dsv 


. (a) 利用 恒等式 : 4 Re s>2 时 


È A ()(logn) -ns =log (1+( (s) —1)) 


n=2 
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27. 


28. 


29. 


30. 
31. 


oo _ 一 1 
证 明 : Aw - yD 1. ORRI. 
gh =] i ni njen 
j J 1 ) 
n] ，… nj 2 


(b) 设 了 是 正 整 数 ， 22, M O) MALA, Hi 25672 n ,证 明 : 
J | 
A(n)= 2 C- 1) š (>) Y alm) nm) È 
j=1 


miy j <v my: mjay njn 


J 
log ni. 

(W F(s)=(1-¿(s)M(s))J¿ Cs) Atis). 用 两 种 方法 来 计算 

Fís )). 

设 f 是 算术 函数 ,，f (1) #0,gÆf 的 Dirichlet 逆 ， 即 f *g=I. 再 设 


> fn 和 》 gnn 均 在 半 平面 o>x 内 绝对 收敛 . 证 明 
n= n=l 


oo 


F (s) = 2 f (Wn =exp (H(s)) , o>, 


n= 


其 中 
H(s)=log f (1)+2, h(n)(logn) n; 
n=2 
h) = È g (Df m) logm, n22, 


jog z 2 log 1=0 的 一 支 . RIE H(s)=log F (s). 
设 有 是 完全 积 性 的 算术 函数 . F(s)= X fnn ,oo<+o0 ,利用 
Euler 乘积 可 以 取 定 一 支 
log F (s)=-— X log (1— f Op :) => m '!fm(p)p "’, Res>o,. 
P . pm 

证 明 这 一 定义 和 上 题 是 一 致 的 .因此 ,我们 可 以 先 证 明 式 (3.17)， 
再 推出 式 (3.16). | 
证 明 当 Re s> 1 it% logt (=s | n (x)x !(x'—1) 'dx . 


2 
证 明 当 Re s>1 时 有 》 p = 3 un)n logt (ns). 
p n=} 
RA (n) 是 nn 的 所 有 素 因 子 的 个 数 ，Q (1) =0. 证 明 
(a) Y Qn =t Gy ps-1)-!, Res>1; 
n=1 P 
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(b) 5 是 素数 寡 时 22 u (n) Q (m) =1 ,而 在 其 它 情形 则 等 于 零 . 


nm=i 


32 . 利用 这 样 两 种 途径 : (1) CA Dirichlet 级 数 表 达 式 ， 求 它 所 确定 的 函数 ; 
CO) 已 知 函 数 求 它 的 Dirichlet 级 数 表 达 式 来 证 明 以 下 的 等 式 , 并 确定 
等 式 成 立 的 范围 : 


(a) £ oa (n)n ° =¢ (s) ¢ (s-a), a 为 复数 . 
(b) È d (n2)n =¢3 (s) G s). 

(c) PEHOTE =T 2s). 

@) S200 COCOS). 


(e) Ë k(1)=1 ,k(n)=m;, m,» n=pf! -e pr. 3 k(n)n °= 
n=1 
c (s) ¢ (2s) (3s) C (065) . 
(f) y 32 r (n)n š =¢ (s) g! (3 s). 
n=l : 


(g) 82, 0) = Y. 4d"4(d) ,a 复数 
din. .. 


Asmn =¢ (s) (Qs-2a)( !(s—-a). 


i ms 


(h) tam En 的 最 大 奇 除数 . È aa =(1-29 0-279 
《人 =-1). ”| 
(i) Ba(1)=1; a(n)=1, ñ n=p =p,» G. 22(1<j< r); 
a (n) =0 ,其 它 情形 . $, al(n)n™=t Qs) ¢ (3s) C 1 (6s) . 
n=1 | | 
33. (a) Z by c(nn™=( È a(n) r°) 2 (m) °). 那 末 , 对 任 一 完 
n=1 n=1 


n=1 


全 积 性 因数 f n) # È ef aym *= Y am fnn) È bo 


fan) . (假定 所 有 这 些 级 数 在 均 某 一 半 平 面 Re s>a 内 绝对 收敛 )， 
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34. 


36. 


37. 


38. 


39. 


41. 


(b) 利用 这 一 方法 求 以 下 Dirichlet 级 数 Ë c (n) 了 (mn 所 确定 的 函数 
wÈ c (n)n ° 为 8S3 和 384( 包 括 所 举 的 例 )， 以 及 第 32 题 中 出 现 的 级 


数 ， (n) y BJ y (m), A(n), y (n) A (n), x (n) 98 q 的 特征 ， 
(a) 从 第 32, 33 题 所 得 的 结果 可 导出 哪些 有 趣 的 算术 函数 的 卷 积 公式 . 
(b) 设 k 是 正 整 数 ，A y(n) =X u (d) (log nAD)*. 利 用 恒等式 

dn 


(CO CsE) E PAE s) = e Ps) Cs) E (s)/¿(s)) 
证 明 ; Ayyi(n) =A, (n) logn+ A, Cn) A, a nA) . 进而 推出 当 


dn 


| i 有 多 于 个 不 同 的 素 因 于 时 人 A (n)=0. 
35. 


af 是 积 性 函数 . EKARRI UHS W Ip ° HAGI +- .) 
当 65=x 时 收敛 ， "Ë f ns 当 5 一 5 时 绝对 收 售 


证 明 : 当 Re sj>1 (< <i 
“《(S1) -c (s,) 51 Tsp. 
TOTA PEA > mi'm 


(m na | 

证 明 : Re s>max{ 1, Re a, 1+Re b, 1+Re (at+b)) 时 有 
Yo (mo, mn =t (s) ¢ (s-a) ((s-b)((s-—a-b) C! Qs-a-b). 
a fi.(n) Ë n 表 为 k 个 大 于 1 的 因数 的 乘积 的 表 法 个 数 . 证 明 : 当 
Re s>1 时 È fn = (CG) - D). x 

设 r m) n S3KT. | 的 因数 的 乘积 的 表 法 个 数 ， 并 设 /(D) = L. 证 
明 : 存在 正 数 gx 使 当 Re s>B, È fne- 


. 设 三 是 完全 积 性 的 ， 且 对 每 个 素数 总 有 f(p) = f2(p). 再 设 


F (s) =Š f(n)n ,as<+oo. 证 明 : 34 Re s>o, BF, F(s) #0 , H 
n=! 


Y f Q) ¿(n = F(s)F (ç). 
n=1 


设 /满足 上 题 的 条 件 ,再 设 F (8) = 如 jm) f (a)n, o< + oo 证 明 
. n=] 
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当 Re s>o, Bt, F (s) 40, Y p? (n) f(n) n ° =F (2s) F-'(s), 以 及 
n=l 


对 任 一 素数 p 有 
AHP OF (s) =(1— fp È u (n) a ((p,n)) fn. 
n=1 


42. 设 h(n) 是 积 性 的 ， 且 对 每 个 素数 p 有 hh (pk) =(k!) htp). 再 设 
Y h (mn ,os< 十 oo0. 证明: 当 Res>o, 时 有 


n=l 
ep Í 2 hlp) p~) = Y h (n)n ° 
p n=} 


(具有 这 样 性 质 的 h (n) 有 时 称 为 指数 积 性 函数 ). 
43. 设 天 是 正 整 数 ，& 是 复数 . 证 明 : 当 Re s>max{1,1+Re a} 时 有 
Èo (Kmn-s=¢ (s)X G— a) [| G-p y'a -p° ~pt Da4 pi+1-s), 


a 


44. it Ramanujan # C , (n) = > 'e(hn/k). 证 明 : 当 Re s>1 时 有 


(a) )) Cr nk ss =o,- (n) ! (s). 


(b) Y Ci (n)n °= [ > un(Dd' ho. 


Id=k 


x 
= 


() 》 Cm) dns 
n=l 
=t?(s)k' ss [I fi-a- a-p. 


pi Ilk 


k (qn)n ° = E6) x d' su (D (q. d): . 
TAOS È p k/a) ， 


tra 


45. 证 明 当 Re s> 1 BJ #8 > Q (n)n š =¿ (s) È n ip (n)logt (ns), (£ 


看 第 31 题 )， i 
46. 设 户 ,了 了， , T; 是 正 数 ， 了 = min (Ti: T,). 证 明 : 
1I+O(ab(Tloga) !), a>1, 


1 b+iT2 
27i | ds=| -1 
biT! Š O(a’ (T |logal)™' ). 0<a<1. 
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47. 设 x 为 半 奇 数 ，T>1,b+o0o>1,b>0 .证 明 : 
| w 
(a) y AW | (- U gta) E as 
六 一 主人 


n< x n So 2ni 


xb x “0log2x 
—T[Tw —— Y — + ee ; 


进而 分 别 写 出 取 ou =0,b=1+ (log x)"; Ro=1, b= (log x) ! 时 的 情形 . 


(b) > a. | — lÍ! _ xX” ds 
nax n°° 2ni J y 《 (sots) j S 


x? x! ° logx 
,0| —— — — ++ ——|, 
o( FT + 7 


进而 分 别 写 出 取 co=0, b= t+ (log x) 1; 及 ao=1,b= (logx) ' 时 的 情形 . 
bti 
(c) A (n) -二 | GogrG+D) 2 ds 
b-iT S 


nex nlogn 2mi 


xb | log x 
+o( Tb T ) 
b+iT 
din) 1 k xŠ 
(d) > T. - |. ñ ( (so+s)) ds 


+0( Fr + xl" +£ ) 
| PEENI T j 
e 为 任意 正 数 . 
w 1 [T Go+ _ x< 
Ge) 2 i -二 | a OQ Gs ts)) ds 


h<x b— 


b+iT ; ， 
(M X A CD)x (Ca) = | (至 sp) 过 


n< x 
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b+iT ， 
(g) > TER] (4t (8) L (s)) —— ds 


h<x b-iT 


x° xlte 
+o( TO- T 让 
为 任意 正 数 . (参看 33 例 8)， 
(h) 利用 第 33 题 中 所 得 到 的 结果 ， 写 出 相应 的 Perron 公式 (5.5). 

48， 指 出 定理 5.2 中 的 情形 (a) 可 改 为 x 不 等 于 使 aln) z0 的 整数 ， 及 NN 

可 取 为 离 x 最 近 且 使 a (N) 天 0 的 整数 (有 两 个 时 取 较 小 的 一 个 ) 情形 

(b) 改 为 x 等 于 使 a (n) 0 的 整数 N. 定理 5.3 也 可 作 相 应 的 改变 . 
49. 证 明 : 当 x 不 等 于 使 a Q) 和 0 的 整数 时 ， 式 (5.14) 的 左边 可 写 为 


(zi) !| A(s+s)x°s ds， 即 这 广义 积分 存在 . 


(b) 
50， 利用 定理 6.1 (b) 证 明 广义 Dirichlet 级 数 的 Perron 公式 : 在 定理 6.1 
的 条 件 下 ， 对 b>max (0,0 RITA: 


k ` Ás 
a) 82 < <la tt, Ë a= | AG) < 一 ds . 
n=! R Jw + S 


k-i 1 l b+iT e | 
(b) 58 2=4, Hf, a+ 二 a -in zi] AG) ds. 


b-iT 


此 外 ， 如 何 把 定理 5.4 , 5.5 , 5.6 作 相 应 的 推广 . 
51. E F (x) = È aln), | 已 CO 六 1 ,天 =12,… ,证 明 : 
1 


(a) F,(x)= (k!) ! È a Q) (logx/A)*,k=1,2,... . 
(b) # a (n) >0, 那 未, 对 任意 正 整数 大 , 54 x— oo 时 Fy (x) ~x 的 
充 要 条 件 是 正 ， (x) x. 


52. i G (x)= Y b(n), xkG,(x) -| y" IG, (y)dy, k=1, 2，…， 
n<x l 
证 明 : 
(a) GOD=} b(n) (1—n/x)*, k=1,2,.... 


n< x 


(b) # b(n) >0, 那 未 ， 对 任意 正 整 数 k, 当 x 一 o BF G- (x) — 
(k!) lx 的 充 要 条 件 是 Gi (x)~((k+1)!) x. 
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53. 利用 积分 : 对 实数 a REX x.y, A 


| y tex" ds=i | 工 po (ogy)” /(4x) 
(a) X 


证 明 : 在 定理 $.4 的 条 件 下 有 


oo 
aln) - 2 . Í x 2 
2 =e Cogn) /4x) — —i | 一 Al(st+so)e*s ds. 
= n50 Tr 
n=l (b) 


对 广义 Dirichlet 级 数 应 有 怎样 相应 的 结果 . 
54. Ë AG(s) => aln, o< to ,0 <o, 且 对 x 一 致 地 有 
n=1 
> a(n)n "c <c1. 证 明 : 定理 6.1 的 结论 (0) 可 改 为 ， 对 任意 正 数 8， 


34626. +g 时 ， 
min (1+o—o.—1) ',log(lti+2)), o>o.+1, 


A( jad 
° (lr|+ 1)!" ee) ((1— (z—o,)) 1+1), ot+ego<ot+1, 


其 中 << 常数 依赖 于 s . 
55. 证 明 以 下 的 均值 公式 : 


T 
(a) lim enf |£ (otit)l*dt=t (20), o>1. 
T> oo -T E 


| T 
(b) lim (2T) | | (e+it)t dt=¿%* Qo)/¿ (do), o>1. 
T> æ -T 


T oO 
(c) lim QT)! | | (otit)tdt=2, dó (nn ,o>1. 
-T n=l 


T> © 


r | 
lim 2T)! | cO (atit (B-it)dt=t “+P (+B), 
-T 


T> © 


a >1,ß>1. 


| T 
lim om: | ¿ '(e+it)£ -idt= (x+p)A (2a+28), 
T> œ% -T 
a>l, >i. 


(f) 设 f(s)=t OQs)/ (s), 


— 


(d 


(e 


` 


T 
lim en"| f(a+tit)f(B-it) dt =¿ (G+), z>1,B>1. 
T> œ -T 
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(g) 设 F(s,0) 是 $1 例 3 给 出 的 函数 ， 


T | 
lim (2T)™! | F (x +it,0) F (8B—it,—0)dt=t (a+ B), 
-T 


T> œ 

«>1,p>1. 
T 

lim QT) | L((a+it,zu L (8-—it,y.)dt=L(a+B zX), 
T 


T= œ — 


x >1,B >1. 


—— 


(h 


r | . 
(i) lim QT)™! | |L(etit,x)|? dt=¢ 2o) || —p 29), o>1, 
T> œ -T pla 
Xmodg. 
56. 设 F (9) => fG)n”* , G (s) => g (nn:, 当 c=a 时 两 级 数 都 绝对 
n=l n=l 


Wa. H If(n)|< g (n), 证 明 : x T>08 


T | 2T 
| |F (a+it)É dt < 2| | Gla+it)|\? dt. 
-T 


-2T 


T 2T f 
(wa | IFG@+in de?| (1- L) iF atianga 
_-2T 


-T 


2T 
任意 的 y>0 有 | (1-H) yia >o]. 
T 2T 
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第 七 章 ”“《(s) 的 函数 方程 与 基本 性 质 


本 章 将 用 三 种 方法 来 证 明定 义 在 半 平 面 o >1 EAX (s) 
(K (6.1.11)) 可 以 解析 开拓 到 全 平面 ， 并 满足 某 种 函数 方程 ( 式 
(1.13),，(1.17)). 为 以 后 便于 把 这 些 方法 应 用 于 上 (s, x) ,下 面 
的 一 些 结果 将 对 Yt(s ,aq)( 式 (6.1.12)) 来 证 明 ， 此 外 还 要 讨论 5 (s) 
的 一 些 基 本 性 质 ， 本 章 内 容 参 看 [32, H 1, [17, 第 一 章 1,[18, 第 
三 章 ]. 


$1. 函数 方程 (一 ) (Euler 一 MacLaurin 求 和 法 ) 
定理 1 设 0<ag1,t(s,a) 由 式 (6.1.12) 给 出 . (a) 对 x> 0, 
> 1 及 任意 正 整 数 1 有? 
_ 1 _ (x+a)!-s b, (x) 
cls, a) = S. (n+ a): 1 一 3 + (x+ a): 


. b. (x) 
tÈ s(s+1)..-(s+j-2) Gia 


” blu) 
— s(s+1)--(s+]1— 1) | uta 


其 中 右边 的 积分 当 o> 一 1 时 解析 , b (x) HA (2.2.2), (2.2.5) 
及 (2.2.6) 给 出 ; (b)“(s, a) 可 解析 开拓 到 整个 复 平 面 , B s=1 
外 处 处 解析 ，s= 1 为 其 一 阶 极 点 ， 留 数 为 上. 

证 : 当 a> | 时 在 式 (2.2.3) 中 取 f (u) =(u+a) ',u = x u, 
一 + œ, 得 到 


du, (1) 


1 (x+ a): + b, (x) 


S (+a 1-s (x+ a)" 


1) 当 {=1 时 式 (1D 右边 的 第 二 个 和 式 Y … 不 出 现 . 
=2 


J= 
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 b(u) 
-f ta du, 
由 此 知 式 (1) 当 1=1 时 成 立 . 利用 式 (2.2.$)， 对 式 (HUG= 1) 
中 的 积分 作 1~ 1 次 分 部 积分 就 推出 式 (1) 对 任意 的 1> 1 也 成 立 . 


B | 
由 于 对 任意 D> 1, 积分 | b (wW du 一 致 有 界 ( 式 (2.2.6))， 


所 以 , RO 右边 的 积分 当 c> 一 1 时 是 s 的 解析 函数 . 因此 ， 由 
式 (1) 就 把 5(s ,a) 解 析 开 拓 到 半 平 面 o> -l 由 于 1 的 任意 性 就 
把 (sgs,a) 开 拓 到 了 整个 复 平面 . 由 项 一 (x+a)'  (1— s) `! ñ 
知 ，s= 1 是 它 唯 一 的 一 阶 极 点 ， 留 数 为 1. 

由 式 (1) 易 得 ( 取 x=0) 

¿(0,a)=1⁄2—a ,t(0)=-16⁄2. (2) 
在 定理 1 中 取 a= 1 就 得 到 
定理 2 (a) 对 x>1,c>1, 及 任意 正 整 数 ! 有 


OE 二 -和 DG 
A sD sof b du, (3) 


其 中 右边 的 积分 当 o> — | 时 解析 ; (b) ¿(s) 可 以 解析 开拓 到 整 
个 复 平 面 ， 除 s=1 外 处 处 解析 ，s= 1 为 其 一 阶 极 点 ， 留 数 为 1. 
以 上 所 证 明 的 关系 式 是 很 重要 的 ,以 后 要 经 常用 到 .虽然 利用 
这 些 关系 式 可 把 5 (s,a) 解析 开拓 到 全 平面 ， 但 不 能 推出 函数 方 
程 ， 为 此 ， 我 们 要 证 明 
定理 3 对 任意 正 整数 | , 当 -1<o< 一 1+ 1 时 有 


¿(s,a)= —s(s+ 1)...(s+ 1— pj b.(u) (u+ aidu. (4) 


证 : 在 式 (1) 中 取 x=0, 当 o> 一 1 时 有 
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1 一 $ _s i 
£ (s.a) = 一 i + +Y s(s+1)---(s+j-2)b, (0) 
— S 2 j=2 J 


cai s(s+1)--.(s+ I— p| b, (u)(u+a) ° du. 


当 go< 一 1+ 1 时 ,容易 用 分 部 积分 直接 验证 : 


< bi(u)(u+a) *' !du= — a 


+ — +》 s(s+1)-..(s+j—2)b (0)a st! ， 


以 上 两 式 合 起 来 即 得 式 (4). 

这 里 要 指出 的 是 ， 定 理 3 中 仅 要 求 把 《(s, a) 解析 开拓 到 
o> -小 并 没有 要 求 把 它 开 拓 到 全 平面 .下面 我 们 要 利用 式 (4) 
(1=2) Æ b, (u) H Fourier 级 数 展 式 来 把 i(s,a) E F (s a) 解析 
开拓 到 全 平面 ， 并 同时 推出 关于 它们 的 Hurwitz 公式 ( 式 (3)). 
m Ç (s) 的 函数 方程 仅 是 这 个 公式 的 一 个 特殊 情形 . | 

定理 4(Hurwitz 公式 ) ie 0<a<1.¿(s,a)#l F (s.a) t47] 
解析 开拓 到 全 平面 ;i (s,q) 及 F(s,1) 除 了 s=1 外 处 处 解析 ， 
5 二 1 是 一 阶 极点 ， 留 数 为 1; 当 0<a<1 时 ， F(s,a) EH AA; 
此 外 ， 有 


t(1-s,a)= LL | -1A F(s a) +e" 2 Flisa) | . (5) 


证 : 在 式 (1) 中 取 1=2, 就 把 5(s,q) 解 析 开 把 到 半 平 面 
o> -2. PIM b,(u) 的 Fourier 级 数 展 式 (2.2.10) ， 由 式 (4) 
(1= 2) 得 : 当 一 2<o< 一 1 时 有 


; _ _ 全 © 2cos2nru 
Ë (s.a) = snf re È Onm du 


= — ş(s+ UY 2 cos ?nz luza). gy, (6) 


ust? 
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最 后 一 步 作 了 变量 替换 ， 并 交换 了 积分 号 与 求 和 号 ， 为 了 验证 这 
种 交换 的 合理 性 ， 只 要 注意 到 当 -2<o< 一 1 时， 对 一致 地 
有 


` COS cos 2nn (u— a) _ a) | 
| 9 le | = = = 0. :一 人， 
0 


R 
Í cos 2nz (u — a) Ju <= ( Í + ta l ) 


ust? Ina A ° 12 c+2 A*? 


—(, A>. 


由 式 (6) 及 积分 ( 见 [2，3 3.127] , 并 利用 解析 开拓 ) 


| = dy=F(—w)cos2 ,-1<Re w<0, (7) 
0 


l+w 2 


I+w 


| 一 dy=-T (— w)sin =>- ,一 1<Re w<0, (8) 


得 到 : 4 —2<0<— 1t} 
¿(s,a) =—2s(s+ DT(- 1— s) 


的 


> Y cos (2mma 十 s: ass) 


s(s+1) _ 
= — On- IT(-1 s) 


fe (+3 2 F (1—s,a) + eTit) AF (1 — S ,一 a) } 


T (1~s) | i (1-9) /2 
(2x)!" ° s, a) 
townsap (1-s.—0) | . (9) 


最 后 一 步 用 到 了 T (1+ w) =wT (w). 
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A (9) 的 右边 当 o< 0 NRN, ARE tlisa) 开拓 到 了 全 
平面 (注意 : 我 们 一 开始 已 把 5(s,q) 解析 开拓 到 了 c > 一 2). 进 
而 ， 由 此 及 式 ( 人 HGI=2) 知 zs ,go 人 仅 在 s=1 有 一 个 一 阶 极点 ， 
留 数 为 1 | 

为 了 开拓 下 (s,qj ， 分 两 种 情形 来 讨论 . (a) a= 1. 这 时 
F(s,1)= (si ,由 前 已 证 ; (b) 0<a<1. 在 式 (9) 中 以 1-a 代 a 
得 
T (1—s) 


£ (s, 1 — a) = (2z2)1-s 


a F (1—s, — a) 


+ a] . (10) 


#| I (s) (1—s) =X (sin sx) 1, 从 式 (9) 和 式 (10) 可 解 出 


下 (1 一 S dg) = (are ti-a] (11) 
RUI- sÇ s B 


工 (1-S ) 至 4- _ 
F (s, a) = nj |: ” t-s, a) 


ee] . (12) 


上 式 右边 在 半 平 面 < + 中 ， 当 sN 0 时 显然 是 解析 的 ; 而 当 


s= 0 时， 右边 括号 中 的 两 个 函数 的 极点 恰好 抵消 ， 所 以 亦 解析 . 
再 由 于 当 0<a<1 时 ， 由 定义 知 下 (s,a) 是 半 平 面 o>0 上 的 解 
析 函 数 ， 因 此 Fis oA 就 被 开拓 到 了 全 平面 ， 且 是 一 个 整 函数 ， 

最 后 ， 在 式 (9) 中 以 1-s 代 s 就 证 明了 式 (5). 

特别 取 a= 1, 由 定理 4 可 得 到 

定理 5 (a)l (s) 可 解析 开拓 到 整个 复 平面 ， s=1 是 它 的 唯 
一 的 一 个 一 阶 极点 ， 留 数 为 1; (b) 满足 函数 方程 


t (1— s) = 2 (22) =T (s) cos -5 ¢ (s) . (13) 
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(c) 在 半 平 面 ac< 0 中 必 (s) 以 上 且 仅 以 s= 一 2, 一 4,… 为 其 一 阶 
零点 ， 这 些 零点 称 为 [ (s) 的 显然 零点 ，(d) ¿ (s) 可 能 有 的 其 它 的 
零点 均 为 复 零点 ， 称 为 非 显 然 霉 点， 位 在 临界 长 条 0<og1 中 ， 
它们 对 实 轴 及 直线 o= 1⁄2 对 称 . 

证 : (a) 和 (b) 是 定理 4( 取 a= 1) 的 直接 推论 ， 由 于 当 o<0 
时 (1) L (1 一 s) 解析 且 不 取 零 值 ; (iü) (s) cos — 以 且 仅 以 
s=—2,—-4,—-6,... 为 其 一 阶 极 点 ， 因 此 从 式 (13) 就 推 得 (c) . 
最 后 来 证 明 (d) i; p 为 5《(s) 的 非 显 然 零 点 . 由 (c) K c> 1 hj 
¿(s) Z 0， 就 推 得 0 和 Rep S1. 由 !(0) = -172 ( 见 式 (2)) & 

(I—-2!-s)£(s] =1—2-:+3 5-4 + ...>0,s>0, ` (14) 

就 推出 Im p #0, 即 p 为 复数 . H í (s)= (s) U 推出 5 亦 为 零点 ， 
即 零点 对 实 轴 对 称 . 进而 由 式 (13) 可 知 (注意 到 0< Rep < 1, 
POL- RARA, BRANE o= 1⁄2 对 称 . 这 就 证 明了 
(d). 

在 函数 方程 (13) P, ¿(s) 和 (5 (1- s) 的 地 位 是 不 对 称 的 , 利 
AT 函数 的 性 质 可 得 到 对 称 形式 的 函数 方程 . 为 此 设 


¿ (s) = separ). (15) 
由 定理 5(a) (c) HI T (Shon s=0 及 s=1 为 其 一 阶 极 


点 ， 所 以 上 (s) 是 整 函数 . 由 式 (3.2.1$) ，(3.2.13) ， 及 (3.2.11) 
可 得 


rosmar jr( 3 J 


-rdtr( 寺 Jo 至 rr (与 :)) . (16) 


由 此 及 式 (13)，(15) 就 推出 对 称 形式 的 函数 方程 


1) 当 c>1i 时 由 上“(s) 的 定义 ( 见 式 (6.1.11)) 知 这 等 式 成 立 , 由 解析 开拓 知 它 在 
全 平面 成 立 . 
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¿(1—s)=¿(9. (17) 
由 式 (15) £ 17) 容易 看 出 “(s) 以 且 仅 以 5“(s) 的 非 显 然 零 点 为 
其 零点 .综合 以 上 讨论 得 到 
定理 6 由 式 (15) 给 出 的 <(s) 是 整 函数 ;满足 函数 方程 47) ; 
它 的 零点 和 (s) 的 非 显 然 零点 相同 . 
此 外 ， 若 令 


= (w) = ë (4 + iw ) l (18) 
则 由 式 (17) | 81 (w) EEA., Bh | | 
=(w)=#£ (—w). (19) 
最 后 ， 设 
A (s) = — > Qn) sec -5> (T(s)) 一 (20) 
at 3) ARSENE Y 
LC(s) = A(s)t (1— s). (21) 


As = 子 +it 及 以 1 s 代 s，, 从 上 式 可 分 别 推出 : 
[T+ i) = 1 有 440-9= 1. | (22) 


进而 ， 由 第 二 式 可 推 得 
A (s) = 2(27js `! cos I[(1—s). (23) 


此 外 , 由 式 (3.3,17) 容 易 推出 : 在 任意 固定 的 长 条 a<o<Pp 
RB, "4|:]— oo 时 ,一致 地 有 
_ àn ) x 
4 


exp | -i(tlo8 
(iro( 十 F +)) (24) 
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m (1— s) 
> 


t 
2re 


O pr 


Fes | 
| A (s) - (1o )) (25) 


其 中 4 和 式 (3.3.17) 中 的 相同 . 
92. 函数 方程 (二 ) ( 复 变 积分 方法 ) 


本 节 将 利用 复 变 积 分 方法 先 把 5“(s, a) 开拓 到 全 平面 ， 进 而 
证 明 Hurwitz 公式 (定理 1.4). 这 样 ， 同 上 节 一 样 就 证 明了 定理 
1.5 811.6. 


先 来 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 1 设 0< ag1, 则 当 o>1 时 
(o= | ES aa. (1) 
证 : 先 设 s 为 实数 . 由 式 (3.2.8) 知 
T (s) m+ a) -= | zea ,S>0 . (2) 
WAX n 求 和 得 f 
I (s) ¿ (s, a) => | ea , S>1. (3) 
对 于 任意 正 数 c<d， 正 项 级 数 
x a god syn E 


在 区 间 [c,d] 上 对 —#uW8&3k, MAR (3) 右边 的 求 和 号 与 积分 
号 可 以 交换 ， 这 就 证 明了 当 s> 1 时 式 (1) 成 立 . 下 面 来 证 明 在 
半 平 面 o>1 内 式 (1) 右 边 的 积分 是 s 的 解析 函数 . 这样， 由 解 
析 开 拓 就 证 明了 引 理 . 

对 任意 正 数 1< A< B , WA<o< BN 


© | A—1 ~ _au 
"uu _ e 
du < — e" ddur | 一 
N o e"— 1 | 1 一 e 
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e “u 
l-e” 


ns! 


aa<ereC4-D-+2| us le "du, (4) 
l 


所 以 式 (1) 中 的 积分 在 长 条 A< < B 上 对 s —S 2, AEE 
是 这 长 条 内 的 解析 函数 ， 进 而 由 4, B 的 任意 性 就 证 明了 所 要 的 
结论 . 


引 理 2 ikO<ó<— ,力道 C(5) = C=C, +C C3, 其 中 
Ci:Fre-rr 从 +oo 到 6;C，:6e2 0A — xz B| +z; Cirer 


从 5 到 + oo0. 再 设 0<a<1. 那 末 围 道 积分 


I(s,a) = -t e zs dz (5) 
271 c li—e 
是 s AHRS. 
证 : 由 计算 可 得 


1 —ar -=ar 
I( ,a) = ES |! £ = midre | € 一 ar) 
Tt ; l-e ， l-e 


其 中 第 一 ， 三 两 个 积分 显然 是 s 的 整 函 数 ， 类 似 于 式 (4) 易 证 第 
二 个 积分 亦 是 整 函 数 . 这 就 证 明了 所 要 的 结果 ， 此 外 ， 由 Cauchy 
EA I (s.a) 和 参数 6 (0<6< 1/2) 无 关 . 

现在 ， 我 们 来 利用 I(s,a) 分别 把 6(s,a) 和 FF(s,a) 解析 开 
拓 到 全 平面 ， 并 建立 它们 之 间 的 关系 式 . 

定理 3 设 0<a 乏 1. 我 们 有 

¿(s,a) =T (1—s)I(s,a), o>1. (7) 

因此 ,“(s,q) 可 以 解析 开拓 到 全 平面 ，s= 1 为 其 唯一 的 一 阶 极 
点 , 留 数 为 1. 

证 : 先 设 s 为 大 于 1 的 实数 . 这 时 有 


e“ - 
| TRA 'dz 
Ca € 


< Dret? 二 — 0, 4 ó —0. 


es 
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在 式 (6) 中 令 ó 一 0 (注意 : I(s,a) 和 5 无 关 )， 由 此 及 式 (1)， 
式 (3.2.11) 就 证 明了 式 (7) 当 实数 s> 1 时 成 立 ， 进 而 由 解析 开 
拓 就 证 明了 式 (7). | 
这样， 通过 式 (7) 由 定理 3 就 把 5“(s, a 开拓 到 了 全 平面 . 由 
于 在 半 平 面 c< 3⁄2 F, P (1—s) Ils, dg) 仅 有 一 阶 极 点 s= 1, 留 
数 为 | 
一 上 ea: 一 | 

— I(1,a) = r a l 
这 就 证 明了 其 余 的 结论 . | 

HTE F (s.a) 再 要 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 4 设 0<5<12,D(6) 表 在 z 平 面 上 控 去 所 有 以 
2nnri(n=0, 十 1 , 土 2,…) 为 圆心 半径 为 ó 的 开 圆 后 所 成 的 区 域 . 
再 设 0<ag 1. 那 末 ,函数 g(z) =e7(1-e)' EKR Dô) E 
AA (依赖 于 ô). 

证 : Ú z= x+ iy. 由 最 大 模 原 理 知 ， POR |x |< 1,lyl|<x, 
|z|zó E, |g(z)|< M (ó), M (6) 为 依赖 于 6 的 某 一 正常 数 . 
再 由 于 1g (z+ 2nri) |=1g(z) | ,所 以 

lg(z) |< M(6), Ixl<1. 
而 当 |xj>1 时 1g(z) 1<e(e-1) ,这 就 证 明了 引 理 . 
定理 5 设 0<a<1. RMA 


F(1-s,1) =(2n) (200s < zU- s) ) I(s.l), o <0; (9) 
及 当 0<a<1 时 | 
F (1—s,a)= Qr) fe TIa) 


2Sln7rs 
te + `I(s, t-a}. o<0. (10) 


因此 ， F(s,a) 可 解析 开拓 到 全 平面 ，F (s,1) 有 唯一 的 一 阶 极点 ， 
留 数 为 1; F(s,a)(0<a<1) EAX. 
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证 : 设 入 为 正 整数 ，0<565 < 1/2， 围 道 R( N, ó) =R 
=R +R,+R,+R,, #riRR :(2N+I1)ze °, 0 J.— x zl 
n; Ri:re, 7 从 (2N+HJT 到 65; R,: óe 0 n 3i|—- x; R,: 
re -Fr 7 从 6 到 (2N+T)r. 我 们 考虑 积分 


Isia n=} | e zdz. (11) 
Ti Jp l—e 


当 s 为 小 于 零 的 实数 时 ， 由 引 理 4 知 
1 ea: s 1 
r | 1 一 ez Z dz 


因而 对 固定 的 ó, 
lim I(s;a,N) =—I(s,a), S<0. (13) 


另 一 方面 由 留 数 定理 可 得 


N zs™1 e? N pn2nnal 
I(s;a,N)= X Res ( )= 2L ——— 


<(M (ó) +3) ((2N+1)r) , (12) 


n=-N z=2nxi 1 —e z =—N (nzi) l=s 

no n=0 
— q . 一 | 一 Ki-S)A2 2nnai ri ((-s) 2 | (14) 
= 之 Gnn) fe en" +e e 。 
由 以 上 两 式 及 解析 开拓 就 推出 


一 Fit 一 SA 


IG.) = Qm)” Í, F(1-s,a) + 


e. F(s, —a) t, <0. (15) 


当 a=1 时， 由 此 就 推 得 式 (9). 40<a<1 时 ， ER (15) 中 以 
1 一 a 代 a ,然后 由 这 两 式 可 解 出 F(1 一 s, a)， 就 得 到 式 (10). 
最 后 ， 注 意 到 式 (8) 及 | 
1(n,a) =0, n=2,3,4,.…, (16) 


I@,a)= 本 一 a， (17) 
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由 式 (9) 和 (10) 就 立即 可 得 到 其 它 的 结论 . 

这 样 ， 定 理 1.4 中 除 式 (1.5) 外 的 所 有 结论 都 已 由 定理 3 和 
定理 5 所 分 别 证 明 . 而 从 式 (7) 及 (15) È: 由 于 解析 开拓 它 
们 是 在 全 平面 上 成 立 ) 立即 推出 式 (1.5) (以 1 一 s 代 5). 这 就 完 
全 证 明了 定理 1.4. 


$3， 范 数 方程 (三) (Poisson 求 和 法 ) 


本 节 将 利用 Poisson 求 和 公式 (u, $2.3) 来 直接 证 明 t (s) 的 
对 称 形式 的 函数 方程 (1.17). 要 用 这 种 求 和 公式 来 直接 证 明 
Hurwitz 公式 看 来 是 不 可 能 的 ， 但 是 可 以 先 证 明 Lipschitz 定理 
(定理 3) ， 并 由 此 推出 Hurwitz 公式 ， 这 个 证 明 较 复杂 . 我 们 将 
只 证 Lipschitz 定理 ， 由 它 推 导 Hurwitz 公式 将 编排 在 习题 12. 
先 证 明 一 个 关于 函数 | 
0 (x, a) 53 ema xx ，X> 0， (1) 


的 变换 公式 ， 其 中 a 为 实数 
引 理 1 设 9 (x, a) BEDAE, 我们 有 


0 (+ 可 = 全 > -mxn2+r2mnai ， (2) 


x n7- o 
特别 当 a= 0 时 有 | 
a (Vio x (3) 
其 中 x 
0 (x) =0 (x,0). (4) 


证 : 在 定理 2.3.2 中 取 f(u) = exp (- 一 (uta) ; , EW 
足 定理 的 条 件 . 作 变量 替换 w+ a= xy 得 
g(v) -| exp (- = (u+ a)? ) ezindu 


w . 
= xe *xt | e xti) dy 
-D 
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— Vx Ex tanva; ， 
最 后 一 步 用 到 熟知 的 结果 (利用 Cauchy 积分 定理 ) 
| e= osd y= | e "x dy, 
及 式 (3.2.14). 这 样 ， 由 式 (2.3.8) 就 证 明了 引 理 . 
定理 2 设 
(g) = + s(s— 1D) aTr (hko, o> 1. (5) 
¿ (s) 可 解析 开拓 为 一 个 整 函数 ， 且 满足 函数 方程 (1.17). 它 的 零点 
均 在 临界 长 条 0 和 co 系 1 上 ， 且 对 实 轴 和 直线 o= 1⁄2 XH. 

应 该 指出 ， 这 里 并 没有 先 开 拓 《“(s)， 而 是 在 半 平 面 c>1 上 先 
定义 函数 <(sj ， 然 后 对 上 < (s) 解析 开拓 ， 直 接 证 明 它 具有 上 述 性 质 . 
这 和 定理 1.6 是 不 同 的 . 

证 : 先 设 s 为 实数 . 由 式 (3.2.8) 可 得 


oo 

_ s\ _ _ - 

z 52 D ($) =f ex yal dx, s>0. 
0 


两 边 对 n 求 和 ， 当 s>>1 时 有 
nT (z ke) =Ë et T dx 


n=l JO 


-| xE e" "x q x= if X !(0(x) — 1)d x 
0 0 


n=1 


-4 i (全 + 二 | s2~1 (0 — 1 
|; di lJdyt z j x (0(x)-1)dx, 


这 里 求 和 号 与 积分 号 的 可 交换 完全 辣 引 理 2.1 一 样 证 明 . 由 此 及 式 
(3) 得 到 x 

¿(= — +s(1-9) 
| (ee (0 (x) ~ lj dx, s>1. 


1 
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上 式 右边 显然 是 s 的 整 函 数 ， 且 以 1 一 s 代 .s 时 不 变 ， 这 就 证 明了 
¿ (s) 可 开拓 为 整 函 数 且 满 足 函 数 方 程 (1.17)， 其 余 结论 的 证 明 是 显 
RH, 
反 过 来 ， 由 定理 2 可 以 推出 定理 1.5， 及 Cs) 的 零点 和 (3) 的 
非 显 然 零 点 相同 ， 这 里 就 不 证 明了 . 
LARE 许多 方法 可 以 用 来 推出 《(s) 的 函数 方程， 这 些 我 们 将 
按 排 在 习题 中 ， 
可 以 证 明 “ (5) 实质 上 是 唯一 的 具有 函数 方程 (1.13) (EP (1.17)) 
的 函数 ( 见 [32 ， 92 .13]). 
最 后 我 们 来 证 明 Lipschitz 定理 ， 它 本 身 在 数论 中 亦 是 很 有 用 的 
(例如 ， 见 定理 35.3.3) . 
定理 3(Lipschitz) ` 设 0<asl， 则 当 Res>1, Re z>0 时 有 
oo 2maai (2 (27): x e7? rz kta) 
o tnd TO £ kta ' 
(z+n 详 的 取 值 同 式 (3.2.17). | 
证 : 由 于 对 固定 的 z, Re z> 0, 当 Re s> 1 时 两 边 是 s 的 解析 函 
数 ， 同 样 对 固定 的 5s, Res>1, 当 Rez>0 时 两 边 是 z 的 解析 函数 ， 
所 以 由 解析 开拓 知 可 假定 s,z 均 为 实数 ，s> 1,z>0. 
在 定理 2.3.3 中 取 f(w) =(z+u D ea ， 它 满足 定理 的 条 件 ， 


em27iutp 一 a) | an I 2 

_ 一 27 o~a) (w—z 
g (u) = Ta ile 
(z) 


当 v 一 a>z0 时, ë U> zz, 考虑 围 道 C= C ,+ C, , AHC, AAR: 
|w |=U, Rew >z, C, 为 线段 : Re w= z» |Im wl< yu?- .由 
留 数 定理 知 ， 


(6) 


w 


e 28 (=a) (w- z) w dw=0 ， 
C 


而 由 s> 1 可 得 


lHm g`? (tp 一 中 (w—z:) w qd w=0 . 
U = æ C 
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因而 得 
go)=0, “vza. (7) 


当 p-a<0 时 ， 设 0<s<z<U， 考 虑 围 道 B= 有 Bi+B;+B， 
+B. B,+B,, 其 中 Bi:Rew=z, |Imw|< JU? z? ; 
B,:Iw|=U, Rew<z,0<are w&n ;B,:w=pe"*, U2p2e; 
B, :w=8e'*, n>9>—r;B=pe i,s<p<U; B,:|wl=U 


Rew< z, — z<arg w<0. 由 留 数 定理 知 
aw wdw=0 ; 
B 

而 由 > | 可 得 


lim | eo) w? y sd w=0,k=2,6. 
U— > Bg. | 
由 以 上 两 式 及 式 (3.2.16) 可 得 

g) = en (a-o) era, 当 D<d (8) 
由 式 (7) (8) 及 定理 2.3.3 即 得 式 (6) . 


$4. 在 s=1 附近 的 性 质 


前 面 已 经 证 明 《(s) 仅 在 s=1 有 一 个 一 阶 极 氮 . 本 节 将 给 出 
C(s) Æ s=1 的 Laurent 级 数 . 


定理 1 我 们 有 
Co) = T+ È C D” — "(s= D (1) 
其 中 I 
Y = lim 12 Lal, (2) 
N> œ L k=1 
N (logk)" (log N)" | 
y, =lim {È w ,N= 1,2,... , (3) 


Y, BJ Euler 常数 ( 见 式 (2.2.17) ) ， 它 们 统称 为 Stieltjes 常数 
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í": Mpini e. p iz wa. ah HH pak HOE re iA- Ç. 


证 : ERC. Dehan g 当 o> 一 1 时 


£ (s) = 一 一 一 十 _ -s| b uju ` du. 


为 了 求 出 afa b Cun! du EA s=1 BJ 3 3 E Jr yK, 


我 们 来 求 它 在 s= 1 时 各 阶 导数 的 值 ， 容 易 验 证 在 点 s= 1 附近 对 
| bi (uu du 可 以 在 积分 号 下 逐次 求 导 ， 因 而 在 5=1 附近 


有 
oo (n) o 
gi b (uu du ) 一 (一 Drs | b (u)u !'log"udu 


I 


+ ( 一 1 ) "i a| b, (u) u log u du, n= 1, 2, “sy 
l 、 


因而 有 
Ge =(— 1)" | hl (28 ) du, 
n= 1,2,..., | (4) 
由 此 及 式 (3) 就 得 到 | 


y= s: -| b (uju du 
1 


| N | 
s: — lim J b (uu `*du, (5) 
n" œ i 


N n ” 
-tim | b, o ( Je" ) du, n=1,2, =, (6) 
OJ | . | 
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其 中 取 N 为 正 整 数 变量 ， 对 以 上 两 式 极限 号 后 的 积分 分 别 应 用 
式 (2.2.3) 即 得 式 (2). 

此 外 ， 由 于 (s) - (s— 1)-! 是 整 函数 ， 所 以 式 (1) 右边 的 震 
级 数 的 收敛 半 径 为 + co. 

由 定理 1 立即 可 推出 

推论 2 4s 1NA 


k 
t (s) = (1 ki. (=1)%,+0(1s-1), 


(s— 1)k*1 
k=0,1,2,.., (7) 

人 s l 
(= Gp rYtO(|]s-1)D. (8) 


对 于 上 (s, a) 可 得 到 类 似 的 结果 ， 见 习题 14. 


YS， 最 简单 的 阶 估 计 
定理 1 我 们 有 


<I) |< ET , o> 1. (1) 
Fro 0 
其 中 < 常数 和 上 有关 ， 
证 : 当 g>1 时 I 
HOISE <+ | a = i 
和 


同样 由 式 (6.3.22) 得 
ko 


<f — < J >1 
~I a , 0 . 
n=1 N 


o— 1 
这 就 证 明了 式 (1). "4 kz1,0 > 1 时 由 定理 6.3.1 (a) 知 
k om k 
Plo) - È ogn <È ogm | 
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WFK log*u 当 1<u<e*“ 递 增 , 3 u> ex 时 递减 ， 所 以 ， 


k70)" 


k (loge 
coje |“ ew paa se 
2 


( ek) 
+ J log * du ， 
[ 


当 [ete] =1 时 右边 第 一 个 积分 不 出 现 ， 进 而 有 
coala) > Dog u ju 
ec | u 


(J —. 
这 就 证 明了 式 (2). 


SE, Pukay o J.L 9, pa 


> pot) =—s| b, (u)u du 


当 1<o< 2 时 ， 取 x=|1t|, 对 整数 上 > 0 易 得 
jh =(- De en 


5 
H< x n 


h. (s) =(=1)*! | 


l 


«(loglt ht, 
u ‘logt udux (logit), 


(LY. o 
` 2 


和 


由 式 (4) 及 以 上 各 式 即 得 式 (3) 的 第 二 式 ， 
由 定理 2 立即 得 到 在 直线 o= 1 附近 的 估计 : 
定理 3 设 整 数 k> 0. 对 任意 正 数 A, 在 区 域 
o>1~ A(log|t|)-' ,lt|>2 (5) 
上 有 | 
g” (3) < (log | 1D**!, (6) 
其 中 < 常数 和 A kAR. | 
利用 函数 方程 (1.21) 及 式 (1.2$)， 从 定理 2 (k=0) 立即 推 
出 
Clot+tit)«lt! log|t},o<0 ,|t|>2. (7) 
利用 定理 4.4.1, 从 估计 i(l+iD«logltl 及 L(t liti logit] 
出 发 ， 就 可 改进 5 (s) 在 0< o < 1 中 的 估计 . 
定理 4 设 1t|>2. 我 们 有 
Clotit) «lti ??log]tt,0<co<1, (8) 
< 常数 和 c 无关 . 
证 : 考虑 函数 : 0<o<1 ,t>>2， 
f (s) =¿(s) (s— 1) (st+2) 9-22(log(s+2))'. 


由 估计 (3) 的 第 一 式 (k=0) 及 估计 (7) (Gc =0) m, fs) 在 区 域 
0 和 co 乏 1,t> 2 的 边界 上 有 界 . 注意 到 由 定理 2 (K=0) ， 函 数 方 
# (1.21) 及 式 (1.25) Hl £ (s) EE-E RKE HEA R i A% 
( 见 定义 4.4.1)， 所 以 f(s) 满足 定理 4.4.1 的 条 件 ， 且 
k=k=0. Wt 

f(s)<1;0<o<1,t22. 


由 此 就 推出 所 要 的 结果 . 

XT (s) 在 临界 长 条 0<o<1 中 的 阶 的 估计 ， 将 在 第 二 十 
四 章 中 用 指数 和 方法 作 进 一 步 讨论 . 

关于 (3) 的 阶 函 数 (go)( 见 定义 4.4.2)， 由 定理 6. 6. 3, k 


m — a www 二 二 


INLA HH CS 再 


4.4.2 立即 推出 


un(o)=0,0>1, (9) 
ulo) <(l-0o)/2,0<0<1 (10) 
ulo)=12-0,0<0. (11) 


关于 ju(o) 在 0<o<1 中 的 确切 的 值 至 今 还 一 点 不 知道 ， 
Lindelöf 提出 了 下 面 的 猜想 . 


u(c)=0,1⁄2<o<1. (12) 
由 此 及 函数 方程 (1.21)， 式 (1.25) 就 可 推出 
L(go)=1/2~o ,0<c<1⁄2 ， (13) 


Š = A hr m agt. Se 252 t xP F} —— — -* s shak. È —— — A i sú Y — 


| 

. it ai a. q+tlír14+..Y s-4- 14, AHB lele D DOLA DLA anA | 
J EZ 
r | 


ww a——a Ut Y rr is 


— RR? — T —————v ——  EÍ_— C  — y ——————————————————————————— 


2. 上 题 的 WIKI (a) Hnz2 8 


1 T 人 -JS+9-2) 1 
(n—1)s"! nš 全 q! ni ` 
| _ e & (s-1)..(stq—2) 1 
(b) 当 Re s> 1 时 ， => $ 7: aT 


(©) Res>1 = P (+g-1) 一 1)， 进 
q= ] 


而 证 明 : ¿ (5) 可 解析 开拓 到 全 平面， HAERES. 
3. 证明 : (a) XFn2> 1 


Í — Í 
(2n— 1): (2 n)° = Gn), q! (2n)q ` 
(b) 4 Res>1 时 有 


.… (s+g—1) 1 
_ 5 1-5 2 G€ C __ 1 
a 215) (s) -È > > J! Gp ` 


(c) (6) 可 解析 开拓 到 全 平面 且 有 
-21 TOFD) soetan Ltg) 


= 2stq 
q>! 
4. WPR (a) 5 Res> -— Bj, MEEME 


PCs)= (1) k! (s-1) 和 mef h 001 í, ogtu)du 
(b) 当 -1<Res<0 时 有 | 
g” suey b, w- (uta togtuta) ) du. 


(c) 当 0<Res<1 时 有 


t(s,a)=—s | (bi(u)+a-1⁄2) (+a) ldu, 


(b) 证 明 当 o> 1/2 时 , |¢(s)i«lti iti>1. 
6. 证 明 (a) 4 o>4 h, (s) Z 0; (b) 当 g>5 时 , € (s) #0;(0) 当 
s >7k A+2 B$, (C (s) #0,k>3.( 当 o>kAlog2) Rt, Ig (s) 


>2 ° (log 2) -| x log “xdx ). 
2 
7. 证 明 对 正 整数 /有 


(a) toia re Lamy CD jib 0a} 
.2 ° Aj ! | 
(b) (C I+l,a)=-(-—1)!bi(a), [22 . 
(c) ¿(—2))=0. 
8. 用 下 述 方法 来 解析 开拓 《“(s) 并 推出 函数 方程 : 


17. 
18. 


19. 
20. 1 


21. 


ph 


22. 证 


23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


证 明 : 40<a<1Hf, Y (a) = 一 T (a)/T (a). (利用 式 (3.2.18)). 
证 明 :“ (0-a) =- ( log2z)/2+logr (a) ,特别 有 z (0)=- (log27x)/2. 
(利用 式 (3.3.1) (m=1)), 
证 明 : 当 0<a<1 时 , F(0,a)=(—1+ictgax)/2. 

证 明 : 当 0<a<1 B}, F (1, a) =(1/2- a)zi-—log2- log (sinan). 如 
何 利用 这 结果 来 证 明 第 19 题 . 
利用 函数 方程 及 式 (4.8) 证 明 :“ (0)= — (log 2z)/2 . 


证 明 Dirichlet È (— 1)“1n 在 直线 Re s= 1 上 有 无 穷 多 个 零点 . 


证 明 函 数 : (s, 1/2) 在 直线 Res=0 上 有 无 穷 多 个 零点 ， 
it (rq) =10<r 和 qd. 证 明 : 


(a) ¿(1—s,r/q)=2I (s) Qz) sg eosi (ns/2— 27 r h 4) 
¿ (s,h Q). 
(b) F(1-—s,r/q) =N (s) Qn ey cos (zs/2—2xzx r h /Q) 
` F(s; hZ). 
(a) 利用 式 (1.4) (1=3) 及 b, (wu) 的 Fourier 级 数 展开 式 来 证 明定 理 1.4. 


(b) 利用 式 (1.4) (I=1)K b, (u) Ë Fourier 级 数 展开 式 来 证 明定 理 1.4. 
(b, (wu) 的 Fourier ARER Tk). 


证 明 y) (a) = [ de- 一 e= xt dx .由 此 及 第 17 题 类 
0 | - 
-T (a)/[ (qa) 的 积分 表示 式 . 
设 po (s,z) = 3 z"n $, s=0+it. W}: 
n=l 
(a) 当 |z|<1 时 ， 对 所 有 的 ss 收敛 ， 且 当 c> 一 4(4 为 任 给 正 数 ) 时 绝 
对 一 致 收 敏 ; 当 1z|=1z 关 1 时 ,， 对 c>0 收 伍 ，c>1 绝 对 收敛 ; s 
z=1 时 ， 对 ac>1 绝 对 收敛 . 
(b) 设 C 是 引 理 2.2 中 给 出 的 围 道 , 1(s,z)= (mi)! 
| ws lze”(1-ze*)-!1dw，, 再 设 好 是 z 平 面 中 去 掉 直 线 Im z=0， 
C 


I< Re z<+o0 后 的 开 区 域 . 证 明 : 对 每 一 个 ze sm ,1 了 (G,z) 是 s 的 整 函数 ; 
对 每 个 s, I (s ,z) £ 2 i E: z BJA br PS X . 
(c) %|z|]<1,s>18f,o(s,z)=F(1-s)I(s,z).I(0,z)=z(1—-:z) . 
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”由 此 把 gp (s,z) 解 析 开 拓 到 整个 平面 和 z EH, 县 有 1 (n,z)=0,n=1, 


28. 


2，…， 
(d) ze RY 对 任意 的 s 有 (5- l, D225 o (s, z). 
(e) HLM az 整数 ， 利 用 以 上 结果 证 明 : rÀ. a= —log(1—e2*ia), 
F (0, a) =(- i +ictgz a) /2 , F (s—1, a)= (2r)! -E F(s, a)， 以 
及 P(g = Or -E [+ cigna) n=l 2a 
(N) RE F(-1,a), F(-2,a), F(—3,a), F(-4,a). 
n+I 
(g) F(—n. a)=i"t12 0" 之 a, . k (ctg = a) 5, n=1, 2, … , 其 中 系数 


满足 : ao, = 0 :4 0， =l, an0 54 pn- Lional; an, = (kD an- bk- ! 


+ (K+ l)a,- I.k+1 ° .1<k<n; 以 及 qa， n+1™ =n1!. 


利用 以 下 办 法 来 证 明 “(s) 有 无 穷 多 个 复 零 点 ， 
(a) 当 * 为 实数 时 L(G5) 是 实数 ; 对 任意 的 4 5 (1/2+it) e M ¿(0) 
=e<(1)= 1/2 ;进而 证 明 当 s 为 实数 时 & (s) >0. 


(b) 设 /G)=eC Qs DAO 2 (2 (9). BK f (1/2+it) 是 


实数 ; 当 1 4<o<54 t> 1t, f (s) <t1%( 利 用 定理 4.4.1); 以 及 


2T 


当 T22, | f (1/2+iD) dt < T°. (考虑 以 1⁄2+iT, 5⁄4+iT, 


5 负 十 i2T,1/2+i2 工 为 顶点 的 矩形 围 道 ,利用 复 变 函 数 的 Cauchy 积分 
定理 , 在 54+iT 到 5+i2 了 上 的 积分 利用 式 (3.3.22) 来 估计 ). 


2T | | 
(c) 设 T>2 w| ¿(l⁄2+iT)dti=T+O(T!2) (利用 Cauchy 积分 


EHAR (S) 的 阶 估计 ). 


(d) 设 T>2. 当 Ts<t<2T 时 有 | (1/2+it) TMf O/D |, 
2T 


(e) 若 t(s) 只 有 有 限 个 复 零 点 , 则 对 充分 大 的 了 有 t (1/2+it) 
-dte T°, (利用 (b) 及 (d)). i 
(M L (s) 有 无 穷 多 个 复 零点 . 


29， 用 以 下 办 法 来 证 明 “ (s) 有 无 穷 多 个 复 零点 . 


(a) 3 o>2BF/ 1⁄4<|¿ (s) |<7A, Reí¿ (s) }>144. 


(b) 按 38.5 的 规定 定义 logt (s). 设 了 工 是 充分 大 的 正 数 ，C ,C, , C; > 
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C ÆA 3+iT AHELA 1, 4, 5, 6 为 半径 的 圆周 . Æt OER C, 
上 及 其 内 部 时 不 为 零 ， 则 当 s 在 圆周 C, 上 及 其 内 部 时 有 Re {logt (s)} 
«log T; 进而 设 M, , M, M; 分 别 是 log (OQ AAC , C, , C3 上 的 
最 大 模 ， 则 有 M3<log T K M.< (log T)# ,8<1. (利用 定理 4.2.2 及 
EM 4.3.1). | 
C) 车 L (s) 只 有 有 限 个 复 零点 , 则 对 充分 大 的 了 有 I C 1-iT)< T°, s 
为 任意 小 的 正 数 . 
(4) 存在 正常 数 4, 使 得 |5 (-1+iT) |> AT??. (利用 函数 方程 ). 由 
此 及 (c) 推 出 i(s) 有 无 穷 多 个 复 零点 . 
(e) “(s) 的 相 邻 的 复 零 点 的 纵 坐 标 之 差 有 界 . 

30. 用 以 下 办 法 证 明 z (s) 在 长 条 0< og<1 中 有 无 穷 多 个 零点 . 以 下 的 x2 1. 


(a) 设 F(x)=2》, A (n) (1 —n Ax). RKA F (x)= x(1— x 1)2/2_R(x), 


n< x 


s 


ai [ x j| 
R (x)= 2ni | s (s+1) | £ (s) + -IF L has 


(b) 证 明 : (x+1)F(x+1)-xF(x)=wy(x)+A([x]+1)(x-[x]). 
(c) É y (x) =x+r (x). HE r(x) =—1⁄2—A ([x] +1) (x— [x] ) 


. 1 f nti- je og 
_I(x), I(x) zzi | ry) E (s) + 一 bas. 


(d) 设 9 是 5 (s) 零 点 的 实 部 的 上 确 界 . 证 明 : 35 ¿ (s) 无 非 显然 零 点 时 
0= -2; 当 ( (3) 有 非 显 然 零 点 时 1⁄2 <0<1. 

(e) 当 0= 一 2 时 取 0 = — 1⁄2; 1/2<0<1 Ff 0=0+e<2, 828 — IE 
Eost | 


数 .证明 : 4 0 ,<o<2 时 存在 常数 ci， 使 得 


< c, @,- 0) 21og (| t1+2). (在 Re s> 0 中 可 取 定 log ((s— 1)¢ (s)} 的 
一 个 分 支 ， 并 应 用 定理 4.2.2). 


. _ |0, 当 1/2<0<1; 
CE ZOH: (0t (0)-1, 当 0=-2， 
证 明 : 

_ a [| Dt jo + 
I(x)= A(0)+ FF |. TD | (s) + ap je 
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31. 
32. 


33. 


(g) 证 明 : |(x+1)°t!— xstl|<4|[s+11]x°; L 


| Ct1) + xt < 9 x*1, 


(h) Ix) =A(0)+ O (x°1(0,—-0) 2?log2x). (利用 (e), (f), (g). 
(i) 证 明 : 当 0 = — 1⁄2 时 就 要 有 
r (x)=17/2-¢ (0)Z/¿(0)-A ([x] +1) (x—[x]) +O (x !2log2 x), 
并 楷 出 这 是 不 可 能 的 . Ki EK £ 0< s <1 中 有 和 零点， 当 
0,=0+e 时 , r (x) =O (x° log x). 
(j) Ë ¿(s EK £ 0<o<s1 中 只 有 有 限 个 零点 ( 按 重 数 计 ): 
p= B tiy k k=1,2,..., N. BRA 
rG)= + - — ()-A ([x] + DGe-[) 
Ë (x+1)%kt1-— yk! 
如 pk (prt+1) 
(把 (c) 中 的 积分 直线 移 至 Res=-1/2， 并 注意 到 (e) 中 的 估计 当 
-1/2<o<2 ,|t|>4+ max (174) 时 仍然 成 立 ). 


(k) 设 整 数 m>2. 证明 


+ Ox ' log? x). 


N mti pu 

A (m)=1+ > | | v qudu+O (m! `log2m). 
k=1 ym u-i 

由 此 推出 “(s) 在 长 条 0O<c 科 1 中 有 无 限 多 个 零 斥 . 

证 明 Lindelof 猜想 (5.1D FT u (1/2)=0. 

设 0gol <32. WÆEH o <o <3⁄/2.,ltoÍl|2 10 时 ， 对 co 一 致 地 有 


E (co+ito) «l+ max |i(o+itt+iv)|. 
lvis log?’ le} | 


(不 妨 设 上 是 正 的 . 在 以 cil+it+tilog2t ,3+it 二 ilog 为 顶点 矩形 区 
域 上 ,考虑 函数 (s) = (s)T(s 一 so+2), so= co+ito .利用 最 大 模 原 
理 ， 和 式 (3.3.22) 估 计 各 边 上 的 值 ). 

用 以 下 的 方法 来 推导 / (s) 的 函数 方程 . 


(a) 证 明 f (x)=(e*V2* -1) '—- (x /5z )-! 的 正弦 Fourier 变换 
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是 它 自己 ， 即 三 (x) = /二 | FO sinxyay. 
0 
(b) 30<o<1 时 ， 


r (s) £ (s) =n) /A | udu | fO)sinuydy. 
| 0 0 


(c) 证 明 tb) 中 的 积分 号 可 以 交换 . 然后 计算 . 
34. 用 以 下 方法 推导 “(s) 的 函数 方程 
(a) 当 一 1<o<0 时 ， 


0 


I (s)¿ (s) -| 


Ü 


je —1) -ea 
(b) u#0 Ht, (e*—1)7!—-u'+ 1/2=2u ð (4n? n? +u?) (HJ 
n=] 


| e “*( x—[x]) ax=| ed (nn sin2 rnx}dx. 

0 0 | n=] 

两 边 分 别 计算 ). | | 

(c) 当 -1<o<0 时 ， re =2 | uS (4n? n? +u?) 'du. 
n=l 

再 计算 右边 . P 


35. 用 以 下 方法 推导 (s) 的 函数 方程 
(a) i& — 1<c<0 . G> 1 HF 


£ (s) = e | 十 0+a -logz | zz. 
并 由 此 把 (s) 解 析 开 拓 到 >0. | 
o) 当 0<o<l 时 tO-- nas | 


0 


3 


[T U+ -logxhxdx. 


; o0 | 1) 
(c) 利用 公式 二 (x) =log x— -2| (e2"u _ 1)(u2+ x2) 


| f aaan 
, r u 1 1 _ 
wa: a+- ogre- Ex 一 bau. 


2,2 
o u“tx 


(d) h (b) 及 (c) 通 过 交换 积分 号 来 推出 函数 方程 ， 


1) 例如 ， 可 参看 王 竹 溪 、 郭 敦 仁 ,特殊 函数 论 ，p .173 , 式 (3). 
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36. BU F rik sp £ (s) 的 对 称 形式 的 函数 方程 . 
(a) 设 工 是 过 点 zi, 和 和 实 轴 的 夹 角 为 x 有 4 ,从 第 三 象限 到 第 一 象限 的 
直线 . 证 明 对 所 有 的 a 下 述 积分 收 敏 : 


D an=] exp lawtiw?/(4n))(e”—1) -lidw. 


(b) bp(a+1, D-Ò(a,L)=2nexp{inla?t14)}. 
(c) 设 L 是 过 点 — zi, 方向 和 上 平行 的 直线 
证 明 : 
Da,L)-B(aD)=27ri;D(a,L)=-e "Dat+1,D. 
(d) ® (a, L)=2 7 (cos nay cos (n (a?/2—a—1/8) )exp{in (a2⁄2-5/8)]. 
特别 有 


p (iz/Ox)+1⁄/2,L)=2xzi(et— 1) ! 和 -em [Iza + /2)) . 
(e) 设 R 是 直线 z=rel ;0= -T4 ,0<r< + oo .证 明 当 Res>1l 时 ， 


1 | exp (i w2/(4 z) +w/2) 
L 


- - dw | pizw Rn) s=) dz 
2ni e 一 R 


exp(—iz2/(4x)+ z/2) 
ez—1 


=T (s)¿ -| 
JR 


z lqz. 


(f) 证 骨 | eiz" /ns d z= (w/2n) °T (s). 
R | 


(g) 证 明 


e “一 1 
| -exp(—iz’/(4r)+z/2) 
L e-i 


| exp ( —iz2/( 4n)+ z/2) -1g z=( Ite iry! 
R 


d2, 


j 


这 里 工 , 是 过 点 — zi, 和 实 轴 顽 角 为 一 xz 人 4 ,从 第 二 象限 到 第 四 象限 的 
直线 ，( 即 是 世 对 实 轴 的 反射 ). ` 
(h) H (e), (f), (g)#EIH 
x SAP (s/l = ei" DAT gI T (s 2) 
{ exp (iw2/(4z) + w/2) 
| ev 一 


wdw 
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+ eit sn s+) OCT ((1—s)/2) 
| exp (—iz2/(áz)+- 72) 
LI e 一 
由 此 即 可 把 “(s) 解 析 开 拓 并 得 到 :对 称 形式 的 图 数 方程 . 这 就 是 著 
名 的 Riemann 一 Siegel 公式 . 
37. 设 下 (x) 定 义 在 [0 ,+ oo ) 上 , 在 任意 有 限 区 间 上 有 界 ， 且 当 x> + oo 
时 ，F (x) =O (x™*)，x> 1 为 一 常数 . 证 明 


zs 1dz ， 


on 


(a) 当 1<o<a 时 ,| x9 Fnx)dx=t(s} | y 'F(y)dy. 
0 n=! 0 


(b) # F (x) 连 续 , 在 任意 有 限 区 间 上 有 界 , 且 当 x 一 +o 时, F (x) 
=0 (x-8)，B>1 为 一 常数 . 那 末 当 x — 0 时 


š Fo F(y)dy+O (1). 


` 


因而 ， "E s~] È F (nx) dx 解析 开拓 到 &>o>0,s= 1 为 其 一 
阶 极点 ， 即 有 


oD o 1 oo " I 20 
| xs"! 5 Fad x= | xc > raD- | F (y) ayl ax 
0 0 n=1 0 


n=1 


+G-n7| rwayt| xs"! )) F(nx)dx. 
0 1 中 一 了 


(c) 在 以 上 条 件 下 ， cof ys !'F(y)dy 可 解析 开拓 到 x>a>0, 且 当 
0 
0<o<1 时 有 


rof rO ay=| ai È Fax) | Faytax. 
0 0 n=} 0 ` 


38. 第 37 BHEE T B BI S: ¿ (s) 的 函数 方程 的 一 般 原则 ， 只 要 取 F (x) 38 
不 同 的 函数 ， 就 可 得 到 讨论 过 的 各 种 情形 . 指出 : (a) 取 F(x) =e > 
得 到 第 33 题 的 情形 . (b) 取 下 (x) =e-** 得 到 定理 3.2 的 情形 ，(c) 
取 F (x) =(1+x2)-1 实 质 上 可 得 到 第 34 题 的 情形 . (d) JR F(x) 
= x sin xx 得 到 第 25 题 (b) 的 情形 ( 取 a=1). (注意 x sinrx 不满 
足 上 题 条 件 ， 但 结论 仍 对 ). (e) EF (x) =(1+x)-2 得 到 第 35 题 的 情 
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a o mah is t iss 
supa, BEET H aH me eH- Jank'a ea et u0yŠ- 


po 
anehe J war. uchi a ap et 1 rp th re iiia 


JÉ. (am Y (I+nx) 2 =x" 15 bgr (1+) | 
n=1 


39. 利用 Mellin 变换 的 反 转 公式 (定理 1.2.1) 证 明 : 


(a) e- D= | T (s)¢ (s) x ds,a>1. 
(a) 


ma) 


(b) Ş eread | n ‘T (se (2s}x sds , a>1⁄2. 
(a) 


n=] 


(c) T ü+0-1ogx= + | (75) -sgs, 0<a<1. 
) 


r sin TS 


(d) 由 (c) 推 出 : 当 0<a<1 时 有 
¿ (s) 


logT (1+ x) —xlog x+ x= + | 5 Ssinms 
40. 证 明 (a) 当 Rew>2 时 有 
| xw !(ex-1) “dx=T (w)(¿(w-1)-¿(w)) . 
0 


(b) %41<c<Rew-18⁄4 
Qi)": | L (s) (w-s)t (s)t(w—s) ds=T (Ww){ i (w-1)—¿ (w) ). 
(c) 


41. 证 明 (a) aLwW=È (—1)"-! (2n-1)™” . HRe w>1 时 有 
E 


(b) 当 1/2<c<Rew~1/2 时 有 


Èe Om +n 中 wlgx=T (w)(¿(w)L(w)-¿(2 w) . 
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=l T (s)[ (w—s)( (2s)¿ 2w—2s) ds=T (wX (w)L(w)-¿ Qw) }. 
(e) 
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第 八 章 《“《s)/L(s) 的 零点 展开 式 


本 章 将 首先 证 明 由 式 (7.1.1$) 定 义 的 <(s) 是 一 阶 整 函数 .因而 
由 有 穷 阶 整 函 数理 论 ( 见 第 五 章 ) 就 可 得 到 &(s) 和 《(s) 的 无 穷 乘 


BRER, 进而 就 推出 6《s) (s) 和 5 (s) Z(s) 的 零点 展开 式 . 后 一 


展开 式 是 十 分 重要 的 ， 由 它 可 以 得 到 5(s) 的 非 零 区 域 ( 见 第 十 章 )、 
Cs) 的 零点 个 数 的 渐 近 公式 ( 见 第 九 章 ) .本章 仅 将 由 它 来 证 明 有 


AUO 非 显 然 零 点 的 几 个 基本 性 质 ， 进 而 对 E (的 展开 式 


作 进 一 步 的 简化 ， 此 外 ， 还 将 对 logt(s) 作 一 简单 讨论 ， 本 章 内 
容 可 参看 [32, 11], [7, 第 12 章 ] , [17 ,第 一 章 ] 及 [18, 第 三 章 ]. 


91. í (s) 和 (s) 的 无 穷 乘 积 
定理 1 ils) 是 一 阶 整 函数 ,，E(0) =1 人 /2 ,有 无 穷 多 个 零点 
2) 


p“: 
p=ß+iy, 0<px<1， (1) 


All ' 发 散 ， 而 对 任 总 小 的 正 数 6， 级 数 ll Ak, B 
零点 序列 的 收敛 指数 为 1， 以 及 


E(s) =e4+8s| | (1- z je ; (2) 
H+’ || 分 别 表 对 全 体 零点 p 求 和 与 求 积 , A= 一 log2, 以 及 


B 为 一 常数 . 
证 ; 由 函数 方程 (7.1.17) 知 只 要 估计 &(s) 在 半 平 面 o>1 人 2 
上 的 阶 . 由 式 (3.3.13)( 取 m= 1) 得 


1 ) 按 &(s) 和 4(s) 的 零点 来 展开 . 
2) 这 些 零 点 按 模 的 递增 次 序 排列 ， 且 k 重 零 点 出 现 k 次 ， 
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IT (s/2) << exp (c,|sllog|s|), o> 2. (3) 
在 式 (7.1.3) 中 取 1=1,x=1 得 | 
(s— 1)¢(s) <<|s2, oz172. (4) 
利用 以 上 两 式 ， 由 式 (7.1.15) 及 (7.1.17) 推 出 : 对 任意 正 数 £, 
在 全 平面 上 有 
£(s) << exp (|sl! ti). (5) 
再 注意 到 当 s 沿 实 轴 无 于 + oo 时 ， 
T(s/2) ~ exp (s (logs)⁄2) ， 
所 以 <(s) 是 一 阶 整 函数 且 式 (5) 中 的 e 不 能 去 掉 . 此 外 ， 由 式 
(7.1.2) 及 (7.1.1S$) 可 得 
<(0) = 1⁄2. (6) 
这 样 ， 由 推论 5.1.4, 定理 5.2.2 的 附注 ， 及 定理 5.3.1 就 证 明了 
定理 的 全 部 结论 . 
由 定理 1 及 定理 7.1.6 就 推出 
定理 2 “(s) 有 无 穷 多 个 非 显 然 零 点 p, 它 们 也 由 式 (1) 给 出 ， 
H# 


t(s) = (s— 1)-'e l e1» {1 (1+ 言 )e“TI(1- sjen (7) 
其 中 
D= B+ y/Z2+ (logr)/2. | (8) 
式 (7) 由 式 (7.1.15$) ， 式 (3.2.1) K (2) 就 可 推出 . 


52. EMD EDME 《和 (8) 的 霍 点 展开 式 
定理 1。， 当 s 不 是 ¿(s) 的 零点 p 时 有 | 
(二 1) 
E (s) B+} < ty)’ (1) 
右边 级 数 在 任 一 不 包含 零点 p 的 有 限 闭 区 域 上 一 致 收敛 . 
证 .由 于 <(0) Z0, 所 以 由 式 (1.2)， 对 适当 小 的 正 数 5, 在 
|s|< ó 中 可 取 定 一 支 
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logč(s) = A+ Bs+ > fios(1- 2 JE}, (2) 


其 中 取 定 logl =0. 两 边 对 s 求 导 , 由 于 p 的 收敛 指数 为 1, 所 以 
右边 级 数 可 和 逐 项 求 导 ， 推 得 式 (1) 当 |s|< ó 时 成 立 . 同样 由 于 p 
的 收敛 指数 为 1, 故 式 (1) 右 边 的 级 数 在 任 一 不 包含 p WARAK 
域 圭一 致 收 僵 ， 因 而 由 解析 开拓 知 式 (1) 对 所 有 的 sZ p RA. 
定理 2 当 s 关 p,s 关 一 1 及 5 关 一 2n (n=1,2,…) 时 有 


£ V2 — 1 7 .1 
z (s) = Z] +tB+ + > logz 


| l e 1 l 
+ (让 + 二 让 去 人 s+2n -去 ) (3) 
其 中 右边 的 两 个 级 数 分 别 在 任 一 不 包含 Ls) 的 非 显 然 和 零点 p 和 
显然 零点 一 2n (n= 1, 2 ,…) 的 有 限 闭 域 上 一 致 收敛 . 

证 : 对 式 (7.1.15) 取 对 数 导 数 ， 并 利用 式 (1) 得 

(s) = — + logz+ S (s) 


1 r’ S 
-4 (e), (4) 


¿C ' 82. 1 1 [= r 
一 (3) < t B+ 7 logr 十 之 pt 


1 r’ S 
一 一 CESI (5) 


由 此 及 式 (3.2.18) 就 证 明了 定理 ， 关 于 一 致 收敛 性 是 显然 的 . 
Hg 


A(s) =min|s+ 27| ， (6) 
那 未 ， 由 式 (5), 式 (3.2.21) 及 式 (3.2.22) 得 到 


Cl 1 L) 
c G) s—1 (+i 
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10( 7 K + log(lsl+2)). (7) 


下 面 我 们 来 定 出 常数 B. 
定理 3 我 们 有 
B=-1- + — log(4z) = — 0.023095... . (8) 
证 : 由 式 (1) 知 
B= (0). (9) 
HAKA 38(7.1.17) 4 
$ ()=- 1-9, (10) 
所 以 ; 
B=- 和 (D. (11) 
由 此 及 式 (4) 推 出 
1 1 rí 3 
B= > logn- 2 下 ( 
nnf š _— S 
um ( 7 (s) + 1 ). (12) 


注意 到 式 (7.4.8)， 及 由 式 (3.2.18) 可 得 


1 FT (3)_7 _ 
> T (2 )= T +1022 l, 


从 式 (12) 即 得 式 (8) . 
此 外 ， 由 式 (11) 及 (1) 得 到 
1 l l 
s= Ty (75+) (13) 


由 于 零点 对 实 轴 对 称 ， 由 上 式 知 B 为 实数 .进而 ， 由 的 收 伍 指 
ADI 及 0<B<1 HEN 


B=- + X Re 


一 一 Re . 
p y> p 
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HTpfll- 5 同 为 零点 ， 故 由 上 式 得 
一 RZ . (14) 
$3. 非 显然 零点 的 简单 性 质 
前 面 已 经 证 明 ,《(s) 的 非 显 然 零 点 p=pB+iy 具有 以 下 人 性质 
(i) | (ü) Imp #0 MENEE 
; (Hi) 0< p<1 ;(iv) 对 实 轴 及 直线 o= s: 对 称 ， 对 点 二 


对 称 ， 即 _ 
P:P. i-p ,1 一 P 
HAZA: (v) Lilo 发 散 ， TÈ lo Kak, e 为 任意 正 数 . 
下 面 我 们 要 从 式 (2. 7) 来 推出 有 关 非 显然 零点 的 几 个 简单 性 质 ， 
这 些 性 质 初步 刻 划 了 它们 的 平均 分 布 状态 . 
定理 1 对 任意 实数 三 有 


I 四 
L IF y <<log(IT|+2). (1) 
证 : TA D aaah 
e$ / 
; (s) = 一 Re T+ Re -7 
‘ol a) . O) 
在 上 式 中 取 s= 2+ iT 可 得 
2— B | 
2 a-p Ty 18 (TH+2). 
HO<p<1 可 得 
| _ ead  — l _ 1 _ 
u (2-0)24(T—y)2 “ 4  1+(T- )° | 
从 以 上 两 式 即 得 所 要 的 结论 ，. 


由 于 非 显然 零点 对 实 轴 对 称 且 不 为 实数 ， 所 以 在 讨论 零点 个 
数 时 ， 可 假定 了 >0 ,以 N(T) 表 在 矩形 0<c<1,0< 和 iT 中 的 
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¿(s) 的 零点 个 数 ， 而 在 短 形 0<o<1, Iti < 工 中 的 零点 个 数 为 
2N(T). f 
推论 2 对 T>0 有 


N(T+1)-N(T) <<log (T+ 2); (3) 
及 对 T>2 有 | 
NIT) <<Tlog T . (4) 
证 :由 | 
1 
+1)— = <x r ‘y 
N(T+1)— N(T) 2 S2 2 ETG y? 


及 式 (1) 即 得 式 (3) ， 从 式 (3) 及 
DR _ 
N(T) <N([T]+ = (N(I+1) — N(D ) 
| l=0 | 


就 推出 式 (4). | | 
推论 3 PIERRAT A 


> T "E << log (T| +2. (5) 


证 : 上 式 左边 小 于 


1 o 
| 2 È +T- 
由 式 (1) 即 证 . 
推论 4 存在 正常 数 c， 使 对 任意 实数 T, -EMRAT / 
T<T <T+1, 使 <(s) 在 区 域 
It- T ‘| <c (log (IT| +2)) ` (6) 
HU 52. 
证 : 设 ¿(s) #EX 5 T < t< T+ 1 中 所 有 的 零点 的 不 同 的 虚 
ABA tt. ,tt,: 


1) > 表 对 虚 部 满足 条 件 T<y< T+ 1 的 零点 求 和 . 下面 的 求 和 号 有 类 似 
T<y <T+I 
的 意义 . 

2) 包括 显然 零点 . 
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T=t <t <t, < <t, St y >= T+1. 
由 式 (3) 知 n+ 1< Alog(IT]+ 2) ,4 为 某 一 正常 数 ， 因 而 有 
1= > (t; t) < Alog(IT|+ 2) max ax (tat). 


BAA j fE 
tT bp i (g (ITI +2))~'. 
这 样 , 取 了 “= L ytty) e= r 即 满足 推论 的 要 求 


$4， 零 点 展开 式 的 简化 
利用 $3 所 证 明 的 零点 的 性 质 , 可 把 上 ~ (ç) 的 零点 展开 式 


6 
(2.7) 作 进一步 简化 . 
定理 1 “s#p, Hs#-—2n(n=1 ,2,…) 时 有 
t'w 1 1 
4 (s) s— 1 ly-is! STP 
+o( z KP + log (a). (1) 


其 中 ¿ (s) 由 式 (2.6) 给 出 . 
证 : 先 证 明 式 (1) 当 |o 一 1 从 |> 3/2 时 成 立 . 由 于 0 入 Rep 芝 1， 
从 式 (3.3) 可 得 


1 
= 
lo- 1⁄2|> 3⁄2. (2) 


+ (s < 1 , c> 2 


就 推出 式 (1) 当 c>2 HEZ, 4o<-1 i, HAAI E 
(7.1.13) 得 


<+ y 1<<log (ltl+2), 


ly- elsi ly—t|<1 


由 此 及 


£ (s) =log2x+— ctg-— — T q- 9-4 (1—s). (3) 
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由 式 (3.2.21) 可 得 


3 o<—1. 
当 s 关 一 2n (n= 1 ,2, ...) 时 容易 证 明 
TS ] _ 
ctg 2 <<< 1 (9) g< 1 
由 以 上 三 式 及 
和 -9<cl， c< —l, 


就 证 明了 式 (1) 4 a< 一 1 时 亦 成 立 . 
FARER o- 1/2|<3 信 时 式 (1) 成 立 ， 取 so= 2+ it, 由 
式 (2.7) 可 得 
g” 一 1 _ _ 1 ) 
; (s) — ; (s,) = 1 +> ( sp wasps 
1 
+ o [= +log (|s|+ >] . (4) 
H Re p <1 及 式 (3.3) 得 到 


<< log (|t|+ 2). 
Iy-e $0 P 


由 式 (3.9) Klo- 1⁄2|< 3⁄2 可 得 


1 l J l 
_ < y Ll. 
3 | S— p So P ly-el>1 |t— yl? 


<< log (|t|+ 2). 


由 以 上 三 式 就 证 明了 式 (1) 当 lo- 1/2|< 3⁄2 时 成 立 . 
对 式 (1) 取 实 部 得 到 


Re (s) =—Re 


= ] 


+ È Re- 


ç -1 ir-tl sl TP 


o( (Ə +log(|s|+ >) ， (5) 
这 也 是 对 式 (3.2) 的 简化 . 
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推论 2 对 任意 实数 TT, 一 定 可 以 找到 T 和 T< T "< T+ 1, 
使 对 任意 的 ac 有 


Ea (ot+iT’)<<log’(lo+iT |+2). | (6) 


证 : 只 要 选取 丁 “, 满足 推论 3.4 的 要 求 ， 由 式 (1) (3.3) 5 
立即 推出 式 (6) 成 立 . 
推论 3 若 L(s) 在 区 域 
o>1~n(lt) (7) 
中 无 零点 ， ZE nO H r>0 时 是 连续 可 微 的 递减 函数 ， 且 满足 
IFG) 0O<n()<—, (ü) n 《和 一 0 ,1 一 00. 那 末 对 任意 给 定 


实数 ,0<a<1, 在 区 域 
o>1—an(lt), ltlz2 | (8) 
中 有 估计 ， 
(s) << q`! (iD logie , (9) 
其 中 << 常数 和 v 有关 
证 : 显然 只 要 对 上 >>2 来 证 . 34 s= co+: 让 属于 区 域 (8) 时 ， 
Xii (s) 的 任 一 零点 p 总 有 
is- p|> n (t+ (1—a)n(t))— wn (t) 
Saono dtn (t), 


> + z (1— on(t) ， t2 too 
信里 用 到 了 微分 中 值 定理 和 条 件 i) 由 此 及 式 (3， 3) ， 从 式 (1) 
就 得 到 所 要 的 结论 . 
35. log € (s) 


前 面 已 经 证 明 : ¿(s) 除了 在 负 实 轴 上 有 无 穷 多 个 显然 零点 外 ， 
还 在 临界 长 条 0<o<1 中 有 无 穷 多 个 复 零点 ， 此 外 , 在 s= 1 ERA 
一 个 极点 . 因此 , logi) 是 一 个 多 值 函 数 . 在 本 书 中 我 们 总 以 下 述 方 
式 来 取 定 它 的 一 个 单 值 分 支 . 设 ! ,1t,,… 是 i(s) 所 有 的 在 上 半 平 面 上 
的 非 显 然 零点 的 不 同 的 虚 部 , ac (n= 1 ,2 ,…) 是 以 1 AE RK ECs) 
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 t<t'<t+(1—- a)n(t) (10) 


的 所 有 非 显 然 零点 的 最 大 实 部 . 在 整个 复 平面 上 去 掉 下 述 无 限 条 半 直 线 : 


0GC 委 0 , t=t, n=1 ,2 ,，… 
OLO, I=- t, n=1,2,... 
以 及 
c <l, t=0. 
定义 log ct(s) 是 这 样 的 单 值 分 支 : s>2 时 
log£(s) =log|t(s) | + iarg t(s), (1) 


-<argt(s) < S D, 


当 g<2,s=o 十 让 不 属于 上 述 那 些 半 直线 时 , logl(s) 定 义 为 由 式 
(1) 所 确定 的 函数 沿 直线 2+ it 到 c 十 让 的 解析 开拓 . 当 s=o+ it 
属于 上 述 那 些 半 直线 ， 但 既 非 零点 又 非 极 点 时 ， 定 义 

log ¿(o + it) =lim_ log (ot+i(t+tAt)). — (2) 


对 于 这 样 取 定 的 log cs) TTSA 由 定理 4.1 可 得 到 它 的 
相应 的 渐 近 公式 . 
定理 1 XH T - 3⁄2<c<5⁄2, 当 s 不 是 零点 且 不 等 于 1 Hf, 
一 致 地 有 | | 
log (s) =—logs-1)+ 2, log(s— p) 


ly-—ilg] 
+O (log(ltHht 2)) , (3) 
E —z<Imílog(s— 1)1]<zx ,—xz<Imülog(s— p) )]< z. 
证 : 当 s=0o+it， Eee AER, 对 式 (4. DEER 
从 s 到 2+ 让 积分 就 得 到 (注意 -1<c 和 2) : 


logt(s) — logt(2+iD) =—log(s- 1)+ 了 {log(s— p) 


[y=—tlg] 


—log(2+it— p)}+ O(log (ltl+ 2)), 
由 此 及 式 (3.3) 即 得 所 要 结论 ， 当 t 为 零点 纵 坐标 时 ， 由 连续 性 
及 式 (2) 推出 . 
1) 容易 证 明 Re fr (s) } > +, 4 o 22 BJ. 
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类 似 的 可 以 讨论 loge(s) ， 因 为 由 式 (7.1.15) 可 得 


2 


log ë (s) =log(s— 1) — $ loga +logr [>+ 1 )+ 1og8(ə. (4) 


最 后 , 当 s=o+ 让 是 &(s) 的 零点 或 极点 时 ， 我 们 定义 幅 角 


arg £ (z + it) =lim arge (o+ i(t+ A7)). (5) 


Xt é (s) 可 同样 确定 . 


— 


tad 


3 题 


. 证 明 L (s) 在 区 域 川 < 6 中 无 非 显然 零点 . (利用 式 (2.8) 和 (2.14) . 
. 利用 定理 4.1.1 式 (4.1.6) 的 形式 直接 证 明 式 (3.3). ( 设 T>3, 以 C, 表 


以 2+ 工 为 心 , 以 + 为 半径 的 圆 ， 以 n(r) 表 圆 C, 内 及 其 上 的 零点 个 数 . 
在 圆 C, 上 应 用 式 (4.1.6)， 并 注意 到 N(T+1)—- N(T)<nÚ/S )). 


. 证 明 式 (3.3) 和 定理 3.1 是 等 价 的 . 


4. 证 明 . (a) $ y 2 <<T 了 logT,T>2 . 
1 中 > 了 


(b) > yl ' <<log2T , T22. 
关上 地 


. 存在 一 个 正常 数 4 , 使 对 任意 实数 工 >2 有 


(a) 一 定 存在 一 个 上 , T<t "< T+ ， 使 得 
Y logly-t |> — (4 logT)/2; 
i~e ‘Ig1 
(b) 对 (a) 中 的 t 有 |t(e+tit )|>T '4,-1<c<2. 
(c) 对 任意 正常 数 矿 >1, 除了 一 个 测度 不 超过 五 ”的 集合 外 ， 在 区 间 
T<stST+1 ERE lotit) > T4", -1<c 和 2 .( 利 用 式 (3.3) 和 式 
(5.3)). | 


, 设 x 为 半 奇 数 . 


(a) 利用 留 数 定理 证 明 : 当 o>1 HJ, 
¿(s) = > n s—(2i) -f z sctgrzdz. 
(x) 


n< x 


(b) 当 oe>1 时 有 (G)= yn s+(s—-1)" xl" 


n< x 
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x x+ ico 
一 e| (ctgxzz—i)z sdz — Qi) ”! J (ctgmz+i)z °dz:. 
xi 


x 


¿Gs)—-D n ° 


n< x 


(c) x>|t|/2x 时 Sls- I ix! +2(2x—lti/Ax) xE. 
(这 是 用 复 变 方法 证 明 :(s) 的 最 简单 的 渐 近 公式 (23.1.4) ) . 
(d) 把 以 上 的 结果 推广 到 “(s, a). 

7. 证 明 : (a) :⁄4 1⁄2 < o<2 BFF, ¿(c +12i) KREAKE, 5(c+6rxi) 的 实 部 也 
恒 为 正 ，( 利 用 第 6 题 (c ), 取 x=9/2) (b) largt (1⁄2+ 12i)|<z/2. 

8. B0(t)=Im{logr (14+ it/2)}+ tlogr)/2, Z(t)=e® V t(1/2+it). 证 
BH: 当 1 为 实数 时 , Z(t) 是 实数 , 552 (1⁄2+ t) RS, 且 两 者 有 相同 的 零点 . 

9. 证 明 : (a)N(T)= (1⁄z2)0(t)+1+(1⁄2)X( (1⁄2+ iT), 0(t) 同上 题 ，(b) 
NU2) =0 , 即 5() 在 区 域 | 引 和 12 中 无 非 显然 零点 (利用 (a)， 式 (3.3.13) 
(m=1) 及 习题 3.8). 

10.2, >t >0, WRG) 当 上 在 区 间 [z t] 上 变化 时 0(t)( 同 第 7 题 ) 的 值 不 

- 在 任 一 上 的 倍数 的 附近 ，fii) ImC(1/2+if) AtA n 变 到 已 时 改变 符号 ， 

IK., (01/2 十 让 ) 在 区 间 (t1,t,) 中 必 有 一 零点 .利用 这 办 法 . 通过 对 
5(M2+ 芭 及 6( 的 的 近似 计算 ， 可 以 确定 5(s) 在 直线 c= 1/2 上 的 零点 1. 

11. 设 0(1) 由 第 8 题 给 出 . 利用 式 (3.3.13)(m= 3) 证 明 : 
10C) —{(1/2) (logt/2x ~ 1)~ z/8+ (48t ) `! +(S760t2) !)|<2r 5, 

12. Oa), Z(t) H35 8 题 给 出 ,x 是 半 奇 数 . 证 明 


(a) 当 1>0 时 ， zo- n l cos logn- 8 (|< tx! +2 (2ax- t)! 


"x2. (利用 第 6 题 (c)). 
(b) Z(6r) >0 ,由 此 推出 i(1/2+i 认 ) 在 0<t<6x 中 至 少 有 一 个 零点 . (A 
Hla), 取 x=9/2,t=6x). 
13. 证 明 chis) 在 区 域 0<t<6xn 中 仅 有 一 个 零点 ， 且 一 定 在 直线 oc=1/2 上 . 
(利用 第 7 题 (a), 第 8 题 )， 如何 指 出 这 零点 一 定 是 一 阶 的 . 


1) 关于 这 方面 的 内 容 可 参看 [32, XV] , [8, 第 6,7 章 】. 
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第 九 章 5(s) 的 非 显 然 零点 的 个 数 x 


在 $8.3 中 已 名 ZIET Us) 在 矩形 区 域 0<c<1, 0<t<T 
中 的 零点 ( 即 非 显然 零点 ) KARNO) 的 最 初步 的 性 质 ( 见 推论 8. 
3.2) .本 章 要 给 出 N(T) 的 一 个 渐 近 公式 . 本 章 内 容 可 参看 [32, 
IX], [7, 第 15 章 ] 及 [17 ,第 一 章 ] . 


SI. 基本 关系 式 
定理 1 设 T> 2， 且 了 不 是 Cs) 的 零点 的 纵 坐 标 ， 则 
Tv， l 
_NCT) = ~ log 2 >r 十 s Dto) Ji (1) 
其 中 i | | 
| S(T) = 一 一 arg x (二 + T), o (2) 


其 中 幅 角 argt(s) 近 §8.5 玉 确 定 _ 

iz: 设 尺 是 以 2,2+iT, 一 1+1iT， _1 为 顶点 的 矩形 .由 
于 了 不 是 零点 的 纵 坐 标 ， 所 以 在 矩形 R 的 四 边 上 没有 零点 .由 
TERA EO BJ Pa #l ¿ (s) HIREA F AA, A h f 
知 

2xN(T) = A, arge(s), (3) 
其 中 Anarge(s) 表示 幅 角 arge(s) 从 2 JF ik iE REJER 一 周 
的 改变 量 ，arge(s) 同 arg Ct(s) 类 似 地 确定 . 由 于 Els) 34 s 为 实数 
时 取 实 值 且 不 等 于 零 ， 所 以 当 s 从 — 1 变 到 2 时 & (s) 的 幅 角 不 
变 . 再 因为 | | 
¿(c+ it) =£(1—c-it)=¿(I-c+it) ， 


所 以 当 s 从 172 +iT %8) — 1 + iT BF) — 1 BJ (s) BJ ia F iW 
变量 等 于 s 从 2 变 到 2+ 订 再 变 到 1Z2 + iT HKEE. 因此 就 
有 ' 


. 168 - 


iN(T) = A,argét(s), (4) 
其 中 工 为 从 2 到 2+iT 再 到 — 十 订 的 折线 . 
由 式 (8.5.4) 知 
A, argé(s) =Ajarg(s— 1)+ Alargx 2 + A,argT (£ +1 ) 
| | +A,argt(s). | i (5) 
| A, arg (s— 1) =are(iT- 4 )- £ +o(+), 
A - + _ t, | — T " > 
Largn 2 =Ai(- 5 ogr )= - 2 logr . 
此 外 ， 由 Stirling 公式 ( 式 (3.3.17) ) 8 
Auargr [= +1)= + log— 一 + + = n+ o(+ ) 
由 以 上 四 式 ， 从 式 (3) 就 推出 式 (1). 
我 们 将 分 别 用 两 种 方法 来 证 明 


S(T)=0(logT), 
从 而 得 到 N(T) 的 渐 近 公式 ( 见 $32，$ 3). 


32. 渐 近 公式 (一 ) 
定理 1 设 了 > 2, 我 们 有 | 
TL _ T N 
N(T) = z; 108 57 > +O(llogT). — (1) 
证 : WEET TE 5(s) 的 零点 的 纵 坐 标 . 由 式 (8.5.3) 得 
n S(T) = Im fogt (二 +ir)) 


= — arg (- 5 +iT)+ ` ae( 2 +iT-0) 
ly- TISI 


+ O(log T). 
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由 式 (8.3.3) 及 


we 1 +i) 


再 从 上 式 即 得 


<, 


arg ( + tir-p)l<a. 


S(T) = 0 (log7). (2) 
由 此 及 式 (1.1) 就 证 明了 式 (1) 当 工 不 是 零点 的 纵 坐 标 时 成 立 . 
当 古 是 零点 纵 坐 标 时 ， 总 有 hh,0<h<1, 使 得 T+h 不 是 零点 纵 
坐标 ， 且 N(T) =N(T+h)， 由 此 就 推 得 式 (1) 亦 成 立 . 
由 定理 1 容易 证 明 下 面 的 推论 . 
推论 2 设 t(s) 所 有 虚 部 大 于 零 的 零点 是 
p,=B,t i, ,n=1 ,2,., (3) 
O<y E.R, 


我 们 有 
pl Ta n> m. (4) 
从 推论 2 并 不 能 推出 
7 一》 一 0， n>. (5) 


Littlewood 证 明了 式 (9)( 见 [32, 定理 9.11, 9.12]) . 
推论 3 存在 正常 数 口 , , Tu WC, W4 T> T,,H>2 Ho 时 有 
N(T+ H)— N(T) > CHlogT. (6) 
FKE, Titchmarsh 证 明了 更 强 的 结果 ( 见 [32 ,定理 9.1 4]) : 
对 任意 给 定 的 正 数 H, 一 定 存在 正 数 C= C(H), T,/=T,( H) ， 
使 当下 > To 时 有 | 
N(T+ H) —N(T) > ClogT. (7) 
由 此 可 见 式 (8.3.3) 实质 上 是 最 佳 估 计 . 
从 式 (6) 当然 可 以 推出 ( 另 一 证 明 见 习题 7.29(e) ) 
ya 7 =O (1). (8) 
最 后 ， 我 们 顺便 指出 : 关于 5 (s) 在 区 域 0<t<T 中 的 零点 
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gp 


个 数 N,(T) 有 类 似 的 渐 近 公式 . 基于 数值 计算 R.Spira 3548: 对 
k> 1 # | 


N(D= ND +| Tee |+1 (9) 


B.C.Berndt? 证 明了 : kzi% 


_ T „T _[ lrlog2 
N.( T) = >Z log > | > )r+ O(logT), (10) 
i Tlog2 

N(T) =N (T)+ —>=“ +0(logT). (11) 


此 外 ， 和 &s) RAEL L EFFE o <0 M c> 1 rh 
都 可 能 有 复 零 点 . (H Spira 证 明了 : 存在 a, 使 得 在 半 平 面 o> x, 
rBR¿%(s) 没有 零点 ; 存在 p, 使 得 在 半 平 面 o< B, PIPO 没有 
复 零 点 . 且 在 每 个 区 间 (-1- 2n,1-2m)(1-2n 和 p) 中 恰 有 一 
个 实 零点 2 . 对 L ts), Levinson A Montgomery” 证明 了: 在 每 个 
KEC 2n ,一 2n+2) (n> 2) 中 上 《5) 恰 有 一 个 实 零点 . 且 在 半 平 面 
o < 0 中 无 其 它 零点 ; 并 证 明了 Riemann 猜想 ( 见 》12.2) 等 价 
于 “《s) 在 半 平 面 c<172 中 没有 复 零 点 . 

有 趣 的 是 “2(s) 和 ¿(s) 也 有 类 似 的 结果 . AER EM 
的 所 有 零点 均 在 长 条 0<o<1 中; 若 以 Nm(T) 表 < (s) 在 
0<oc<1.0<t<T 中 的 零点 个 数 , 则 对 任意 正 整 数 兽 有 

N™®(T) =N(T) +O,(logT) . 


$3. 渐 近 公式 (二 ) 
上 节 是 由 式 (8.5.3) 来 推 得 NCT) 的 渐 近 公式 的 ， 而 这 需要 
用 到 有 穷 阶 整 函数 理论 ， 事 实 上 可 以 用 函数 论 方法 来 直接 证 明 式 


1) J. London Math. Soc., 40(1965), 677 — 682. 

2) J. London Math. Soc., (2), 2(1970), 577—580. 
3) Proc. Amer. Math. Soc., 26(1970), 246 — 247. 

4) Acta Math., 133(1974), 49-67. 

5) Conrey, J. Number Theory. 16(1983), 49 — 74. 
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(2.2)， 从 而 得 到 N (TT) 的 渐 近 公式 ， 为 此 先 来 证 明 下 惫 的 引 理 
(B2, $9.4 的 引 理 ]). 
引 理 1 设 0<x<pB<2, 除 s=1 外 ，f(s) 是 半 平 面 c>a 上 
的 解析 函数 ， 且 当 s 取 实 数 时 f(s) 取 实 值 ， 再 设 
[Re {f(2+iD) )|>m>0 , 一 oo <t<+ oo， (1) 


[fc "+it')|< M(o,t), o “2 o, |: t|<2. (2) 
RK, 4 T>2, B T E f(s) 的 零点 的 纵 坐 标 ，c 立 时 ， 有 


| larg f (a+ iT)|< n 区 2 ) 


> 
这 里 取 一 r<arg f(2)< x! ,arg fl(o+iT) H 2 变 到 2+iT, $ 
Fj o+ iT KHE. 

证 : 设 在 线段 2+ iT 8 p+iT E Ref (s) 有 gq 个 零点 
a+ iTS jg q): 


2>a>a,>- >a, Z a7 B. 


[tes M(z D) +log )+ + m, (3) 


由 式 (1) 知 | | 
| larg f (a+ iT) —arg f (2 )|< > . 
此 外 ， 显 有 | 
larg f (a, + iT) — arg f (a; 4+iT)|<n ,j=1 ,gq. 
因而 有 


arg f(o+ iT) < [a+ 3 Je, p< o&2. (4) 
由 于 f(s) =f( 引 ， 所 以 亦 有 | 
larg fo- iT)|<(q+3⁄2)x,B<o<2. (5) 


1) EXE, f 2) 为 实数 #0, 所 以 arg f 2) =0 Ra. 
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下 面 来 估计 v .考虑 函数 
g (w) = s: {f wiiT) + flw- T) ), 


设 w=ut+tiv. BH glu)=Ref(u+iT), 所 以 a,(1< j< q) E 
gw) ERE e= 0,66 Sus? 上 的 零点 . An Rg tE w- 了 sr 
上 的 零点 个 数 . wA 

q<n(2- j) , 
K 


ü 2 dr >| x | am dr>n(2- pog 2 rë 


另 _ 方 面 由 式 (4.1.6) 可 得 


r 


| aat loglg(2+ (2— z)e”®)ldð—loglg(2)1. 


由 以 上 四 式 及 式 (1) ，(2) 即 得 


qS (iog =a] (ogma. T) + log 一 ) 
由 此 及 式 (4) 就 证 明了 引 理 I 

定理 2.1 的 证 明 : 在 引 理 1 hk f(s) =s), «=0, 

p= + .由 熟知 人 计 : 

£(s) <<|tl:, o>0, 1t|>2, 
Cc 为 某 一 正常 数 ， 立即 由 式 (3) 可 推出 估计 式 (2.2). 因而 就 证 明了 
定理 2.1， 

从 定理 2.1 显然 可 以 推出 估计 式 (8.3.3), 由 于 本 节 所 给 出 的 
定理 2.1 的 证 明 中 ,没有 用 到 估计 式 (8.3.3) 及 任何 与 它 有 关 的 
结果 ， 所 以 这 就 给 出 了 式 (8.3.3) 的 一 个 新 证 明 ( 另 一 个 证 明 见 习 
题 8.2) ， 因 而 也 就 证 明了 定理 8.3.1( 见 习题 8.3). 

利用 函数 论 方法 还 可 以 由 式 (8. 3.3) 来 直接 证 明定 理 8.4. 1. 
为 此 先 要 证 明 下 面 的 引 理 . 
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引 理 2 设 在 圆 |z - zol 和 r 上 用 z) 解 析 ， 帮 zu #0, HWE 


f(z) 
| f(z0) <M. 
我 们 有 
(z) 
O p P — < +È logM, |z — zol< Ç - (6) 


Kh > EWA iz- z |< — 3 上 的 大 2z) 的 所 有 零点 ( 按 重 数 计 ) 
RA. M z= z Bf, 系数 16 可 改 为 4. 

证 : 设 g (z) =f 11C- p)`', 其 中 乘积 [ 是 展 布 在 加 
lz = zol< — ERSO 的 所 有 零点 ( 按 重 数 计 ) 上. 所 以 g(z) 


在 |2z 一 , |<, 上 解析 在 |z 一 zol< — 上 无 零点 . 在 jz 一 zoj= 
上 显 有 


pa _ 2 2 <| Jf tz) < M. 
由 最 大 模 原 理 知 ， 上 式 在 1z - z |< r 上 亦 成 立 . 
现 取 一 支 
| h(z)=log s2 , |z— zo |< > . 
h(z,) = 0. 
由 定理 4.2.2 的 式 (4.2.4)( 取 n=1, 并 以 ,并 AAR R, r) 


得 
Ih (z)|< logM, |z- zl< " 


这 就 证 明了 式 (6)， 当 z=z, 时 , 可 用 定理 4.2.1 J (4. 2.1) 
代替 式 (4.2.4) ， 即 得 所 要 的 结果 . 


定理 8.4.1 的 证 明 : 由 定理 8.4.1 的 原来 的 证 明 中 可 看 出 ， 


只 要 证 明 当 — 1 < c <2 , t >24 时 有 
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B 
< 
3 
š 
5 
Ë 


L (s) = y 


; |t-pls1 
在 引 理 2 中 取 f(s)=¿(s),s= 2+ iT(T>24), r=12, Xia IS 
MT" AREER. RIE 


一 +0(logt). (7) 


T O= Z —— +O(logT), |s-sl<3. 
lP- sgis 6 

特别 的 ， 当 s= o+iT, “ION ERAT., 以 上 + 代 了 就 得 到 
(9) 之。 -> + O(log?), -1l1<o<2, 


这 里 so=2+ 让 .由 此 及 式 (8.3.3) 即 得 式 (7) . 

这 样 一 来 ， 渐 近 公 式 (2.1) 及 第 八 章 的 $3. S4. 35 中 的 所 有 
结 朱 ， 我 们 都 可 以 用 有 穷 阶 整 明 数理 论 或 直接 用 函数 论 方法 分 别 
来 给 出 它们 的 证 明 . 

34.，S(D 的 性 质 


由 定理 1.1 看 到 ， 对 N(T) 的 讨论 可 归结 为 对 S(T) 的 讨论 . 
关于 S(T) 我 们 证 明了 估计 式 (2. 2)， 这 一 结果 首先 是 由 
von Mangoldt ( 1895, 1905) 所 证明 的 见 ($2)， 后 来 
Racklund(1914 , 1918) 给 出 了 另 一 证 明 ( 见 33). 估计 式 (2.2) 
至 今 没有 被 改进 . S( 卫 的 变化 是 十 分 复杂 的 . 下 面 将 证 明 

定理 1 设 T>2， 


T 
S, (T) -| S(t) dt, (1) 
则 有 
S,(T) = O(logT). (2) 
首先 来 证 明 一 个 引 理 "(Littiewood ) . 
引 理 2 if(s) E3EJE R : a< c< B, T, < t< T, ARF AK 
数 ， 在 矩形 的 边界 C 上 解析 县 不 为 零 ， 再 设 v(x) EWE R. : 


1) 这 引 理 是 定理 4.1.1 在 矩形 区 域 的 推广 . 
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x<ogB, Tg<t<T, 上 的 零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 . 我 们 有 
5 | | 
| v (x) dx = — | F (s) ds, (3) 
x mi C 


其 中 FCs) 为 log f(s) 的 确定 的 一 支 . 

证 : 首先 我 们 取 F (s) 为 这 样 的 一 支 : 由 于 f(s) 在 R 上 只 能 
有 有 限 个 零点 和 极点 ， 所 以 零点 和 极点 的 纵 坐标 只 能 取 有 限 个 
值 , 设 为 

T <t, <t,<-..<t,< T, . 
再 设 a<o<p Y=1,2,…n) G+ it, J 1 全 的 要 点 加 要 上 但 
在 线段 
o+it,,o<o<p, j=1,2, 

上 f(s) 既 无 零点 也 无 极点 . SE R Wikis n AREI, WR: 


l, : LELES ,t=t,, J=1,2, 


XF, f(s) Æ R- (I+ l+. +I takara, 因而 就 可 


取 定 一 支 log f(s) 为 F(s). 
设 C, HEEK R, 的 边界 . 当 f(s) 在 c= x ERA FAM 


极点 时 ， 由 幅 角 原理 知 
| f (s) 
v (x) = i | F ds 


T2 7 . 
一 十 
= -二 1 | J (xti) C+ 3 [F(x+ iT») 
r ni 


f(x+ it) 
— F(x+iT,)}, | (4) 


这 里 用 到 了 所 取 定 的 一 支 F(s)， 由 于 f《s) (s) 在 区 域 RR 上 只 
有 一 阶 极点 ， 所 以 二 重 积分 


f (x+ it) 
III Tarip CA 


R 
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存在 .因而 对 式 (4) 两 边 积分 得 (交换 积分 号 ) 


B T> B / . 
_ -1 f (x+ it) 
J v(x)dx= >x | a | f(x+ it) dx 
8 
+L | ea IT) — F(x+ iT.) Jax , 
mt t, hj 
f (x+ it) 
,. f(x+it) 


由 以 上 两 式 就 证 明了 式 (3). 
注意 到 式 (3) 左边 为 实数 ， 两 边 取 实 部 得 


dx= F(B+ it) — F (w + it) 


T: 


B T2 2 
| y(x)dx = > | | log| f(x + it)|ldt— -~ | log | f(B+ it) ldt 


8 P 
+ a | arg f(o + iT,) do — sa | arg f (o +iT, )do ; (5) 
两 边 取 虚 部 得 


p T> 
1 mN: 1 . 
pr | log | Ac 二 iT) ido — pr | areraa 


B T2 
1 . 1 +) = 
x | es; iT) do + ps | arg f(a+ it) dt=0, (6) 


由 此 引 理 很 容易 推出 定理 1. 
定理 1 的 证 明 : 在 引 理 2 中 取 /(s) =), a= + ,B>2, 
T,=0, T,= T . 由 式 (6) 可 得 
T T 
1 | arg (4 + i)ar= 一 | arg ¢ (B+ it) dt 


H 


1) 下 面 的 被 积 哆 数 可 以 在 有 限 个 点 上 无 定义 ， 
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B P 
+ Lj loglt(o + iT)|ldo — Lj log|š (o) |do. 
t 1⁄2 n 1/2 


/ 
对 所 取 定 的 一 支 logzr(s) ， 我 们 有 
| logí(s)<< 27, o>2, 
因此 当 有 一 oo 时 ， 


T 
一 | argt(B+it )dt=0, 
0 
| fr 
— | logli(o)ldo << 1, 
z 1⁄2 


B 2 
二 | logklo + iT) ldo = Lj logk(o+ iT)ldo+ O(1). 


由 以 上 各 式 得 


S, (T) = 一 J log |\¢(e + iT)|do + O(1). (7) 
HEH 8.5.1140 s= a+ iT) 


2 
| log (o+ iT)ldo= È | log|s— pildo + O(log T) , 
1⁄2 1⁄2 


bh— Tl<! 
容易 证 明 
2 
| log |ls— pldo << 1, Ir — y| << 1. 
1⁄2 


因而 由 式 (8.3.3) 及 以 上 三 式 即 得 式 (2) . 

这 样 ， 对 S(T) 及 其 积分 SCT) 我 们 得 到 了 同样 的 估计 式 ， 
这 表明 S(T) 的 变化 是 很 不 规则 的 .Titchmarsh ( 见 [32, 定理 9. 
10l 证 明了 S(T) 无 穷 多 次 改变 正 负 号 ， 此外， 从 定理 1 可 看 出 
式 (1.1) 中 的 常数 7/8 起 着 本 质 的 作用 ， 不 能 忽略 . 
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aa s O. mis. s = E 


1. 证 明 推论 2.2. 
2. 证 明 推论 2.3. 
3. 设 T>2. 证 明 (a) 2 y=(2xT) `'logT+O( T’). 


7 之 丁 


(b) 2 y !'=(4x) 'log2T+O0 (logT). 


y< T 7 
4. WEH ¿£ (s) 的 非 显然 零点 的 收敛 指数 为 1. 更 精确 地 说 , 级 数 > lp Coge" 
p 
当 &>2 时 收 人 敏 ， 当 gg2 时 发 散 . 
5. 设 S(t) 由 定理 1.1 给 出 ， T> 2. WE: 


T - 
| rsow=4rocraogm， 
0 


4 是 某 一 常数 ， 进 而 把 这 结果 推广 到 积分 Í t “S(t}dt,O<a<l. 


6. 设 S(t) 由 定理 1.1 给 出 、 按 下 面 的 步 又 证 明 SG) 无 穷 多 次 改变 其 正 负 号 : 
Pty, (由 推论 2.2 给 出 ) 是 Ls) 的 零点 的 这 样 的 虚 部 ， 满 足 Yai > y, .再 设 


V yo QEL esad Lo i ibe a W — U m fF) 1, x | 
n — E E o = t: š : 


i 


ÆH(s)¢ {s)+H (1-8) ¢ (i—s)=0; (b) #Ë#Res=1⁄2 E, ¿ s) 的 零点 
一 定 也 是 “(s) 的 零点 ; (c) 在 直线 Re s= 1/2 上 .如 果 arg H(s)¿ s)==x/2 
(modz), R CA tls) =0. (利用 习题 3.12) 

9. 2 H(s)=x “T (s/2), Is) = 万 (s) H(&)+H'(1—s) /H(I—s). 再 设 
a<soa<b，(a,b 是 任意 实数 )|t| 充分 大 G(s) =t(s)+t“《s)A (s). 证 明 : 
H -s)¢ (1—s)=-—H(s)((s)G(s), 且 《1 一 s) 和 G(s) 在 所 设 的 区 域 
中 有 相同 的 零点 ， 

10. 设 No(x) 表 L(1/2+ 认 在 0<t<x 内 的 零点 个 数 ( 按 重 数 计 ). 再 设 T E 
足够 大 的 正 数 , 0<U<T, 以 及 Et(1/2+iT) #0 ,t(1/2+i(T+U)) #0. 


1 l T+U ] 1 | T+U 
W: N, (T+ U)-No f) > q eH( 二 + -TareG(F+i) 

T T 
+Mo+O(1), 其 中 G(s) 同 上 题 ，Mo 表 G(1/2 +it) Æ T<t< T+ UU 内 
的 零点 个 数 ( 按 重 数 计 ) . 

11. 在 上 题 的 符号 ,条 件 下 , & R EUA 1/2+iT, 3+iT,3+ i (T+U), 
1/2+i(T+ 咒 ) 为 项 点 的 正 向 矩形 ， 且 对 所 取 的 T, U, G (s) 在 矩形 R 的 
o 关 1/2 的 三 边 上 无 零点 . 再 设 Ml 是 G(s) 在 R 内 的 零点 个 数 . 证 明 
n 'argG(1/2+it)lk=Mo+2M;. 

12. 在 上 两 题 的 条 件 ， 符 号 下 证 明 : 


1 


1 +U 1 172 
— arg G (otiT) + arg GG+ir) + amgG(s+i(T+U))| 
l! 


T 
T 


3 

/2 
< log T . 

(利用 引 理 3.1). 进而 推出 


T+U 


N, (T+U)-N,(T)> 一 are (二 +i) -2M,+0 (log T) 


T 
= (U/2r)jlog T2xz— 2M, +O (logT+ T'U’). 


13. 在 前 三 题 的 条 件 、， 符 号 下 , R0<a<1/2,1/2-a € (logT/2n) ! ,再 
设 汪 (3) 为 任 一 整 函 数 ， 以 及 Q (s) = (s)G(s), 满足 


3 
| arg OQ (ct+i(T+U))do=0 (logT), 


3 
| arg Q (o+iT)do = O (log T), 
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T+U 
| log| Q G+it)|dt=0 (Ulog 'T). 
T l 


那 未 ， 当 取 a=1/2 一 c(ilogT/2x) !(c 为 一 正常 数 ) 时 ， 有 
T+U 
2 (Mo+ M. )< > = E iog] = | (olata } . 
T 


14. i z (s) s€ (7. 1. 15) 给 出 ， 证 明 : (2) 对 任意 正 整 数 m, g m (s) 也 是 
一 阶 整 函数 ， 且 其 零点 均 在 长 条 0<c<1 内 ; (b) ANTE E) 
在 0<t< 开 内 的 零点 ( 按 重 数 计 )， 则 有 N (T) =(T72r)log (T/2n) 


-TY2r+O(iogT)， 其 中 0 常数 和 六 有 关 (利用 习题 3.12， 及 $3 的 
方法 ). 
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“第 十 章 “(s95 的 非 零 区 域 


本 章 的 内 容 是 讨论 5(s) 的 没有 零点 的 区 域 的 范围 ， 以 及 在 
相应 区 域内 1/t(s) l ¿£ ONAC 的 阶 估计 . 本 章 内容 可 参看 [32， 
HI, ŠS5.17 及 36.14], 16], 17] 及 [18]. 


S1. _ it) Z Ü 


1896¢Æ, J. Hadamard #I C. J. de la Vallée Poussin 同时 独 
立 证 明了 在 直线 o= 1 Eels) 关 0， 并 由 此 推出 了 素数 定理 
r(x) 一 x(logx)-!. 直到 A. Selberg M P. Erdos 在 1949 年 给 出 
素数 定理 的 初等 证 明之 前 ,“(s) 的 这 一 性 质 一 直 是 证 明 各 种 形式 
的 素数 定理 的 必要 条 件 1. 

Hadamard 的 论证 方法 是 这 样 的 : 当 o>1 时 有 

logt (=Y — -了 六 +f(ə, (1) 


了 mp "° 
Ju f (s) 在 半 平面 c> 六 内 解析 .因为 (9 在 s=1 有 一 个 一 
阶 极点 ， 留 数 为 1, 所 以 ， 当 o>1+0 时 


2 ~ og -天 . (2) 


Bitit E Ç (s) BJ d Bl (d>1) # A CR 1.20), W 5c> 1 
X4 o— 1+0 时， 由 式 (1) 得 

y. Sosttlogp) =loglt(o+it)|-Ref(o+it) ~ dlog(o— 1). 
. P (3) 
比较 式 (2) 和 式 (3) 可 知 d= 1, 而且， 在 某 种 意义 上 ， 对 绝 大 多 
数值 p, cos (tolog p 应 该 接近 于 -1. 因而 ,对 绝 大 多 数值 p， 
cos(2tologp ) 应 该 接近 于 1, H4 o> 1+ 0 BJ 


. 1 K = us cos (2t, log p) p! I 


(4) 

上 式 显 然 表 明 1+2iu 应 是 (5 的 极点 ， 而 这 是 不 可 能 的 . 这 就 
证 明了 (1+ it) #0. 这 一 论证 的 严格 化 安排 在 习题 2 . 

和 Hadamard 的 论证 类 似 ，de la Vallée Poussin 的 证 明 亦 

依赖 于 Lt(otit) 和 (ot+2it) 之 间 的 某 种 关系 .这 里 将 给 
出 Mertens 的 改进 了 的 证 明 ， 他 的 证 明 的 基础 是 不 等 式 


3+ 4 cos 0+ cos 20=2 (1+cos 0)2> 0. (5) 
引 理 1 当 c>1 时 ， 对 任意 实数 上 有 | 
IE (a) |£ (a+ it) itle (c+ 2it)|> 1. (6) 


证 : 由 式 (1) 的 第 一 个 等 式 可 得 
3 log | | (go)|+4log |¿ (c+ it)|+ log | £ (G+ 2it) | 


-5È 一 {3+4 cos (mt log p) + cos (2 mt log p) )> 0, 


最 后 一 ATR G). RETR (6) 
定理 2 对 任意 实数 !, VA 
c (1+ it) #0. (7) 
证 : 用 反 证 法 . # ¿(I+it a) =0, BA t| 0. EA (6) 的 左 
边 取 = tf . HT O (0o) 在 c=1 E =BUBR S, ¿t(o+it) Æ o=] 
至 少 是 四 阶 零 点 ， 以 及 由 to 0 Hi ¿ (s) EI+ 2ito 解析 , 所 以 ， 
4⁄2 1+0BF, 式 (6) 左 边 应 趋 于 零 ， 这 和 式 (6) 志 盾 . 因此 
就 证 明了 定理 . 
事实 上 ， 由 不 等 式 (6) 可 以 证 明 
定理 3 存在 正常 数 c, , 使 得 在 区 域 
52>1-c log (|t|+2) (8) 


£ (s) < <log’l t| (10) 
由 于 下 节 将 证 明 更 强 的 结果 ， 定 理 3 的 证 明 将 安排 在 习题 6 
但 应 该 指出 的 是 这 一 估计 的 证 明 是 初等 的 ， 而 利用 这 一 估计 就 可 


证 明 不 带 余 项 的 素数 定理 (x) ~ x, 这 些 也 将 安排 在 习题 中 . 
$2. 非 零 区 域 (一 ) (整体 方法 ) , 
1899 年 de la Vallée Poussin HR- (o) 的 零点 展开 式 


( 见 式 (8.2 .7))， 得 到 了 关于 《< (s) 的 非 零 区 域 的 较 好 的 结果 ， 
从 而 证 明了 具有 更 好 的 余 项 估计 的 素数 定理 ( 见 定理 11.3.2). 
定理 1 存在 正常 数 c, 使 得 上 (s) 在 区 域 
cz1-—c logt (|tt? ` (1) 
中 没有 零点 . 


证 : 首先 ， 类 似 于 式 (1.6) ， 由 式 (1.5) 及 


_ Re È (s) = 》 Am cos (tlogn), c> 1, 


4 n=1 
可 推 得 
3 |- sa o) b4 f- ret arin | 


+ -Re 全 (0+ 2i) }>0,0>1. (2) 


其 次 对 — "Q ($) 的 零点 展开 式 (8.2.7) 取 实 部 得 到 
PE i vv 07 _ 1 
-Re (s)= T TF -2 +o [—Ə 


4 |s |s— p | 
tiog (1s1+2). (3) 
由 于 8 和 1, 所 以 当 1<c 和 10 ma 
_ £ _6-]l_ ç’ o— p 
Re (o+ it) < ——l F TË 2 Tsp F 
+0 og (| ti+2)). (4) 


.184 : 


其 中 》 表示 对 任意 多 个 非 显然 零点 求 和 (也 可 一 个 也 不 取 ). 


由 于 s=1 是 极点 ， 所 以 必 有 正常 数 c, ,使 在 区 域 | 1 |<6， 
o>1-c, 中 (s) 无 零点 ， 因 而 只 要 讨论 这 样 的 非 显 然 零 点 ， 它 
的 虚 部 y 满足 
lylzc,. (5) 
现 设 p= Bo+ iy。 是 一 个 这 样 的 非 显然 零点 . 在 式 (4) 的 > 
中 仅 取 一 项 p = Po, 注意 到 5)， 可 得 


一 Re (c+ iy) < 一 一 一 


+0 (log (ly 1+2), 1<o< 10. 


(6) 


有 
在 式 (4) 的 2， 中 一 项 也 不 取 ， 注意 到 式 (5) 可 得 


— Re L (o+ 2i) S O (log (1% 1+2), 1<o< 10. (7) 
此 外 ,在 式 (4 的 下 中 一 项 也 不 取 可 得 


-Re 二 (<—L +0(), 1<c<l0， (8) 
在 式 (2) 中 取 上 = y, AAO, (7), (8) 可 推出 存在 正常 数 c; 使 


得 : 


3 4 
ol ”rp < 10. 
s-i ` Gñ. +c, log (| yo |+2) >0，1<a 10. (9) 
即 | 
lpo >、 o-i C T e-l 
— > — 一 3 (7 一 一 
4 3 (1+§ (o Dlog (nlt 2 ) ri 
1<c<10. (10) 
取 | 


o =1+ (3c,log (| yo |+ 2))-1 ， 
由 式 (10) 即 得 
B <1—(15c,log (| |+2)) ' , 
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取 ci= (15c) 就 证 明了 定理 . 
Miz. E (9) KO HEERA, 这 是 由 


TF = O ë Ă CT e a o J 


中 有 佑 计 


¿(s< ee., (5) 
那 末 存在 正常 数 ci 使 得 5 (s) 在 区 域 
_ OQ2ltl+1) 
o>l- CO Q III 1 (6) 


中 没有 和 零点. 
" 证 : 由 于 上 (s) 的 零点 对 实 轴 对 称 ， 所 以 只 要 证 明 5(s) 在 区 


0 (2t+ 1) 


0 之 1 一 Ci , t20 
p (2t+ 1) 
”中 没有 零点 ， 再 因为 s= 1 是 极点 ， 所 以 和 定理 2.1 一 样 ， 只 要 
证 明 “ (s) Æ KIR 
0(2t+1) 
0 之 l-e Or ， ft 之 C， (7) 


中 没有 零点 ， 其 中 c, 为 某 一 正常 数 ". 
首先 ， 由 条 件 (3) 知 ， 必 有 正常 数 c3 , Et ce 时 有 


1 
—— Z — p' p (21+1) 


一 一 à, 一 “~ - _ b. Ó". è. .. Aa. 


再 取 r=90 (2y,+1). 

先 对 函数 “(s) ÆR R :|s— loti ls rE 32. 
注意 到 0(1) 和 c 2 ,因此 只 要 ci 取得 足够 大 , 由 式 (7.5.1) 及 
条 件 (5)，(11) 可 得 


¢ (s) 
6 (G + iyo) 


此 外 ， 由 式 (11) 的 右 半 不 等 式 , RUOTE č 


Oo 


< 


IEC) Keset, se R,. (12) 


因此 由 式 (9.3.6) 得 


一 Re (c+ iy) <12c, 


2y + 1 
z 9 (2y + 1) y 


-F Re— 1 
0(2y0+ 1) p (ao+ iy) — p ` 
(13) 


其 中 对 表 对 5 (9 在 圆 1 s- (06+iyo) |< — 中 的 零点 求 和 . 注意 
到 Reo <1<o, ,由 上 式 可 得 (在 》 中 仅 取 一 项 p= p.) 
7 一 í" ' 143) a f 


3 _ 4 p(2y0+ 1) 
ol op tC CEET 


>0, 


Bp 


l-h a1 f, 25 op(2%+1) ] 
4 > 3 fis cs (o= 1) -goay +1) 


3 


由 上 式 即 得 
1 0(2y+1) 


ho<1- 375c; PQt) ` 


取 


cj 一 min [== ， u: o (2c,+ D) ， 
就 证 明了 《“(s) 在 区 域 (7) 中 无 零点 ， 也 就 证 明了 定理 . 
由 最 简单 的 估计 : 4 o2 1⁄2,|tl>2 WA c (Cs) < | t | Sl, u 
在 定理 1 中 取 

0(t)=1⁄2, 9 (t) =log (t+ 2). (17) 

由 此 就 推出 了 定理 2.1, 这 给 出 了 定理 2.1 的 另 一 证 明 . 
如 果 利 用 由 定理 24.1.6 推 得 的 估计 : 在 区 域 (24.1.40) 中 有 

估计 (24.1.41) 成 立 ， 那 未 ， 就 可 在 定理 1 中 取 
| 0(t) = c, (log t) 2“: (log log t)2 , 


(18 
o (t) =(c,+ Dlog logt ， ) 


并 由 此 得 到 (s) 的 最 好 的 非 零 区 域 : 
定理 2 存在 正常 数 ck , 使 得 在 区 域 | 
o>1—ce(log’ (|t|+4)loglog (|t|+4))™'? (19) 
rh, ¿(s 8483 x. 


O Op, RIR hættan PE EQ Bi a, —— 3 Wi P (111 


通常 把 de la Vallée Poussin 的 方法 称 为 “整体 "图 数论 方法 ， 
Landau 的 方法 称 为 “局 部 "函数 论 方法 ， Landanu 方法 依赖 于 

:(S) 在 直线 c= 1 附近 的 阶 估计 ， H RUAS SE as AR atun E 

24.1.6， 并 由 此 得 到 了 定理 2. 
下 面 直接 用 Landau FERAE T Cs) Z (s) 和 1⁄2(s) 的 阶 估 

TR. 为 此 ， 先 来 证 明 

引 理 3 设 f(z) fE] z— zol 和 r EE, f(z) 关 0， 以 及 满足 
[f(z) zol 和 M, 1z 一 zol 和 r， (20) 
If z) zols AM. (21) 


再 设 0<r “gr/A ,f(z) 在 区 域 : | z— z |< r 2.Re(z—z))2 — r 
上 无 零点 ， 那 未 ， 对 任意 的 0<a<1 有 
f (2) (zc r'log M+ M ,|1z-zo| 和 ar ， (22) 


其 中 < 常数 和 wx 有关 . 
证 : 由 式 (9.3.6) 及 所 给 的 条 件 可 得 : 


—Re(f (2) /f(z)) <16r'logM, |z—z 0 |<r' (23) 


对 函数 — f (z) /f(z) 应 用 定理 4.2.2( 取 R=r “r=ar ) ,由 式 
(23) ,(21) 及 式 (4.2 .3) 即 得 所 要 结论 . 
定理 4 在 定理 1 的 条 件 下 ,在 区 域 " 


s> 1— Š. 0 (2 |t 1+3) 


， >2 24 


中 有 估计 


f 


6 = @(2|tl+3) 
; (s) < TAREE (25) 


1 o (2 |t1+ 3) 
—— x POTD ` (26) 


特别 地 ， 


1) 由 证 明 可 看 出 ， 下 式 中 的 14 可 用 任 一 小 于 1 BERRE. 
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£ ° 9 (2 |t |+3) 


TEET < Sora, 1t >2. (28) 


证 : 不 妨 设 t 关 2 . 现 来 应 用 引 理 3 (把 z KA s). 取 s= 
1+ (e, /2)0Qt + 3)(@(2tyr 3)) +it,,r=0(2t;- 3). 由 条 件 容 
易 推出 : 在 |s 一 so |< r tE 

¿ (s) J er 
Ç Cso) i oo— l 


此 外 ， ) 
¿ p (2tot3 
R (so) < —9 (23) ' 
所 以 在 引 理 3 中 可 取 M= ese Co, BUR r = Gc,/2)0(2t + 3) 
(Oo(2fu+ 3)) -1 .只 要 假定 1 适当 大 就 有 7r ' < r/A, 且 由 定理 1 
= : 


9 (2t+ 3) 
< log ok ( 0 (2t+ 3) ) a 


< log 一 +0(1). 


这 就 证 明了 式 (26) 4 o 时 成 立 ， 而 当 c> a 时 式 
(26) 显然 成 立 ， 

由 于 0(t), oO 可 取 由 式 (17) 或 (18) 所 给 出 的 函数 ， 所 以 
由 定理 4 就 可 得 到 相应 的 结果 . 

定理 5 存在 正常 数 cy, 和 cy , 使 得 (a) 在 区 域 


co21-c,(log|t) ', |tl>2 (30) 
中 有 估计 
(9) < log |t|,， T < log |t|; (31) 
(b) 在 区 域 
G> 1—c (log2|t|loglog|;) '*,lt|210 (32) 
中 有 估计 
(9 < (log’|t|log log |tD)'” (33) 
TLO < (log?|t llog log It l)'^. (34) 


这 些 结果 比 定理 2 .2 要 好 ， 而 且 还 得 到 了 7! (s) 的 佑 计 . 

像 推论 8.4.3 一 样 ， 我 们 也 可 以 利用 Landau 的 局 部 方法 ， 
直接 从 非 零 区 域 来 推出 《s)/t (s) Al £! (5) 在 相应 区 域 中 的 阶 
估计 ， 

附注 .关于 L(s) 非 零 区 域 还 可 以 用 其 它 方法 来 讨论 . 可 参看 
[24, 第 十 一 章 ] 及 [25, §4.1]. Motohashi 的 证 明 是 利用 Selberg 


ES —— s OIa—IVOrm 


5 题 


1 . ERL (s) 的 复 零点 均 在 长 条 0<c<1 A. 
2. 按 下 面 的 步骤 来 实现 Hadamard 关于 (1 + it) #0 的 证 明 ; 
(a) 设 o>1， S=} po, P=} pcos(tologp， 交 = 
p p 


Y pcos (2t, log p) .如果 1T+tito 是 《(s) 的 零点 ， 那 末 对 任 给 的 正 
P 


数 gs， 必 有 正 数 5, 使 当 0<ac-1<56 时 ，P< —(1—e)S. 
(pb) 设 0<xc<rr4,S =L D, 这 里 2 表 对 满足 以 下 条 件 的 p 求 和 : 


OED aacto log p< (2ktÜz+a, k= 0, +1, 十 2, … . 再 设 S=S ' 
+S”, 及 4=S S. 那 末 当 0<c-1 和 5 时 ， 有 (1 一 Da- cosa) <: ( 考 
虑 把 P 表 为 类 似 的 两 部 份 P + P ”). 
(c) Q2 S (À cos 24— 1+4), 由 此 推出 ool Q— + oo. (考虑 把 QO 表 
为 类 似 的 两 部 份 O + Q ”. 
3 . 设 a>1 S, P, Q 的 定义 如 上 题 . 证 明 (a) P:<S(S+@)Z2:(b) # 
(4 A = XY A MWE raa: YE H (#IE aY rH#FAB3AFBH T £ (1+ it) 


10. 


l1. 


12. 


出 在 这 区 域 中 有 ( (s) (s)< log’t ,以 及 logt (s)«log’ t. 
以 下 的 第 7 一 14 题 是 为 了 定 出 定理 2 .1 中 的 非 零 区 域 的 常数 cl U. 这 
些 题 中 的 符号 ， 未 加 说 明 者 有 相同 的 意义 . 

证 明 : 4 0<0<2, t> T>0 H8 


其 中 


A=- + log2-( Z + 部) , 42= 一 二 og2+( Z + 年 上 . 


1 l p d fiS) L 
7 logt+ À, < 7 Re T (1+ s) > logt+A,, 


2 4 TJT 2 4 TJT 


t uz0,0<a<1⁄2,0>1, k t=(1+ /1+4c2 )2. 再 设 G (c) = 
(o-a) ((o—a)} +u) + (o—1+a)((o-1+a)?+u). 证 明 : G (G) > 
G(r) 人 /5 . (FIE F (« u) =((o 一 x)?+wu) G (z). WA: 50-a < 


T— 


1+a 时 F(«, u)<21-1; o-a>tr—-1+« 时 F (z ,u) < 


max{ 21-1, (e~a)? ((z —a) ! + G—1+a) .由 此 推出 总 有 
F(a,u)<2x-1<Js (20—1).) 


当 


u=0 时， 上 题 可 改进 为 V5 (0-a) i>(t—x) !+(t- 1+x)- 


设 1<o<5A4, t>T>12, s=o+i, $51=71+it. O 


-Reč (s) (s),c=14/5 .证 明 :G8)-cf (s)<2"!(1—c)logt+A, 
其 中 4;= (I~-c)(y/2+1- (3/2)log2—logn)+T n A+4/T)+cT' 
(mA+2/T), 7 是 Euler 常数 .此 外 ， 若 i (s) 有 一 个 零点 B+it 
p>1/2. 则 f(s) 一 ef (s1)<2 (1-c)logt+ 43- (c — B) `!. (利用 式 
(8.2 .7) ). 


证 明 : (a) 当 1<og2(x-1) 时 , f (0o) <(o—1) '-(2(c+2)) `. 


(利用 式 (8.2 .5) 及 (3.3.9) (m= 1))， 
(b) 当 g>4 时 , fla) <(c—1) '. (利用 式 (6.3.24)). 


设 n>2, 以 PP 表 满 足以 下 条 件 的 全 体 三 角 多 项 式 p, (g)= ao+ 
aicoso + -.- + g_cosne 所 组 成 的 集合 :对 任意 的 o ,mm (@)2> 0,a, 20 


(0<k<n), 及 qo<ai .再 设 V (ps)=(ait…+an) Va - Vao) , 
v= lm inf V (p), Ro=2-1(1 一 c)V ,c=1 人 /5 . 按 以 下 步骤 来 


O pn € 


证 明 : 对 企 给 的 。 >0, 必 有 了 =T(e), 使 得 Lt(s) 在 区 域 : o>1-(R 
logt) !, 1 之 T 中 没有 零点 ,其 中 R=Ro+e. 


1) 


.194. 


见 C.BE.CTedkH,MaT.3aMeTKH,8(1970)，419 —429. 


14. 


(a) 取 定 一 个 多 项 式 p, (po)e P, EV (p,) < V+e .考虑 函数 S(t) 
= Yar{f (otik) -ef (rtik)), 这 里 1<o<5 轨 .如 果 +it 
(p>1/2) 是 Ls) 的 零点 , 那 末 , 0<S(1)<aolo-1)'-ai(e -Pp 
+ 2-! (1-0) Èa ,logt +ao(o-! (o-1)-ef(1))+4;,A;= 


43 > ar+27! (9 a,logk . (利用 第 10,118). 
Ti 


k=l 
(b) 证 明 : 41<0< 548 a (0—f)'! < aolo—-1)+K, K= 
2-1(1 一 0)$ a,logt+A5. (HIH f(2)>0.569). 
k=1 
(c) 证 明 : r> TOB, p<1-/a a K =1-( 2 4 一 
¿V (p. )logt +A G/a, -,/ar) Yt 进而 推出 所 要 的 
结论 . 
在 上 题 中 取 n=4, p, (p) = (0.28+ cose)2 (0.91+ cosp). 由 计算 证 明 : 
(a)ao=1 .40277.… ,41=2.39142... ,qa,=1.46285, a;3=0.595, a4= 
0.125; (b) 34.8< V (ps) <34.9, 以 及 2 "(1-c) V (p) <9.65; (c) 


4 T> 12 Bf, 4;<0. 
证 明 在 区 域 : o> 1 一 (9.65 log t) ! ,t> 12 中 5 (s) 没 有 零点 


1) Rosser 和 Schoenfeld ( Math. Comp., 29 (1975), 243— 270) 证 明了 在 区 域 


g21-(l2log((4A7)) l, 221 中 (8) 没有 零点 . 
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第 十 一 章 素数 定理 


S 1. 问题 的 提出 和 进展 


设 x 为 正 数 ， 研 究 不 超过 x 的 素数 个 数 x(x) 是 数论 的 一 个 
E Kona dF E a M Learndran 二 可 犯 舍 计算 起 中 小 ， 


对 于 大 的 x, z (x) 近似 等 于 
x (logx— B) `!', | (1) 
h R= 1.08366. 1849 年 12 H 24 H. Gauss 在 给 Encke 的 一 


(x/logx)/Lix> 1, x> ce, (6) 
Legendre 和 Gauss 都 认为 应 取 f (x)= x/logx, 即 应 有 
n(x) (x/logx) > 1, . x— oo. (7) 
这 就 是 现在 熟知 的 素数 定理 .如果 要 进一步 考虑 误差 ， 以 后 将 会 
看 到 Gauss 的 猜测 是 惊人 的 精确 ,就 是 说 取 f (x) =Lix 要 比 取 
f (x)= xvlogx 所 得 的 误差 更 小 . 通常 把 估计 出 余 项 
ri(X) =n (x) — Lix (8) 


或 
r, (x) =z(x)— x/logx (9) 
Wh Zk HI Te obh H AT ah ra K ç 3 Z hi <Ë ( Q Y ñi Z Th k 


e6pIIIeB 虽然 没有 证 明 素 数 定理 ， 但 证 明了 著名 的 不 等 式 

cix(logx) !<x(x) <c,x(logx) ',x22 . (16) 
其 中 c, , c, 是 两 个 很 接近 于 1 的 正常 数 ， 这 是 继 Euclid 证 明 素 数 
有 无 穷 多 个 之 后 ， 在 理论 上 所 得 到 的 关于 7 (x) 的 第 一 个 重要 成 
果 ， 他 还 指出 : Gauss 的 近似 公式 (2) FE Legendre 的 近似 公式 
(1) 精确 ， 并 且 证 明了 式 (7) 左边 的 极限 如 果 存 在 ， 那 未 一 定 是 1. 
JAK(15), (16) 可 推出 : 


C3X' <y (x) — 0(x) < c,x!2 , (17) 
其 中 c,,c, 是 两 个 正常 数 , 从 式 (12)，(13)，(17) 知 ， 素 数 定 理 
(7) 等 价 于 命题 


0(x) ~ x, (18) 
A (x) — x. (19) 
而 余 项 rm (x) 的 估计 可 相应 地 转化 为 估计 余 项 
r (x)=0 (x) —x , (20) 
或 
. (vl = (y) — x 21) 


1859 年 ，Riemann 在 其 题 为 “ 论 不 超过 一 个 给 定 值 的 素数 个 
数 ” 的 著名 文献 中 第 一 次 系统 而 又 深刻 地 (虽然 他 的 论证 许多 是 
不 严格 和 不 充分 的 ) 研究 了 作为 复 变 数 s 的 上 函数 


g(s) = y ， o>1: 


建立 了 A OMU) 的 复 零点 之 间 的 一 个 关系 式 ( 见 式 (12. 1.10), 
(12.1.11)). 他 的 分 析 表 明 素 数 定理 与 4 函数 的 复 零 所 的 分 布 有 
着 密切 的 关系 ， 为 研究 素数 定理 指明 了 方向 .关于 Riemann 的 这 
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E, Hadamard” $ de la Vallée Poussin? Æ 1896 年 几乎 同时 独 
立 证 明了 素数 定理 ,进而 , 在 1899 Æ dela Vallée Poussin 证 明 
了 更 强 的 带 余 项 的 素数 定理 ? : 
r, (x) << x exp (— c Jlogx ), j=1,2,3, (22) 
c NE 3320. 目前 最 好 的 结果 是 A.Walfisz) 利用 H.M. 
BuHorpanos 估计 Weyl 指数 和 的 方法 得 到 的 ， 他 证 明了 
r (x) << x exp l1— c (log x) + (loglog x) $], j=1,2,3. (23) 
本 章 将 证 明 式 (22)( 见 定理 3.1) 和 式 (23)( 见 定理 3.2) 
关于 A.Selberg 和 了 .Erd6s 的 素数 定理 的 初等 证 明 及 其 意 
义 ， 以 及 其 它 有 关 初 等 证 明 的 内 容 参 看 [27]. 


$2. P 的 表示 式 


设 | 
(x), xÆ#p* , 
pOL) i (1) 
(YO-A) 2. x=p*. 

H Perron 公式 (定理 6.5.2) 立即 推出 : 

定理 1 设 x>2,T>0 我 们 有 

b+iT 
_ S LX 
i (x) = zni W r: (s) A ds+ Ri(x,T), (2) 


其 中 b = 1+ (logx)-! ,以 及 当 x RERAN 
R (x,T)<<xT 'logx+ xlog x min(1, T 'logx) + logx 
` min(1,x(T x) 1) ， (3) 


1), 2), 3) 分 别 见 [14, 参 考 资料 : 125,126,130] . 
4) 这 里 和 以 后 的 c 可 表 不 同 正常 数 . 


5) Weylsche Exponentialsummen in der Neueren Zahlentheorie, VEB Deutscher 
- imi i 全 
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x` 


-~ ds+ R (x, T), | 
其 中 x- 2 _ Í (0), 2” yg m Š (ç 
p £ 2n 4 S 


在 极点 s=1，s =p (t(s) 的 非 显然 零点 ) ， s=0, K s=—2n 
(¿(s) 的 显然 零点 ) 处 的 留 数 。 由 定理 8.4.1 及 式 (8.3.3) 得 
-U+iT 
_ £ NX x 
W z (s) ç ds << U Tlog(U+T), 
由 条 件 (7) 得 


b+iT b 
, s log*|o + iT 
| - + (9 2 a< | Jog lc 十 这 | egg 


b 
log? T 5 xlog’T 
<< T | =< < Tlogx 
REMA log'yy iy 充分 大 时 为 减 函 数 ， 同样 可 得 
-U-iT 
— KS X’ xlog’T 
| 4 (3) S ds < Tlogx 


令 U— +o, 由 以 上 四 式 可 推出 ; 当 条 件 (7) 成 立时 有 
j (x) =x— 2, x t (0) 一 > log (1- l ) 


ly 1 T p 4 x? 
xlog’T J 
+ + N . 
o( Tlogx R (x, T) x (8) 
` I | ra Ra re = > | 


当 T> 2 不 满足 条 件 (7) 时， 由 推论 8.4.2 知 可 找到 一 个 了 
T<T <T+l1. 使 其 满足 条 佚 (7) 、 因 而 有 _ 


由 式 (8.3.3) 及 Rep<1 知 
x xlog T 
T<lyl<T ' p T I 
由 以 上 两 式 不 难看 出 ， 这 时 式 (4) 亦 成 立 . 
利用 定理 1 或; 或 定理 2. 从 关 王 “函数 的 非 堆 区域 的 结果 , ,就 


Ts —— TRH i 


| a—-i T a+iT b+iT c’ 
yo) 
2ri b-iT a- T a+iT 6 
s log? 
i 2- ds+ o( zog tlogx) . 
只 要 ci 取得 足够 小 ,由 推论 8.4.3 及 
1 
(s) T t O(1) 
可 得 
sat+iT , ; 
| -L (s) 人 ds << x° (logT)?* 


6 
<<xexp f- C4 er laog T) 
再 由 推论 8.4.3 可 得 


a+i T , i + 
| _ (9 Xd < LUT e x(ogT)'"” 
b+i T ; Š T T 


取 logT=(logx)! tb BUER ARAC) 34 j=3 时 成 立 . 
由 此 及 式 (1.16) 推 出 式 (2) 4 j= 2 成 立 ， 进 而 由 式 (1.14) 知 


n(x) = — T +| t du+ (x) 
dp , Ulog’u logx 
i r (u) | 
+ | i ) z du. (3) 
2 


ulog’u 


由 于 式 (2) 当 产 2 时 成 立 ， 故 有 


Prw , [r 
— — du= + <<. [n +vexyfce Cloer)! ®t} (4) 
—— s O  ............ 


这 就 证 明了 式 (2) 当 j= 1 时 也 成 立 . 


| aL _— SSS 


所 以 


p 
> 之 << xexp{ — clogx (logT) 2) È l . (6) 
lylsT P Iy |< T ipl 
由 式 (8.3.3) 可 得 | 
1 1 1 
> — < — + 一 一 (7) 
HESI Ip| > |p| ,和 |p] 
<<1+ 》 4 log j <<log?T . 
2< j<T 
由 式 (6) 和 (7) 从 定理 2.2 推 得 
o g o; ， -im ar, Xlog’(xT) 


1 是 一 m s= KI 


å < 


d 


d 


i 
Tu. 


| \ 


:, . 
I logT =(logx)/*2 ,由 上 式 即 证 明了 式 (2) 对 ji= 3 成 立 _ 以 
TE 


这 两 个 证 明 的 不 同 之 处 在 于 : 第 一 个 证 明 需 要 £ (s) 在 


lim fix) <0, (3) 
x” 00 g (x) ~ 
则 记 
如 果 | 
mm Ll >0， (5) 
“=% g(x) 
则 记 
f(x) =Q (g(x)) ; (6) 
如 果 式 (1) ， 式 (3) 同 时 成 立 、 则 记 
fo) =Q (g). | (7) 
容易 看 出 ， 式 (6) 成 立 的 充 要 条 件 是 f(x)=o(g(x)) 不成立 ， 所 | 
以 符号 Q 是 符号 o 的 否定 其它 符号 也 有 类 似 的 意义 . 证明 形 


如 式 (2) ,(4) ,(6) ,(7) 的 结论 ， 通 常 称 为 2 定理 . 
为 了 讨论 素数 定理 余 项 的 Q EM, TUAH nx) = 
V(x) 一 x， 但 用 xr,(x) 和 产 (x) 并 不 方便 ， 相 应 于 ri(x) 要 用 


r,(x) = J(x) — Lix (8) 
来 代替 ， 这 里 ( 用 Riemann 的 符号 ) | 
J(x) => A(n)(logn) -1 . (9) 


H< x 


先 来 证 明 一 个 最 简单 的 结果 . 

定理 1 Ba PE t(s) 的 零点 实 部 的 上 确 界 . 那 未 ， 对 任意 的 
s>0 # | 

| r (x) =Q, (xx 5 ， (10) 
r (x) = Q, (x°). (11) 


证 .两 式 的 证 明 是 相同 的 ， 式 (10) 更 为 容易 些 这 里 只 来 证 
明 式 (11)， 容 易 证 明 对 实数 s> 1 有 


re 


tun zz DA YE LLUN 


1) 式 (10) 和 式 (11) 不 能 互相 推出 . 需要 各 自 独立 证 明 . 
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， | J (0) x dx= logis), (12) 


S | x * 'Lixdx= —log(s— 1)+g (s) ， (13) 


l 


这 里 g (s) = e° Lie + [y ey — 1) dy+ | ule ydy Eph 


r, 


数 ， 设 0<4<a， 
人 I<x<e, | 
c (x) = | | ` (14) 
x '(J(x) —Lix—-x)) , x>e. 


由 以 上 三 式 得 : 3 s> 1 时 有 
| c (x)x sdx= s llog((s— 1)£(s)1— (s— 4) !— s !g(s) 


= f(s). (15) 


式 (15) 左 边 是 一 个 Dirichlet 积分 ( 见 式 (6.1.19)). 设 oo 是 
它 的 收敛 横 坐 标 , 这 积分 在 半 平 面 Re s> o, 内 确定 了 f(s)( 它 是 s 
平面 上 的 多 值 函 数 ， 见 $8.5) 一 个 单 值 正则 分 支 ， 由 式 (15) 知 ， 
在 半 平 面 Re s> ao APREA c 的 零点 ， 所 以 ai 和 co . 男 一 方 
Es- DEO EKER s> 0 上 无 零点 和 极 反 ， 所 以 所 s) 在 半 直 


证 : 我 们 来 证 明 式 (16) ， 式 (17) 的 证 明 是 类 似 的 ， 留 给 读者 ， 
设 b 是 一 待定 正常 数 . 
c(x)=x ` !(g(x)—-x+bx%*)=x (r(x) +bx) . (18) 
34 s> 工时 有 


| x e ()dx= - — = (s) - l 4 b 
1 


s— 1 S — A, 
= f(s), (19) 
显 见 f(s) 可 解析 开拓 到 半 平 面 Re s>a (17.4.8) Ha E Ë 


a zs PaE WW ~ nt | 


eri Da TU glej LL Pirr pes Aoa 


2 / s 
yi Co) 一 去 (1- 二 J = (4 o+ — Jefo ds . 
(b) 证 明 上 式 当 c=1 时 也 成 立 ，( 利 用 Cauchy 积分 定理 ,及 定理 
10.1.3 一 一 即 习题 10.60) . 
(c) 由 Riemann 一 Lebegue 定理 证 明 y (x) ~ x2, x>. 
(d) 证 明 Tauber 型 定理 : 设 A(x) 是 区 间 (1, + oo) 上 的 递增 图 数 , L. b 是 
两 正 数 . 若 . 


Á; | A(u)du — Lx l ,x— +œ, 
l 
则 4(x)~ bLx®!, x >=> +o. 
9. 六 g(x) =| u'y (u)du, x> 1. WEH: 当 c>1 时 有 由 (x) = —— 


1 


(e) WQ f s)=g(s)—- (s-—1) !. WEH: 在 区 域 o>1,|s 一 1|>1 上 f(s) 有 界 ， 
而 当 c21, s—1 BF, f(s)<clog(1/(c—1)). 进而 推出 : 


h()=x-—logx— 1+(ç20) | f(l+it)(1+ it) 2 x'tdt. 


(f) 类 似 第 8 题 的 方法 证 明 : h(x)~ x ,g(x) —x, UR nlx) ~ xlog 'x. 
11. 若 Lt(s) 在 区 域 Re s>x (x>1/2) 中 无 零点 , 则 Wx)=x+0O (x*log?x). 
12. 设 0<4<1. 如 果 y(x)=x+0(x*), WK, (a) 除 了 s=1 是 一 阶 极点 外 ， 

一 < 《s) /i(s) 在 半 平 面 o>4 内 解析 (利用 关系 式 —¿ (s) Z(s) —¿ (s) 


= Y Am1), 0>1); (b) —E#4>1⁄2. 


n=i 
13. Bai 是 5(s) 的 零点 实 部 的 上 确 界 . 证 明 : yix) =x+ O(x“llog2x). (A 
用 定理 2.2) 
14. 设 41 是 使 (x) =x+0O(x“) 成 立 的 4 的 下 确 界 ,a | 同上 题 . 证 明 :4,=&,， 
HE y(x) =x+ O(x2l]og2x)!), 
15. 设 (x) 2 8 题 给 出 . 证 明 : (a) 当 xz>1 时 有 
1 erh H l l r’ wo. „l-2m 


| 一 -一 
”rr M O—_OSSS SSƏIƏI 


re 


s= 1Hf,2 n !A(n) =logx—y+o(1), x> œ, P: F yX Euler 常数 ， 进 


而 推出 ， 当 x 一 + o 时 ， 
2, p 'logp=logx — tp i(p—1) "logp+o (1). 
p<x 
(c) 根据 西数 的 不 同 的 非 零 区 域 尽 可 能 好 的 估计 余 项 o (1). 
20. 设 M(x)= 》 u(n). W: (a) 在 定理 3.1 的 条 件 下 ，M (x) << x 


-exp Cc(logx) 17(1t2)) c 为 正常 数 ; (b) 对 M(xz) 有 相应 于 定理 3.3 的 
结果 成 立 . 
21. 设 定理 3,1 的 条 件 成 立 ， 证 明 : (a) È p(n)n l i= 1(1+it) 


n<x 


+O((:I+1)exp(-—c(logx) 0t), 其 中 OO 常数 和 t X> ; 
(b) yn) nn!'logn=—-1+0 (exp (—c(logx) + )). 


n< x 


22. ËL (x) =} A(n) A(n) Æ Liouville 函数 . (a) 对 了 (x) 证 明 相 应 于 第 20 


H< x 


题 的 结果 ; (b) 在 定理 3.1 的 条 件 下 , 842 Aan U E=(Q+it)/t(1+it) 


n< x 


r O(exp (— c (logx) 1⁄4+2))), 
23. 设 Lj(x)= x 10), , j=0.1 TORNARE) = (— D 1 的 n 求 和 . 


证 明 : 在 定理 3.1 的 条 件 下 有 Lj(XW=x/2+Otexp (~c (logx)-! +2)), 
j=0.1. 


24. 设 wi 同 第 13 题 . 证 明 : w | (u (y) -y)dy=0 (x+!) (53 3 M E gë 
0 


2.2, 及 第 15 题 来 证 ); (b) | (y (yy) 一 Ddy=O(x"!). (分 别 用 定理 
l 
2.2 ,及 第 17 题 来 证 ). 


oO 
Irit 当 ot LAIR A Y A (.. 5 Rre ARAME ` (L 5 


2 2ux 


log?(2+8071)}. (利用 7( y) <| du | {y (y+0)-— y (y)-0yF dy); 
ux/2 


l 
2x 


(b) I( 0) -| {0(y+0y) -0 (y) —0yj)dy<<0x°?log2x.(XF(b) tB n] 14 


到 和 (a) 一 样 的 估计 ， 但 证 明 复杂 ) 

26. 设 x>2 ,如果 Riemann 假设 成 立 ， 那 末 存 在 正常 数 c, 使 在 区 间 [x， 
x+clog2x] 中 必 有 一 个 偶数 可 表 为 两 个 奇 素数 之 和 ， 这 种 数 称 为 
G oldbach 数 . 证 明 途 径 如 下 : 设 x 是 充分 大 正 数 ，2< hg xA0. # 


(d) 类 似 考 虑 n(x)= x '(- y(x) +x+ex'?). 证 明 如 果 
Ú(x)= x+ Q(x!2) KJ 3r, REX e<l :时 ,一 定 有 任意 
大 的 正 数 x 使 得 nx)<0 成 立 . 由 (c) 和 (d) 推 出 所 要 结论 . 


28. 按 以 下 途径 证 明 : | (y (y) — y) dy >> x?. 
1 


(a) Ë po= Bot ito. Bo> 1⁄2 是 5G) 的 一 个 一 阶 零点 . hls) 
=(ş-1-pa) '(s+1) 4(s-2)t(s-1). 再 设 对 实数 u, wilu) 


HE HH: FE-PE ckiki 次 多 项 式 已 (x), 使 得 
e u Gent 2 Ó 1 


mi  —rVIiua 


(利用 Res >18B, (s) ACs) = (— 1)“ 2 A(n), 及 第 
29 WHER). 


32. 设 4 是 给 定 的 正 整 数 ， 求 以 下 和 式 的 渐 近 公式 ， 并 尽 可 能 好 地 
估计 其 余 项 .(a) > u(n); (b) X p’ (n) ⁄n ; 


ngx (n.q)=1 n< x. Ín g) = 1 


(c) 14(d)， 这 里 4C) = (~1)244 ， 正 整数 集合 纺 ={4: 


xz n @ 
d=1 k p| d => plq}. 
33. 证 明 式 (4.10). 
34. 证 明 式 (4.17). 
35. 证明 r(x)= Vx (logx) -1+rs(x)x ' (logx) + o(1)), 
X Er lx) ,rs (x) 分 别 由 式 (1.8) 和 式 (4.8) 给 出 . 
36. 证 明 : (x) x= Q ,(x!2). 
37. 设 yi(x) 由 第 8 题 给 出 , 证 明 : W (x) 一 x/2= Q , (x! >). 
38. 如 果 Riemann 假设 成 立 , 则 (x) 一 x/2 << x!22, 


“y í FP 


第 十 二 音 Riemann 的 贡献 
$1. 划时代 的 论文 


现在 就 称 它 为 Riemann “ AX. 

Riemann Xii 图 数 作 了 十 分 深刻 的 研究 . 首先 ， 他 用 两 种 方 
法 ( 即 $7.2 ,87.3 中 的 两 种 方法 ， 当 然 他 仅 讨 论 了 “(s) 而 不 是 
£ (s,a)) 把 54s) 解 析 开 拓 到 全 平面 ,证 明 5 (s) 满足 函数 方程 (7.1. 
13). 他 还 证 明了 : s=1 是 i (3) 的 一 阶 极点 ， 除 s=1 外 上 (4s) 处 
处 解析 ; s= 一 2, 一 4,…, 一 2n,… 是 5(s) 的 一 阶 零点 ; 当 


O<s<1 B (s) 0; 以 及 5 (s) 可 能 有 的 其 他 零点 一 定 是 位 于 长 


J(x) =x (x) +z (x! 2) 2+ n (x!2)/3+.:.. , (6) 


J (x) =m (x) +m (x!2) 2 +m (x) /3+... . (7) 

进而 ， 由 Msbius 反 转 公式 得 
n (x) =Y u (n) n J (x^), (8) 
no (x) => un ox) — (9) 


Riemann 利用 他 所 得 到 的 “ 函数 的 性 质 ， 推 出 了 上: 
— w. > du 
J G)= Lix 2 Li (x f Ta Diozu +logě(0), (10) 
其 中 Li (x°) = Li (e#!esgx) , 
Lieo= | | £ dz, w=u+ vi, u 0. 


式 (10) 就 是 Riemann 在 这 篇 文章 中 得 到 的 主要 公式 ， 通 常 称 为 

Riemann 素数 公式 . 他 的 论证 当然 是 不 严格 的 ， 而 且 事 实 上 假 

= í Rep#0, 及 Rep 1. | 
由 式 (9) 和 (10), Riemann 认为 x (x) 的 更 好 的 渐 近 式 是 


IOLE Li (x '”). (11) 


他 的 研究 清楚 地 表明 了 n (x) 和 (s) 的 复 零 点 的 分 布 有 窗 切 联系 ， 
更 为 重要 的 是 他 第 一 次 提出 了 用 复 变 函 数论 来 研究 数论 问题 的 二 
新 的 思想 和 方法 ， 为 以 后 的 研究 指明 了 方 同 . 

在 数学 中 ， 一 个 深刻 而 又 没有 成 熟 的 思想 和 方法 要 为 人 们 所 
接受 和 得 到 实现 ， 往 往 是 需要 很 长 时 间 的 . 大约 过 了 三 十 年 之 后 ， 
Riemann 的 这 些 重要 结果 才 开 始 被 严格 地 加 以 证 明 . 首先 ， 


1) 他 的 原文 中 公式 (11) 有 一 点 错误 , 即 搞 混 了 函数 三 和 <, 把 < (0) 写成 了 (0). 
HK(8.1.4) 81 č (0) =1⁄2. 
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Hadamard' 在 1892 一 1893 年 发 表 了 两 篇 极为 重要 的 关于 整 函 
数 的 论文 ， 严格 地 证 明了 结论 (1), (ID 和 (IV) ， 这 就 是 第 八 章 
$1 的 内 容 . 随后 ， 他 2 和 de la Vallée Poussin? 于 1896 年 几乎 
同时 独立 证 明了 Rep Z1, 并 推出 了 素数 定理 式 (11.1.7)， 
这 就 是 第 十 章 31 和 第 十 一 章 部 份 习 题 的 内 容 ; 进而 de la Vallee 
Poussin4 又 得 到 了 《“(〈s) 的 较 好 的 非 堆 区域 和 带 余 项 估计 的 素数 
定理 ， 这 就 是 定理 10.2 .1 和 定理 11.3.2. 另外 两 个 结论 4 和 (VD 
是 由 von Mangoldt? 所 证 明 的 .他 在 1894 年 证 明了 Riemann 
素数 公式 (10) ， 他 是 利用 定理 11 .2 .1 及 习题 11 .15 来 推出 式 
(10) 的 ( 见 [8, 第 三 章 ]); ”在 1905 年 证 明了 式 (3)， 这 是 
$9.1 一 39.3 所 讨论 的 内 容 . Riemann 的 这 些 结论 后 来 又 给 出 了 一 
些 新 的 证 明 ， 其 中 有 一 些 已 在 相应 章节 中 作 了 讨论 ， 有 的 则 安排 
在 习题 中 . 这 些 新 的 证 明 最 重要 的 就 是 在 $10.3 中 讨论 的 Landau 
方法 ， 即 不 同 于 Hadamard 的 “整体 ” 清 数 论 方法 (BJ A 8 eK 
数 角 度 来 讨论 ) 的 所 谓 ”局 部 ”函数 论 方法 . 

由 上 所 述 , 可 以 清楚 地 看 出 解析 数论 的 中 心 问题 一 一 素数 定 
理 是 如 何 严 格 地 按照 Riemann 文章 所 提出 的 思想 、 方 法 和 结论 
而 取得 进展 的 从此， 解析 数论 沿 着 Riemann 所 指明 的 方 问 在 
二 十 世纪 取得 了 迅速 的 发 展 . 在 本 书 以 后 的 章节 中 将 讨论 其 它 一 
些 着 名 问题 . 

但 是 ，Riemann 所 提出 的 猜想 (V)， 虽 然 吸引 了 无 数 著名 数 
学 家 的 强烈 兴趣 ， 至 今 仍 未 获得 证 明 ， 这 就 是 著名 的 Riemann 
猜想 ， 我 们 将 在 下 节 作 一 简单 的 介绍 . | 

关于 Riemann 的 文章 可 参看 [14] 和 [8]. [8] 是 一 本 专门 介 
绍 Riemann 的 文章 ， 及 后 来 在 这 方面 进展 的 极 好 的 书 . 


$2. Riemann 猜想 


我 们 并 不 清楚 Riemann 是 基于 什么 理由 作出 这 样 的 猜想 : 
(J 的 全 部 复 零点 都 在 直线 o= 172 上 ， 在 文章 中 他 讨论 的 


1), 2), 3), 4), 5) 分 别 见 [14, 参考 资料 : 124,125,126,130,127] . 
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是 函数 三 (w) = ¿(1⁄2+ iw)， 这 是 一 个 偶 函 数 ， 猜 想 相 当 于 说 : 
= (w) 的 全 部 零点 都 是 实 的 . 他 说 : WERE (w) 有 许多 实 零 点 ， 
看 起 来 十 分 象 是 所 有 的 零点 都 是 实 的 . 他 接着 说 : 当然 对 此 应 该 
要 有 一 个 严格 的 证 明 ， 而 他 上 自己 在 作 了 一 些 徒 劳 尝 试 后 放弃 了 去 
寻找 这 样 一 个 证 明 ， 因 为 这 对 他 在 这 篇 文章 中 所 要 研究 的 直接 对 
象 不 是 必要 的 . 后 来 ， 在 一 些 没 有 发 表 的 Riemann 的 手稿 中 ， 
发 现 他 对 函数 的 性 质 有 更 多 的 了 解 ， 但 没有 找到 猜想 的 证 明 . 
这 些 手 稿 保存 在 Göttingen 大 学 图 书馆 里 . 在 Riemann 手稿 中 
的 一 个 极其 重要 的 发 现 是 Siegel” 于 1932 年 所 找到 的 关于 < (5) 的 
一 个 有 十 分 重要 应 用 的 著名 公式 ， 这 就 是 通常 所 说 的 
Riemann — Siegel 公式 (见习 题 7.36). 

在 直接 企图 去 证 明 这 猜想 方面 ， 至 今 取 得 的 主要 结果 是 这 样 
的 : 设 N (T) ¿(sJ 在 直线 c=17/2,0<t 和 了 上 的 零点 个 数 ， 
N (T) 是 在 矩形 0<o<<1,0<t< 工 中 的 零点 个 数 . Riemann 3⁄8 
想 就 是 

N(T)=N,(T), T> 0. (1) 

Hardy 首先 在 1914 年 证 明了 “(s) 在 直线 a= 1⁄2 上 有 无 穷 多 个 
零点 ， 即 


lim N, (T) = oo. (2) 
1921 Æ, Hardy 和 Littlewood 证 明了 : 存在 正常 数 A 使 得 
N, CT) > AT. | (3) 
1942 年 A . Selberg 取得 了 重大 进展 ， 证 明了 存在 正常 数 A, 使 得 
N,(T) > A, N (7T). (4) 
1956 EJ RIES E tH A X 
A,> 1⁄60000. (5) 
1974 Œ N. Levinson2 作 出 了 重大 的 改进 ， 证 明了 
A, >173， (6) 


后 来 又 稍 有 改进 ， 和 对 证 明 的 简化 . 关于 《(《s) 的 各 阶 导数 也 有 类 
似 结果 . 


1) 见 [8, Ref . S4}. 
2) Advance Math., 13(1974), 383-436. 
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为 一 方面 ,大量 的 数值 计算 都 支持 猜想 是 正确 的 ， 从 1903 
tE J.P. Gram HT f ¿ (s) 开头 的 15 个 零点 起 ， 到 1983 年 为 止 ， 
Brent ,Lune" 等 人 证 明了 : 

N(T)=N,(T), 0<T<T,=156762525.502, (7) 
NÈT.) = N, ( T,) = 400000000, (8) 
而 且 这 些 零点 都 是 一 阶 零点 . 

人 们 从 Riemann 猜想 出 发 ， 证 明了 许多 有 趣 的 推论 ， 它 们 
互 不 矛盾 ， 远 优 于 被 证 明 的 无 条 件 结果 ， 更 为 重要 的 是 个 别 的 推 
论 后 来 被 无 条 件 地 证 明了 . 这样， 从 Riemann 猜想 所 得 到 的 结 
果 也 就 为 这 一 问题 的 研究 指出 了 方向 ， 这 也 正 是 Riemann 猜想 
的 重要 价值 ， 此 外 ， 还 得 到 了 猜想 的 许多 等 价 命 题 ， 这 些 ， 我 们 
将 在 下 节 作 一 简单 介绍 . 

”” Rieman 猜想 已 经 提出 127 ET. 它 是 这 样 强烈 地 吸引 着 
数学 家 ， 据 说 Hilbert 兽 说 过 : 如 果 我 一 于 年 后 复活 ， 我 的 第 一 
个 问题 就 是 ”Riemann 猜想 解决 了 没有 ? ”. Hardy 也 说 过 : 
他 一 生 的 最 大 憾事 就 是 没有 能 证 明 Riemann 猜想 . 在 1948 年 证 
明了 有 限 域 上 的 代数 函数 域 上 的 《 函数 的 Riemann 猜想 2 的 A. 
Weil 曾经 希望 在 猜想 提出 一 百年 的 时 候 即 1959 年 能 够 证 
明 它 ,但 是 后 来 他 也 表示 : 就 是 再 过 一 百年 ， 这 也 不 见得 是 可 能 
的 ， 然 而 数学 家 对 这 一 猜想 的 难度 并 非 一 开始 就 有 足够 认识 的 、 
Hilbert 曾经 有 过 一 次 谈话 ， 谈 到 了 三 个 著名 的 数学 问题 : 
Riemann 猜想 、Fermat 大 定理 及 超越 数论 中 的 a! 猜想 .他 认 
为 : 由 于 对 整 裔 数 已 作 了 这 入 的 研究 ，Riemann 猜想 可 望 在 二 
十 年 的 时 间 内 解决 ; 同样 ， 对 代数 数论 也 已 作 了 如 此 之 多 的 研究 ， 
Fermat 大 定理 不 久 也 可 以 被 解决 ; 但 他 接着 预言 : xp 猜想 是 永 
远 超出 数学 家 的 能 力 . 但 事情 的 发 展 和 他 的 预料 恰恰 完全 相反 ， 
of 猜想 早 在 1934 年 由 A.O.Tenp 中 oHn #l T. Schneider 各自 
1) Math .Comp ., 39 (1982), 681— 689 ;41(1983)，759 一 767. 


2) 后 来 数学 家 讨论 了 各 种 各 样 的 《 函数 ， 并 把 相应 的 猜想 都 叫 作 Riemann 猜想 . 
这 方面 的 内 容 可 参看 《 数学 百科 辞典 》380 一 403 页 . 
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独立 解决 2; Fermat 大 定理 自 E.E.Kummer 以 来 取得 了 一 系列 
进展 ， 特 别 是 G.Faltings2 在 1983 年 取得 了 重大 的 突破 . 可 是 ， 
唯 有 Riemann 猜想 昌 从 各 方面 对 它 进 行 了 探讨 ， 但 对 猜想 本 身 
实质 上 并 没有 取得 任何 进展 . 当然， 由 于 对 它 的 深入 研究 ， 大 大 
推动 了 许多 数学 分 支 的 发 展 ， 可 能 这 正 是 一 个 重要 的 猜 
$ 无 论 它 是 正确 的 ， 还 是 错误 ， 还 是 仍然 没有 被 解 
决 一 一 的 真正 价值 , 


$3. Rieman 猜想 的 推论 及 等 价 命题 


我 们 以 RH 表 Riemann 猜想 . 在 Titchmarsh 的 书 [32, 第 
十 四 章 ] 中 对 本 节 所 讨论 的 问题 有 详细 的 研究 . 这 里 只 是 简单 地 
谈 一 谈 ， 如 果 RH 成 立 , 那 末 前 几 音 所 证 明 的 一 些 结 采 可 改进 到 
什么 程度 ， 此 外 ， 再 讨论 几 个 与 RH 等 价 的 命题 . 所 有 这 些 都 不 
给 出 证 明 ， 有 的 指出 证 明 的 方法 ， 有 的 则 把 证 明 安排 在 习题 中 . 
至 今 在 这 方面 仍 不 断 有 新 的 进展 . 

推论 1 若 RH 成 立 ， 则 除 s= 1 F, log ¢(s) 在 半 平 面 o>1 儿 2 
内 正则 ，s= 1 是 它 的 对 数 支点 . 

log ¿ (s) 的 定义 见 S8.5,S=1 是 它 的 支点 ， 它 是 多 值 的 ， 可 
按 38 .5 来 确定 它 的 单 值 分 支 . 这 是 RH 的 显然 推论 ， 也 是 大 多 
数 其 他 推论 的 基础 . 

推论 2 若 RH 成 立 ， 则 对 任意 的 s>0, 4 1/⁄2<00<1 
时 ， 一 致 地 有 

log (o+ it) < (log | t|)2-2%+: |+t|2> 2, (1) 

其 中 < 常数 仅 和 se , ae 有关 . 

这 就 是 [32, 定理 14.2], 证 明 要 用 到 定理 4.4.2 K 4.3.1. W 
习题 1. 由 推论 2 可 得 

推论 3 #RH 成 立 则 对 任意 的 ae>0, 当 12<asosg1 
时 ， 一 致 地 有 

1) 参看 [12, 第 十 七 章 8$8 ]. 
2) Inven .Math .，73 (1983) ，349 一 366. 
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¿(s «ltl, |t]|2>2, (2) 
l/s (s) «ltl, lt|22, (3) 
其 中 < ARME, ono 有 关 . 
这 是 [32, Ñ (14.2.5), (14.2.6) ]. XHEP 1/2 < 0o,< 1, R £ 
使 4,=2 一 20o6t+ eo<1. 由 式 (1) 知 , qo < <1,|t|<2 时 ， 
log] ¿(s) |<|logt (s)|< AG(log|t| 26. 
由 4<1 知 , 当 oo<o<1,1t|>to(le,40) 时 有 
log |¢ (s)|< elog |t|, 
这 就 证 明了 式 (2) . 类 似 可 证 式 (3). 
由 式 (2) ARNAR u (o) ( 见 定义 4.4.2) 的 连续 性 知 
推论 4 若 RH 成 立 ， 则 Lindelöf 猜想 ( 式 (7.5.11) ) RZ. 
关于 上“(S 在 c=1 上 的 阶 估计 可 改进 为 ( 见 [32, 定理 14.8j]) 
推论 5 ARH 成 立 ， 则 对 充分 大 的 111 有 


llog (1+it)|<1og log log |t|+ A. (4) 

特别 的 
¿(1+it) < logloglt|, (5) 
1AL(1+it) « loglogltl. (6) 


关于 函数 S(T)( 式 (9.1.2)) 及 S,(T)( 式 (9.4.2)) 的 估计 
可 改进 为 ( 见 [32, 定理 14.13]): 
推论 6 若 RH 成 立 ， 则 有 | 
S(t) < log|t| (log log|t)-), (7) 
S (t) < logl|t| (log log Itl) 2. (8) 
关于 (s) (s) 的 渐 近 公式 (8.4.1) 可 改进 为 ( 见 [32, 式 
(14.15.2)]) . 
推论 7 若 RH 成 立 ， 则 有 
三 (s) = > (s=— p) '+O(log|t). (9) 


iy—ti< (log loglr 17} 
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log (s) 的 渐 近 公式 (8.5.3) 可 改进 为 ( 见 132, 定理 14.15]) : 


推论 8 若 RH 成 立 ， 则 当 1⁄2 < c < 2 时 有 
log (s) = > log (s— p) 


iy-tl<(oglog!tD-! 


+ o ( 8811 oglog pel 
‘log log |t| 


M (x) 的 表示 式 (11.2.4) 推 出 : 34 T 2 x! log x 时， 
ý (x) —x+ 》 < < x! logx. (11) 


HET 
Goldston0 把 这 改进 为 
推论 9 ARH 成 立 ， 则 当 T > xl2 (logx) | RR (11) RA. 
关于 素数 定理 本 身 ，von Koch (W[14, 3} (76) ]) W T 
推论 10 若 RH 成 立 ， 则 
(x) =x+ 0 X'2]og2 x). (12) 
Jae T=x ,由 式 (11) 及 (11.3.7) 就 推出 式 (12). 事实 上 式 
(12) 和 RH 是 等 价 的 (见习 题 11.11 一 11.14). 更 精确 地 说 ， 可 
以 证 明 
等 价 命题 11 cx 是 i (s) 的 零点 实 部 的 上 确 界 的 充 要 条 件 是 ， 
使 下 式 成 立 的 1 的 下 确 界 等 于 ai : 
iy (x) = x+ 0 (x?). (13) 


(10) 


此 外 ， 这 时 必 有 
f (x) =x+O(x“'log2x). (14) 
Grosswald? 证 明了 当 w > 1⁄2 Bf, 式 (14) 中 的 log ?x 可 去 
Pé. 
关于 相 邻 素数 之 差 ，Cramér 证 明了 ( 见 [14,21,1]): 
推论 12 若 RH RZ, 设 p, 是 第 n 个 素数 ， 我们 有 
Pari pn < p, 108 p, . (15) 


1) Acta Arith ., 40 (1982) , 263 — 271. 
2) C. R. Acad .Sc . Paris ,260 (1965), 3813 —3816. 
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ÉJ ras + 


它 的 证 明 安 排 在 习题 4. 
在 习题 11.21 中 证 明了 : 当 o=1 时 


> n (n) n”: = 1⁄0 (9). 


而 当 RH 成 立时 ， 上 式 当 o>1/2 也 成 立 ， 事实 上 可 证 明 ([32， 
定理 14.25 (A) 及 (B)]): 


等 价 命题 13 RH 成 立 的 充 要 条 件 是 级 数 J(n)n-: 当 
c> 1⁄2 WHY S. ë 
充分 性 是 显然 的 ， 必 要 性 可 由 Peron 公式 (定理 6. 5. 2 ) 
RA GEH. 
最 后 ， 来 谈 谈 RH 和 
M(x)= } u(n) (16) 


n&x 


的 估计 之 间 的 关系 . 类 似 于 等 价 命题 13 易 证 (A [ 32, Z BE 
14.25 (c) ]) : 


等 价 命题 14 RH 成 立 的 充 要 条 件 是 对 任意 正 数 & 有 


M(x) x!2*£ (17) 
我 们 对 MO) 的 性 质 了 解 得 很 少 ， 它 和 w(x) - x 有 相似 之 
处 , 但 并 不 相同 .猜测 M(x) < x'?, Mertens £ 2 38 W| M (x)! 
<x!2, x>1. 但 最 近 , 已 被 Odlyzko Ñ Riele” EHA Mertens 的 
猜测 是 错误 ， 他 们 证 明了 
— 1.009 <lim inf M(x) x 1 lim supM(x) x !2>1.06. 
— me (18) 


他 们 猜测 | 
lim sup IM (x) |x `! 2= oo. (19) 


关于 这 方面 的 讨论 和 资料 可 参看 他 们 的 文章 ， 


1) J.reine angew. Math.. 357 (1985), 138—160. 
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1. 


3. 


习 题 


按 以 下 步骤 证 明 推论 3.2. (a) 设 0<56<172,so=2 二 让 . 对 函数 logt (s) 
应 用 定理 4.2 .2 , uFBHZEB]| s—s | <3⁄2— ó EE logt (s< ó log1r|， 
|r|>2, H < 常数 和 6 EE. (b)i& 1<o<|t], Ci C, .C, ED) oi + it 
为 心 分 别 以 r1=01 一 1 一 14 ,=0, 一 0,=01 一 1/2 一 6 为 半径 的 圆周 , 这 
Hoon 6 是 待定 正 数 ,日 使 r,>r>r! . 在 此 三 圆 上 对 log (s) w F E ya 


4.3.1, 利用 (a) W H logi (s)«y 16 2 (log |+ Yth, 这 里 hx 


6+n+o, ! ;< 常数 均 和 6， nf 无 关 . (c) 适当 选取 6 s H gjs’ 证 明 对 
充分 大 的 |t| ， 当 12 + (loglog|t|) ! <o < 1 BF, # logg (s) < 
(log log 111) Gog |t)? 其 中 < 常数 是 绝对 常数 . (d) 证 明 推论 3.2. 


. 若 RH 成 立 ， 则 对 任意 实数 TU 天 充 分 大 )， 一 定 可 找到 一 个 t, 


T<t< T+1 使 得 (a) 当 1/2< og1 时 ，log CL(otit) < log|lt| 
‘log log log | t | (log log ||) 7! ;(b) 当 1/2<o<1 时 ， | (c+it)|> 
expí— A log |t| log log log |ti (loglog111) 1 , 其 中 4 为 正常 数 ; 
(c) 5 letit) (o+it)« logit! . (利用 推论 7 和 8). 

按 以 下 步 双 证 明 推论 3.9. 

(a) 设 m.s 为 复数 ,1s|<1/2,ims|<2 .证 明 

[1(1+s)"—1—-msls<2.6l|m| (ml|+1)1si?. 

(i |s|=r,|ml=4, 4 r)=0 时 显然 成 立 ， 当 r4z0 时， 证 明 : 
R=|(1I+s)"—1-ms|. |m (lml+1)s2| < (1—r) 1 1-2) 
(24 (+1l)r 2 六， 由 此 推出 R&2.6. 这 里 对 数 取 主 值 ). 

(b) Ë Ú (x) H3JE8 11.8 给 出 ， 利 用 习题 11 .1$ 证 明 : 

Xis h= h(x)< x 人 2 时 有 


(+W)! (x+h) yy (xth) — x (x))} 


ptt_. ptl 


 (+h)p(p+1) +K (x,h), 
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Ee eT s 


这 里 |K (x,h)|< 3. 
(c) 证 明 2 y 2 = (logT)/(2xT)+O0(1 江 ).( 利 用 定理 9.2.1 W. 
T< 
这 就 是 习题 9.3 (a)) 
(d) 若 RH 成 立 ，4 是 充分 大 正常 数 ， 则 当 y> 4 时 有 
(x+h)°+!— xP x logy 
ey (+h)p (p+1) < hy ` 
进而 ,， 有 19,1<1, 使 得 

(x+ h)i⁄, (x + h) -xh (x) h x 

(+h) x yP 

-F (x+h)! — x’? h(p+1)x? 

|y|<y (+h)p(p+1) 


p 


3 2 
+0 > 08y 
hy 
(e) 3 RH 成 立 , y> A,x2>23,1<h=h(x)< x/2,y<Sx/hihr, A 
|0|<1,|0,|<1, 使 得 


(x+h) Y% (x +h) -xY (x) oh y x” o x3 ?logy 
+h _ 2 lrl<y P i hy 
joy ' 
to, í 7 


x 
(利用 (d)，(a)， 取 ss= +RA,m=p+l. 利 用 习题 8.9(b)， 以 及 对 充 
分 大 的 4, 当 了 >4 时 ， N(T)< (T log T)⁄27). 
(f) 在 (e) 的 条 件 下 有 


xP h x log hylog 
-x+ 2 |< 4 X E) AV, 
Y (x) xt , Ë > hy + 12 
(g) 车 RH 成立， 则 当 x>3,y> 4(4 充 分 大 的 正常 数 ) 时 有 


p 
V(x)-x+ ) = > 
lyi<y P 2y 


< +2x' logy. 


由 此 证 明 推 论 3.9. 
4. 按 以 下 步骤 证 明 推 论 3.122 


1) Wolke 最 近 给 出 的 证 明 见 定理 6.5.2 的 注 中 所 引 的 文章 ， 
227 . 


(a) 设 1 和 pn<xA. 若 RH 成立， 则 有 
nP 
Y(x+h)-Y(x)=h- y xt h)" 320, x! Ylogx., 
|y|< x! 2 (log x) 


这 里 | 61<1. 进而 证 明 : x 充分 大 时 ， 有 |041<1, 使 得 


(x+ h)— (x) =h+0,h/2z+3.20,x!2 og x. 
(b) 证 明 式 (3.15) 并 定 出 尽 可 能 好 的 < 常数 . 
5. HAR h=h (x) RERE: h (x) 递增 , h(x) <x., Ah (x)(x! log x)! 
一 00 , “x> 00. 那 未 ， 当 RH 成 立时 有 
Vy (x+h)— Yx) ~h, 
n(x+h)—r(x)~ h/logx. 
按 以 下 步 又 证 ; (a) AX g (x) 之 1,g (x) < log x , 4 x— oo 时， 
g(x)— 二 oo .证 明 当 了 RH 成 立时 
(x+ h)— y (x) =h+O ORGCDH+O(CI log xlog g (x)) 
+ O (x!“2 log x) 
(在 习题 3 (g) 中 取 y=x'!' Yiogx ,y=y 轿 (x)， 及 设 
-+ X =Y. 
ly|< y p i< y, y <lyi< y l 2 


用 习题 4 (a) 中 的 方法 估计 2 , 利用 习题 9 .3 (b) 估 计 2 ). 
(b) 取 g (x) 使 h(x) > x! “g(x) logx. 由 (a) 来 证 所 要 结论 . 


6. # RH 成 立 ， wa f x 2 (Y (x) —x)2dx< logx. 
] ， 


7. 车 有 估计 式 f(x) -| y ` (M (y))2 dy< log x 成 立 , 其 中 MM (y) HX 


(3.16) 给 出 ， 则 有 (a) RH RZ, (b)i (s) 的 零点 都 是 一 阶 的 . 
8. EH M (x) =Q (x! 2), 即 存 在 正 数 A, 使 得 对 任 给 的 正 数 C, 必 有 
xo> CEIM Co) l> Axt. (F RH 不 成 立 ， 则 由 等 价 命题 14 推出 . 


# RH 成立 ， WECO =s | M (x) x! dx, c> 1⁄2. H it, H 
i 


证 法 证 明 : 若 对 任意 小 的 正 数 5, 有 |M (x)|< M0 < x< xo); |M (x)| 
<óx!2 (xz x). 我 们 在 上 式 中 取 s=p+h,p=1/2+iy Æt O WER, 


有 是 任意 小 正 数 ， 先 证 p 一 定 是 一 阶 零点 ， 然 而 令 h> 0 指出 我 们 的 假 
定 不 能 成 立 ). 
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第 十 三 章 ”Dirichlet 特征 


”” 设 qg>2,(a,g) =1. Dirichlet 在 1837 年 证 明了 在 算术 数列 
at+dq(d=0,1,2…) 中 存在 无 穷 多 个 素数 这 一 著名 的 结果 . 为 了 
证 明 这 个 结果 ， 他 引进 了 一 类 极其 重要 的 算术 函数 y(n) 现 
在 称 为 Dirichlet 特征 或 简称 为 特征 ， 利 用 它 能 够 从 给 定 的 整数 
序列 中 把 属于 上 述 算术 数列 的 子 序列 挑选 出 来 .在 研究 算术 数列 
中 的 素数 定理 ， 和 其 它 有 关 算 术 数 列 的 数论 问题 时 ，Dirichlet 特 
征 是 一 个 必 不 可 少 的 重要 工具 . 本 章 专门 讨论 Dirichlet 特征 的 
基本 性 质 . 

Dirichlet 原来 所 给 出 的 特征 的 定义 是 构造 性 的 . 这 种 定义 看 
来 有 点 不 自然 ， 但 它 给 出 了 特征 的 十 分 明确 、 简 单 的 结构 ,而 且 
由 此 容易 推出 它 的 重要 的 数论 性 质 ， 这 些 对 于 我 们 的 应 用 来 说 是 
必 不 可 少 . 另 一 方面 ， 模 dg 的 简化 系 构成 一 个 有 限 Abel 乘法 群 ， 
而 Dirichlet 特征 可 以 看 作 是 后 来 发 展 起 来 的 有 限 Abel 群 的 特征 
标的 特殊 情形 .有限 Abel 群 的 特征 标的 定义 是 比较 自然 的 ， 但 
作 这 种 一 般 性 的 讨论 在 这 里 并 没有 好 处 ， 因 此 我 们 先 把 Dirichlet 
特征 实质 上 定义 为 由 模 g 的 简化 系 所 构成 的 Abel 乘法 群 上 的 特 
征 标 ， 再 立即 由 这 定义 来 推出 Dirichlet 特征 的 明确 的 表达 式 ( 即 
本 质 上 是 Dirichlet 原来 的 定义 ) ， 然 后 进一步 研究 它 的 性 质 . 

有 关 本 章 内 容 可 参看 [12], [18], [7]. 


1 .定义 与 基本 性 质 


定义 1 设 g> 上 .一 个 不 恒 为 零 的 算术 函数 x(n) 如 果 满 足 条 
件 G) 34 (n,q) >1 hF x (n) =0; Gi) 周期 性 : 对 任意 整数 n, 有 
x(n+ q) = x(n);( 过 ) 完 全 可 乘 性 :对 任意 整数 m,n ,有 x(mn) = 
x(m) x(n), RBK, x(n) 就 称 为 是 模 q 的 Dirichlet 特征 或 模 q 的 
剩余 特征 ， 和 简称 为 模 q 的 特征 . 
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我 们 用 符号 x(n;q), x(n) mod q, x mod q 等 来 表示 这 个 
特征 是 属于 模 q 的 . 
由 定义 立即 推出 : 对 任 一 模 g 的 特征 x 有 
y()=1l,x(—1)= +I, (1) 
Ix (l =1, 4 (n,q) = 1. (2) 


由 于 当 (n.g) = 1 BF, na”* ?=1 (mod g)， 所 以 由 式 (1) 及 定义 1 
中 的 条 件 Gi) 和 Gii) 得 
1=X (n”®)=(x(n)) YW, (n,q)=1. (3) 

这 就 证 明了 式 (2). 

定义 2 Esq 的 特征 x 称 为 模 q 的 主 特征 ， 如 果 当 (n,q) =1 
时 ， 恒 有 z (n) = 1, È 特征 记 为 x? ; 其 余 所 有 的 特征 称 为 非 主 特 
征 . 只 取 实 值 的 特征 称 为 实 特征 ， 其 它 的 称 为 复 特 征 . | 

容易 看 出 , # x 是 模 q 的 特征 ， 则 x 亦 是 模 q 的 特征 ， 这 里 


定义 


x (n) =x (mn. (4) 


x 称 为 是 x 的 共 罗 特 征 . | 

此 外 ， 从 定义 上 可 直接 推出 两 个 简单 性 质 . 

设 x 是 模 q, 的 特征 , x, ER q, 的 特征 , 则 xix; 是 模 [gq, q] 
的 特征 .特别 地 ， 两 个 模 q 的 特征 的 乘积 亦 是 模 q 的 特征 . 

W y Es q 的 特征 . # q lq 0, 且 gq 和 9 有 相同 的 素 因 
F, My 亦 可 看 作 是 模 q “的 特征 . 

下 面 我 们 来 给 出 模 g 的 特征 的 表达 式 . 当 g=12 时 ， 只 有 

一 个 主 特征 ， 即 


y (n;1)=1, 对 任意 整数 六 (5) 
l, 21n, 

rD] (6) 
0, 2jn. 


所 以 可 假定 9 > 2. WE q=p p RERA, a> l; 再 讨论 


q=2°, a> 2; 最 后 讨论 一 般 情形 . 
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模 g=p" 的 特征 的 表达 式 ”素数 p>2,x>1. 设 9 是 模 p 的 
一 个 正 原 根 , 且 对 所 有 的 a> 1, 它 亦 是 p* 的 原 根 . 由 初等 数论 知 这 
样 的 g 是 存在 的 ， 为 确定 起 见 不 妨 设 g 是 这 种 原 根 中 最 小 的 . 当 
p nET, A v (n) 表 nn 对 模 p*( 以 g 为 底 ) 的 指标 ， 即 

g'™ = 由 (modp*)， (7) 

(mM EE o (p) 唯一 确定 的 , B. 34 n 过 模 p* 的 简化 系 时 ，v (n) 

Ao) 的 完全 系 . 设 x 是 模 的 一 个 特征 ， 由 可 乘 性 与 周期 
性 知 ， 

x(n;p)={x (g;p9 po), pyn. (8) 


这 表明 一 个 特征 由 x(g; p) 的 取 值 所 唯一 确定 .再 由 式 (3) 知 ， 
一 定 有 


yxy(g;p*) =e (>) | (9) 
因此 , x (g ; p") 取 且 仅 取 gp(p") 个 不 同 的 值 ， 它们 可 由 m 取 0,1， 
2,…, 9(p") 一 1 来 给 出 . 反 过 来 , 由 指标 的 性 质 知 , 只 要 由 式 (9) 
给 定 了 x(g;p") 的 值 ， 那 末 由 式 (8) 就 相应 给 出 了 模 p" 的 一 个 
特征 这样， 就 证 明了 
定理 1 设 素数 p> 2,x>1. 那 未 有 且 仅 有 p(p9) 个 两 两 不 同 
的 模 yy 的 Dirichlet 特征 ， 它 们 由 下 面 的 表达 式 给 出 


e ( 2r ) pn 
x (nip) =x (nip m) =] ‘9p (10) 
0, p | n, 


这 里 m=0, 1,2,… , o(p) — 1,v (n) H (7) 4H. 
É q = > (a> 2) 的 特征 的 表达 式 对 于 a= 2， 模 4 有 原 根 3， 
且 当 2 /nBf, n 对 模 4 的 指标 


v (n) = 
因此 同上 面 一 样 可 推出 : 模 4 有 两 个 特征 ， 它 们 是 


(11) 
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l. 2 7n. 


x (ns4,0) =Í x (12) 
| 0, 2 | nm; 
及 | 
| | ( T, 2 n, | 
xs4D=1 ü | (13) 
| : 0, 2 | n. | 
下 面 来 讨论 a> 3 的 情形 . 


模 2"(xz>3) 不 存在 原 根 ， 但 对 任 一 奇数 n, 有 指标 组 
=v (n), n=v (n) 使 得 


n== (— 1)*-i 5 @) (mod 2°), i (14) 
这 里 v Avn DAERA 2 和 模 2“-: 唯一 确定 的 ， 且 当 n 过 2 的 
MERET, vo 和 vw 分别 过 模 2 和 模 2*-? 的 完全 系 ， 并 有 


v mE (15) 
设 y 是 模 2< 的 一 个 特征 . 由 可 乘 性 与 周期 性 知 ， 
x(n; 2°) =y (( 一 1) i (mS voln). 22) 


16) 
={X( 一 1;29) wif y (5;2°) wo w, 2 Fn. ( 
这 表明 一 个 模 2* (x> 3) 的 特征 x n 2°) H x (— 1;2 ") 及 x (5; 
2) 的 取 值 所 唯一 确定 . 由 式 (1) 知 , x (一 1; 29 仅 可 能 取 +1 两 
个 值 ， 而 由 

s “=1] (mod 2°) (17) 
知 一 定 有 
x (629 =e ( 2). (18) 
ME (5; 29 R HR 22 个 不 同 的 值 ， 它 们 可 由 m. 取 0, 1， 
2 、… 272 1 来 给 出 ， 反 过 来 ， 由 指标 组 的 性 质 知 , 只 要 给 定 了 
x 1:21) A x (s; 22) WA, 那 末 由 式 (16) 就 相应 给 出 了 模 2° 
的 一 个 特征 . 这 样 ， 就 证 明了 


232 ， 


定理 2 设 x>3. 那 末 有 且 仅 有 2“! 个 两 两 不 同 的 模 2* 的 
Dirichlet 特征 ， 它 们 由 下 面 的 表达 式 给 出 : 
y (n,2*) = y (n;2", m; ,mo) 


(-1)xm--i@ e(22-2m u (n)) , 24n, 


-| (19) 
0, 217 ， 
这 里 v_ (n), v. (n) 由 式 (14) 和 (15) š H, O< m_,<1. 
0<mo<=2" °. 

由 定理 1 和 2 容易 证 明 


定理 3 设 p HÄRA, Hp (a> 1) 的 特征 x (np, m) 是 
实 特征 的 充 要 条 件 是 m= 0 或 m= 7 o(p). 4 m= 0 EE 
特征 ; 模 2, 模 4 的 特征 均 为 实 特征 ， 模 2"(a> 3) 的 特征 y (n ; 
2" ,m_, ,mo) 是 实 特 征 的 充 要 条 件 是 m = 0 或 2*-: , 当 m_,= mo= 
0 时 是 主 特征 . 

此 外 ， 由 特征 定义 容易 看 出 ， 对 任 一 素数 p> 2 有 


x? (n; p) = x? (n; p), a 之 1. (20) 
利用 熟知 的 结果 : 对 正 整 数 天 有 
K-i 1, a=0 (mod K), 
ye (2)-1 (21) 
K o K 0, a#0 (mod K), 


由 指标 的 性 质 和 定理 1,2 AAS), (6), (12), (13) 立即 推出 特 
征 最 重要 的 基本 性 质 一 一 正 交 性 ， 即 | 
定理 4 RERA p2. q=p* u> 0. 我们 有 


1, n=:1 (mod q), 
2 z. n=] (22) 
P TT amod q 0, nl (mod q), 
KERRAK Bi q 的 所 有 o (q) 个 特征 求 和 ; 以 及 
1, X=x°, 
23 
iy È r 0 = (oe (23) 
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A (22) 可 写成 更 一 般 的 形式 : 设 (a,q) =1, WA 


| 1 n=a (mod a), 
y. > y (a)y (n) -| (24) 
modą 0, nA#a (mod q). 
一 般 的 模 g 的 特征 的 表达 式 


定理 和 设 g=2 p … p*r,p,…,p, 是 不 同 的 奇 素数 . Ë q 
的 特征 x (n ; q) 一 定 可 以 唯一 地 表 为 
x (n;g)=x(n;2°) x (nip!) -x (nipi); (25) 
模 g 共 有 wp (gq) 个 两 两 不 同 的 特征 ， 它 们 可 由 式 (25) 右边 的 各 
项 分 别 取 遍 模 2"0, 模 严 ! … , RE pe 的 全 部 特征 来 得 到 . 
证 : 设 x(n;g) ER q 的 特征 .不 难 验证 由 以 下 方法 定义 了 
一 个 模 2" 的 特征 : | 


y(n;2"0) = (26) 


和 (n,2%) =1, 
0, (n, 2°0) > 1 ， 
EPn, 满足 同 余 方 程 组 
no = n (mod 2°), n == Í (mod p*i), l=1,... ,r. (27) 
类 似 的 可 定义 模 pr (1 < j< r) 的 特征 | 
x (nj;q), (n,pu)=1, 
x (nipi) -1 (28) 
| 0, (n, při) >Í, 
HP n, 满足 同 余 方程 组 
n; == n (mod pi), n= 1 (modp”'), O<I<r, 1> j, (29) 
XE p =2. 容 易 证 明 , X Pe E L E y(n;2eo),xz (nipa)... 
Xx (n pi) MER (25). 下面 来 证 表达 式 (25) 的 唯一 性 . 假如 还 
有 表达 式 
x (n;q) =x n;2°0)x 《Pr =- x (nip). G30) 
当 a。=0 时 显 有 YX (mn, 210)= y (n,2%). 34621 BF, 我们 来 证 
Bj, "4 2 yn BPD 8 x(n; = x (n;2%. 取 n。 为 同 余 方程 
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组 (27) 的 一 个 解 ， 其 中 的 n 即 为 这 里 的 n. X PF H zÉ (25) 和 
(30) 可 分 别 得 到 
X (no; g) =x (no; 2*9) x (na 3p% x (no ;p'r) 
=y (no; 2*0) =y (n ; 2*0), 
x(no; gq) =x (mnj 2)x (noi p) -x ‘(no; ptr) 
=y (n; 20) =x% {n ;2°0). 

这 就 证 明了 所 要 的 结果 . 类 似 的 利用 同 余 方程 组 (29) 可 证 明 ， 当 
Pn 时 必 有 x(n;p”’) =x (np). BEREA (25) 是 唯一 的 . 

TRH y (n;2"), x (nip), -> x (n; pi) 分 别 为 模 20, 
py'，… pr 的 任 一 特征 时 , 它们 的 乘积 是 模 q 的 特征 ， 由 此 及 上 
面 所 证 的 唯一 性 ， 从 定理 1 及 定理 2( 当 a。<2 时 直接 验证 ) 就 推 
出 了 定理 的 后 一 结论 . 

推论 6 x (n;q) 是 主 特征 的 充 要 条 件 是 它 的 表达 式 (25) # 
边 的 各 个 特征 均 为 主 特征 ， 它 是 实 特征 的 充 要 条 件 是 它 的 表达 式 
右边 的 各 个 特征 均 为 实 特征 ". 

充分 性 是 显然 的 ,必要 性 可 从 定理 5 中 证 明 表 达 式 (25) 的 
存在 性 中 推出 . 

对 于 任意 模 q 定理 4 亦 成 立 . 

定理 7 对 于 任意 模 g> 1, 式 (22) ，(23) 及 (24) 仍 然 成 立 . 

证 ; "amp EE HER S H 


1 .On 
” O ORA x (n;g) = | OD L z (n;2 )) | 
| 1 EPES OO _ Í a 
(dy Z, z nim) I p (p°) PELON 


(31) 
注意 到 1 =1 (mod q) 成 立 的 充 要 条 件 是 


1) 实 特征 和 Kronecker 符号 的 关系 见 [ 12, 第 十 二 章 》3] . 
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n= 1 (mod 2*o) , n= 1 (mod pi), j=1,--- ,7 同时 成 立 ， 
由 式 (31) 及 定理 4 的 式 (22) ( 即 对 g= p 的 情形 ) 就 推出 式 (22) 
对 任意 模 q 成 立 ， 因 而 式 (24) 对 任意 模 q 也 成 立 . 

设 g4=20go ,q=puiq , 1<j<r ;q q| == 1 (mod 2°), qq; 
= 1 (mod př), 1< j<r ;以 及 

n= qo do no +q, q. n+- +q,q,n,. (32) 

这 样 ， 当 nosni eon, 分别 遍历 模 2 " pr',… , pr 的 完全 (sk 
简化 ) 剩余 系 时 , n 遍历 模 q 的 完全 (或 简化 剩余 系 . 由 此 及 式 
(25) 可 得 


z.: 


1 
Era ET È rO; a (5 (pz Ë xa, "oa 


(33) 
由 于 x(n ,9g) 是 主 特征 的 充 要 条 件 是 x(n;2°), x(n;pr!),… 
x (n;p*") 都 是 主 特征 ， 因 此 由 上 式 及 定理 4 的 式 (23)( 即 对 
q=p' 的 情形 ) 就 推出 式 (23) 对 任意 模 g 成 立 . 


$2. 原 特 征 


原 特征 在 特征 理论 中 占有 重要 地 位 ， 因 为 许多 重要 性 质 在 原 
特征 的 情形 有 十 分 简单 的 形式 ， 而 且 对 于 非 原 特征 的 情形 一 般 说 
来 可 以 归结 为 原 特征 的 情形 来 讨论 ， 首 先 来 给 出 它 的 定义 ， 

定义 1 qzi. 如 果 存 在 正 整数 4 <q, 使 对 任意 的 mi ,ma : 
(n. .q) =(n,,q) =1,n,= n,(mod gq ), VA 

x (ni; q)=x(n;q), (1) 
那 末 ，x (n ;gq) 就 称 为 模 q 的 非 原 特 征 . 不 然 ， 就 称 为 原 特 征 . 

容易 看 出 ， 非 原 特征 的 条 件 等 价 于 : 存在 1<q“<g, 使 对 

任意 的 n:(n,g)=1,n 三 1 (mod q), VA 
x (n;q)=1. f | (1) ’ 


È x(n; ;9g) = fy DE 
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IE 有、 


这 表明 原 特 征 是 这 样 的 特征 : 它 在 条 件 (n ,gq) =1 Z F, 不 
FEE q 更 小 的 周期 . 

由 定义 立即 可 看 出 : 模 1 的 唯一 一 个 特征 一 一 主 特征 x (n; 
1) 三 1 是 原 特 征 ; mM q> 2 BF, 模 g 的 主 特征 一 定 不 是 原 特 征 ， 
因为 只 要 (n ,9g) =(n,,q) =1, WA x (n,;gqg)=x(n,;g)=1. 
ER qg = 1. 所 以 模 2 没 有 原 特征 . 

# x (n ; gq) 为 非 原 特 征 ， 那 末 一 定 存 在 一 个 满足 定义 要 求 的 
最 小 的 g “ 记 作 gq * 利 用 带 余数 除法 容易 证 明 必 有 

q *| gq. (2) 

首先 我 们 来 讨论 模 q=p" 时 ,一 个 特征 是 原 特 征 的 充 要 条 件 . 

定理 1 #q=p, 素数 p>2 ,a>1, 那 未 x (n ;p,m) 为 原 
特征 的 充 要 条 件 是 (m, p) =1; 模 2 没有 原 特征 ; 模 4 的 非 主 特 
征 x(n;4, 1) (AÈ (1.13)) 是 原 特征 ; 模 2: (a>3) 的 特征 
y (n ; 2*, m ,mo ) 是 原 特 征 的 充 要 条 件 是 (mo ,2) = 1. 

证 : 由 定理 1.1 知 ， 当 pyjn 时 


x nipm) =e Í rO | ,0<m<ọ (p°. (3) 


先 证 必要 性 ， 用 反 证 法 , # (m ,p) > 1, WA 
m=m p!,1<B<<x= , (m ”, p) =1. 
A v (n) 表 n 对 模 p*- 的 指标 (以 同一 个 原 根 g 为 底 ). 这 样 ， 
对 任意 的 p 十 n,n 三 n (mod p”?)， 由 指标 性 质 知 
v (n)= v “(n)=* v (n)== v(n,) (mod ç (p°)). 因而 
(n ; ` m) =e (ER - (2 a 
x (n ; p’, p (D) e p P”) =X(n,, pm). 


这 和 假设 x 为 原 特征 矛盾 . 下 证 充分 性 . 亦 用 反 证 法 , 若 X Qn; p°. 
m) 不 是 原 特征 . 因 (m.p) = 1 所 以 它 一 定 不 是 主 特征 . 所 以 由 
A (2) 定 义 的 g* 满 足 
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I<q*|p*””, — q *< p°. 


显 见 ， 当 wx= 工时 这 样 的 q * 是 不 存在 的 .也 就 是 说 ， 当 &=1 时 ， 


只 要 (m,p) =1,0<m<p-1,x (n;p,m) 一 定 是 原 特征 ， 所 以 
只 要 讨论 a> 2 的 情形 . 这 时 有 
| q *=p’, 0<A<a. (4) 

itno ltp. TEn, £ 1 (mod p°). 由 指标 性 质 知 

vy (n) = 0 (mod o (p), v (ng £ 0 (mod o (po)， 
所 以 ， 由 此 及 (m,p)=1 知 

x (nosp”,m) 1=x (1 ;p,m). 

这 和 式 (4) 及 mo 的 取 法 矛盾 . 因此 x (n;p*,m) 当 (m,p) =1 
时 一 定 是 原 特 征 . 

下 面 来 证 明 模 g= 2° (a > 1) 的 情形 . 模 2 和 模 4 的 情形 可 下 
接 验 证 结论 成 立 ， 因 此 可 设 x>3. 当 2 Y n, 


X (n;2°, m, ,1 0) =(= r-i We ( ee , 


2“ 2 
0<m_,<2 , 0<m<2*“ °. 
先 证 必要 性 . 用 反 证 法 . # (m ,2) >1. 这 有 两 种 可 能 . 一 是 
m = 0, 这 时 因 x 是 原 特征 一 定 不 是 主 特征 ， 所 以 m_ = 1, 因而 
y (n;2% m, mo) =(— 1) i) =y (n;4,1). 
但 a>3, XM y (n;2 m_, ,mo) 是 原 特 征 了 矛盾 . 男 一 情形 是 
m6o>>0， 这 时 可 设 
m,=m62f,1<ß<a—2, (m6,2)=1. 
因而 得 | 
y (n;2*,m_, m) = 1)%m-i"-i @)ə (Se ,2 ín. 


pA 


Uv o (n), vo (MEn r 的 指标 组 当 214n,n = 
n (mod 2 人) 时， 由 指标 组 性 质 知 


1) #q *=1， 那 末 这 个 非 原 特征 一 定 是 主 特 征 . 
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v. (nv (n= y", (n)= v_, (n, (mod 2), 
vo (n)== v, (n) = v;¿(n)== v (n ) (mod 277°-?), 
由 以 上 三 式 即 得 
x (n;2° ,m_, Mo) 一 Xi; 2" 71 ,mo), 
这 亦 和 x (n;2°,m ,mo) 是 原 特征 了 矛盾， 这 就 证 明了 必要 性 . 
再 来 证 明 充 分 性 . 若 x (n ;2*, m,m) 不 是 原 特征 ， 由 于 
(mo,2) =1, 它 一 定 不 是 主 特征 .所 以 由 式 (2) 定义 的 g* 为 
q *=2’, 2&A<a. (5) 
设 n6=1+2“. 显 有 n。 关 1 (mod 2°). 由 指标 组 的 性 质 知 
vı (no) = 0 (mod 2), v, n.) 0 (mod 2%-?}. 
所 以 
movo (no) 


x (n ;2“,m_, m)=e( -ae ) #1=x (1 ;2°, M-i Mo). 


这 和 式 (5) An, 的 取 法 矛盾 . 这 就 证 明了 充分 性 . 至 此 定理 1 
全 部 证 毕 . | 
由 定理 1 立即 可 得 到 | | 
推论 2 设 素 数 p2 2 ,q= p°, x > 1. 那 末 , (a) 对 模 p" 的 每 
一 个 非 主 特征 ， 必 存在 唯一 的 模 g *=p’,1< <, 及 模 4 * 的 唯 
一 的 原 特征 与 它 恒 等 .(b) 对 每 一 个 模 p*(1<4< a) 的 特征 ， 必 
有 唯一 的 一 个 模 的 特征 与 它 恒 等 . 
证 : 先 证 p 为 奇 素数 的 情形 . 模 p° 的 非 主 特征 为 x(n; p", 
m), 0<m<ọ (p). iZ 
m=p°m’, (p,m’)=1. 
那 未 易 证 0 入 ce<x ,及 
Xn;p’,m)=x(n;p" 11) . 
由 定理 1 知 ，x(n;p"“m ) 是 模 p" 的 原 特 征 ， 取 gq*= p< ° EÑ 
证 明 (a) 的 存在 性 ， 唯 一 性 由 原 特 征 的 定义 推出 此外， 从 
Xn ;p,m)=x (n;p*, mp* 2) 
就 证 明了 (b). | i 
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下 面 来 证 :qg=2* 的 情形 ， 先 证 (a)，、 这 时 一 定 有 x2> 3. $ 
x(n; 2", m; ,mo), O<m_,<2 ,0<mo<2 °, 是 非 主 特征 
mo= 0, 则 m. =1, 因而 f R 

| x(n;2*,1,0)=x(n;4,1) ， 
即 和 模 4 的 原 特 征 恒 等 ， 寿 疡 o> 0， METRA 

mo=2°mo,;.21m’, 0O<e<a-?. 

这 样 就 有 -— 
x(n; 2, m_, Sm) = , (n; 207e Mis Mo). 
BRE 1 A y (ni2, M-i; ， mo) ERE. 这 样 ， 对 g=2* 的 情 
形 证 明了 结论 (a) 中 的 存在 性 : 唯一 性 同样 由 原 特 征 的 定义 推出 . 
同样 ， 从 

y (n; 24， M- Mo) = x(n; 2", mM, Ma 2 à) 
就 推出 (b). f 

从 推论 2 的 (a) 可 以 看 出 ， iip i 的 非 主 特征 来 说 ， 如 果 它 
的 最 小 周期 等 于 p", 那 未 它 就 是 原 特征 ; 如 果 它 的 最 小 周期 小 于 
p”, 郑 末 它 就 是 非 原 特征 《这 时 最 小 周期 一 定 是 p’,0 <4<a). 而 
且 ， 反 过 来 也 对 ， 因此 在 有 些 书 上 就 用 最 小 周期 等 于 还 是 小 于 模 
本 身 ， 来 定义 模 p* 的 非 主 特征 是 原 特征 还 是 非 原 特征 . 但 必须 
指出 这 一 点 对 模 的 主 特征 不 适用 ， 对 任意 模 的 非 主 特征 亦 不 运 
用 . 

由 定理 1 和 定理 1.3 可 立即 推 得 

定理 3 itq=p" . 那 未 当 且 仅 当 模 g 等 于 4, 8 RARAP 时 
才 有 实 原 特征 存在 . 模 4 的 实 原 特 征 x(n; 4, 1) 由 式 (1.13) 给 
H; 模 8 的 实 原 特征 是 

0, 2 | n. 
x(n:8,0.D={ , | (6) 
x (1) "0 2 kn, 


y(n;8,1,1)=x(n;4,1)xy(n;8,0,1); (7) 


Ep (p 奇 素数 ) 的 实 原 特征 是 


-1 
(nip ， 三 二 =-( 也 ; (8) 
这 里 2.) E Legendre 符号 . 


证 : 我 们 只 要 证 明 式 (6) 和 式 (8). 容易 直接 验证 ， 4 24n 
时 , n 对 模 8 的 指标 组 中 的 


v (n) = nl (od 2). (9) 


由 此 及 x(n; 8,0,1) =(— 1)" 训 得 到 了 式 (6). 由 定义 知 s 
p HARK., p Y n ij 
r [ni p: 25+) -CD 


v(n) EÈ n HE p 的 指标 ,由 于 2 | v (n) 的 充 要 条 件 是 n 是 模 p 的 
平方 剩余 ， 由 此 及 Legendre 符号 的 定义 就 证 明了 式 (8). 
此 外 ， 当 21n,n>1 时 ， RA 


Ln; 4 n=(=+)-(=4) ， (10) 
n n 
x(n; 8,0, p= (2)-( £) | (11) 
| n n 9 
1m8, = [—1)(2)-(=2)-( =), (12) 
| on n nj À n 
其 中 的 是 Jacobi 符号 ， 因 此 这 三 个 实 原 特 征 可 以 看 作 是 


Jacobi 符号 (=+), (2) 及 ( 


拓 . 
由 上 可 见 ， 模 p" 的 实 原 特 征 的 结构 是 十 分 简单 的 ， 但 它 有 特 
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=) 在 全 体 整 数 集合 上 的 开 


殊 的 重要 性 . 

下 面 我 们 来 讨论 任意 模 的 原 特 征 ， 

定理 4 任意 模 g 的 特征 x(n; g) 是 原 特征 的 充 要 条 件 是 它 的 
表达 式 (1.25) 的 右边 各 项 分 别 是 模 2"", pr',… , pr" 的 原 特征 ， 

证 : 先 证 充分 性 . 用 反 证 法 . #y(n;q) 不 是 原 特 征 ， 则 一 定 
存在 一 个 由 式 (2) 确定 的 gq *, gx<g, gq 半 9, 使 对 任意 的 (n,q) 
=(n', q) =1,n== n (mod q 9A 

x(n; =y(n 5 q). (13) 
设 g *=20ph... phr ,一定 有 Bj,0< jg<r, 且 其 中 至 少 有 一 个 
是 严格 的 < 号 成 立 . 不 妨 设 Boca. MAR (1.32). FR 
n=- =n,=1, 4 (n. ,2)=(n,,2)=1,nÍ= no (mod2) 时 ， 
必 有 
(n,g)=(n “ q) =1, n=n (mod4), 
这 里 n=goqonot qi q t= +q, q m= qo q not qiqi: 
+q 4,. 因此, 由 式 (1.25) K (13) 8 
x (no;2°) =x (n; =x n q) =x Q 5 2), 

这 和 x (n; 2”) 是 原 特 征 矛 盾 . 必要 性 可 反 过 来 类 似 地 证 明 . 

由 定理 3 和 4 立即 推出 

推论 5 模 g= 2 pi.… pe 有 实 原 特征 的 充 要 条 件 是 g 为 2° 
或 2 pi … p， 的 形式 ， 其 中 x TR O, 2, 3,p (1< j<r) J 
AFRA. 

利用 式 (8), (10), (ii), (12) 及 表达 式 (1.25) 就 可 得 到 模 
2"0 了 P|.… p, 的 实 原 特征 的 表达 式 ". 

由 推论 2 和 定理 4 可 得 到 

推论 6 对 每 一 个 模 g 的 特征 x(n; gq)， 一 定 存在 唯一 的 模 
q *q *|g, Rq * 的 唯一 的 原 特征 x *(n; 四 ,使 当 (n,gq)=1 时 
必 有 


D 因此 , 实 原 特 征 可 以 很 方便 地 用 Kronecker 符号 ( 见 [12, 第 十 二 章 $3] ) 来 表示 . 
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x (n;q)=x *(n;q È. (14) 
反 过 来 ， 对 任意 的 模 g * q *| g ,及 每 一 个 模 q * 的 原 特征 x *(n; 
q 习 ,一定 存 在 模 q 的 唯一 的 特征 xX(n; gq)， 使 当 (n,q) = 1 时 ， 
VAR 14) 成立， 事实 上 ， 
Xx(n;g) =x *(n;q PX° (n;g). (15) 
证 : 设 q=2*pr1 pt. x(n gq) 有 表达 式 (1.25). 由 推论 2 
知 ， 当 x(n;p”i) (O< j<r, 取 po=2) 是 非 主 特征 时 ， 必 有 唯一 
的 原 特征 x *(1;pjy), 14a ,使 
x (n;pi) = x*(n;p2) ; 
当 X (nip) EEREN, 202 = 048 
xy (nip) =x*(n;p*i)=x (n.l)=1,(n,p) = 1. 
根据 以 上 规定 取 g*=PioPp1… p, B 
x *(n;q d=x*np x*(n;pliU -- x *(n;p2). 
显然 yx*(n;g 习 是 模 g* 的 原 特 征 ， 且 有 式 〈14) 成 立 . 由 原 特 征 
的 定义 立即 可 推出 模 g* 的 唯一 性 ， 进 而 推出 x *(n;q 发 的 唯一 性 . 
这 就 证 明了 推论 的 第 一 部 分 ,第 二 部 份 的 证 明 是 显然 的 . 
我 们 把 x *(n;q 习 称 为 是 对 应 于 x (n;q) 的 原 特 征 ， 而 把 x (n; 
q) 称 为 是 由 原 特征 x *(n;q 为 导出 的 特征 . 我 们 把 这 种 一 一 对 应 
关系 记 作 


Xmodg & x*modq*, È y e x%* (16) 
特别 是 对 所 有 模 q 的 主 特征 有 
x modgq œ xymodl. (17) 
93. Gauss 和 
任意 一 个 周期 为 q 的 算术 函数 Fa) AAR Fourier 展 式 
fe) -Tae( l), (1) 
I=1 f 
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其 中 


| a= Y fOe e( 12), 1=1, 2,. sq. (2) 
当 f (n) 为 模 q 的 特征 x 时 ， 我 们 把 
| G(, x) => z (m) ( 2) (3) 


称 为 (关于 特征 xX 的 )Gauss 和 ，! 可 取 任 意 整数 . 
Gauss 和 有 以 下 简单 性 质 : 


G(l,,z)=G(1,,z), ll, (mod q). (4) 
G(—I,y)=yxy(—1)G(I ,z). i (5) 
G(I,y) =x (-1)G (1,x). (6) 
9p (a), X 一 X ， 
G (0, 0 -1 | (7) 
0, x= x°. 
当 =1 HF, T 
r0 =6 D=% ym e( 2). | (8) 
显然 有 | | | 
G (1,x) =x (Dr (2), (1,g) =1. (9) 
"x= x° hh, i 
c, (D =G) =Y e(2) ， (10) 


其 中 了》 RAM q ERM n RA, LRA Ramanujan fl. 
定理 1 设 x, 是 模 q 的 特征 , x; BBq 的 特征 ，(q， , q,) = 1. 
再 设 X =x, x, , 把 它 看 作 是 模 q=q q 的 特征 ， 那 末 有 
G (l ;x) =x1(q3) z. (gq)G (x1) G (1 ;x2). (11) 
证 : Ú n= q, n + q, n, ,有 
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G(l;x)= O (22) . 


-> Ex (gmt a x e (Can dno) _ 


`, n” 1 noi 


| Ski R> zoel mi) nadel P L) 


ng=1 


由 此 即 得 式 a1). 
特别 地 ， 取 x1-,X, 均 为 主 特征 ,得 到 
推论 2 C, A Ps, 且 有 
q) 
C, (D) = rra D). " (12) 
证 : 由 定理 1 即 得 可 乘 性 当 g= PASIM | 


) 1 一 1 了 p? —p*- 了 “| ,| | 
caD -$ e | m) y | 一 pp 
n=1 p . n=l AP i i 0 : | 


Di 
C, () = p OAI p)) (pti, pò). 
由 此 及 可 乘 性 即 得 式 (12). ` 
特别 地 ， 当 (1, 9) = 工时 有 


C, D =C,G)=r(z)=n (Q. (13) 


”定理 3 设 x modq — . x *modq * WA | | 
tT) =x *q /a DH qyr (y). (14) 


证 : 设 q, 是 和 qg* 有 相同 素 因子 〈 不 计 重 数 ) 的 q 的 最 大 除 

数 . 再 设 q=qq- 显 有 (q. sqa) =l. x (n;q,) = 1 *(n ;q 9 
y '(n;q), RE | 

Xx (n;q)=y(n;q)y (n; q). (15) 
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由 定理 1 ( 取 1=1) 及 式 (1348 | 
rt(xy(n;q))=x(q,;q)tz(xz (n;q))u (q). 
设 m= m.q*+m, ,得 


amia) -Ëx iay 2) eee ( 2) 


qy” 
u > (z q. T) È xia9e( T qı za) 


i *(n;q4*®), q= q *, 


0, qq *. 
由 以 上 两 式 即 得 式 (14). 
定理 4 设 x 是 模 g 的 原 特征 ， 则 当 (1,g) > 1 时 有 
G (l; y) = 0. | (16) 
证 : 设 4=(1,g), I=241 1 qq 再 设 n=q mi 二 ma ,有 


G(l; x) = Èz e 人 $: seve ( -7 7; +), 
其 中 


S (n) = x (q htn). 
容易 看 出 : 4n, = n, (mod qet, # 
S (n) =S (n). 
由 定义 2.1 知 ， 一 定 存在 整数 m, (m, g) = 1,m 三 1 (mod q’), 
使 得 x(m) #1. 由 此 及 上 式 得 。 
x (m) S (n) = > x (4 oo Š x(q mn + n.) 
= by x (q nit n) =S (n). 


n = 0 
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最 后 一 步 用 到 了 : 当 n 遍历 模 4 的 完全 剩余 系 时 , mn, 亦 遍 历 模 
4 的 完全 剩余 系 ， 以 及 g=494g 这 就 证 明了 S (n,) 恒 为 零 ， 由 此 
就 推出 式 (16). 
由 定理 4 及 式 (9) 立即 推出 
推论 5 对 原 特征 x 恒 有 | 
| G (I; z) =x (D+ (2) (17) 
R. 
有 趣 的 是 推论 5 的 逆 命 题 亦 成 立 ， 这 一 点 以 及 当 (I, q) >1, 
x 为 非 原 特征 时 ， 关 于 G (1; y) 的 讨论 将 放 在 习题 中 . 
定理 6 设 x AE q 的 原 特 征 ， 那 末 
lzOOI=vV - (18) 
证 : HK (17) 48 | | 


> |G (1; z) Ë= r 001 (i= g (q)| z (x) |. 


为 一 方面 
Yam (42) 


| 2 |G(1;z)|* = y 
$ > x (nı) x Q.) D en golg). 


=i 
n =l ny=1 I=1 


由 以 上 两 式 即 得 式 (18). 
由 式 (14) 和 (18) 立即 推出 : 对 任意 的 xmod q ,有 
lr(OOI<Va ， (19) 
HB Ue x FEIR q 的 原 特征 时 成 立 . 


$4. 简单 的 特征 和 估计 


在 解析 数论 中 ， 备 种 奖 型 的 特征 和 信 计 十 十 分 旱 要 的 本 市 
将 证 明 两 个 最 基本 的 结果 ， 


定理 1 设 x 是 模 g 的 非 主 特征 ， KEERN WM 及 下 | 


整数 N 有 
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M +N 


> x(n) <2 Ja 1984. (1) 


证 : IE y 是 原 特征 的 情形 . 由 式 (3.17) 和 (3.18) 可 得 


_ M+N 1 q _ nh 
L z Sn) I Š, T x) > x me 人 q ) 
-— | X z (p) e(z) 
Vg | mi = M+! 


由 此 及 2x/n< sinx@<x< z /2) (83: 当 q 为 奇数 时 


M+N 


Y | <2 PE h) c 1 
n) | < sn— < — ; 
Miti Va h=1 d vq ù h 
当 q 为 偶数 时 ， 
MAN 1 RI nh) 1 
Y zmis (sin 24 + 
n=M+i Vg h=! q Vg 
TES | 
SVa 2 Y Z 
利用 不 等 式 
h''<log (2h+ 1) —log (2h— 1), h2 1, 
可 得 
TE | 
> y <log 4， 2 Í q23; 
h=1 
q-D⁄2 1 


— <log (d- 1) < iog q~ — ° q= °. 
> + <iog(4-1)< 1 L ，219>3 
h=! q 
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综合 以 上 讨论 ， 就 证 明了 : "4 y EE q (q> 3) 的 原 特征 时 有 
È xD|< < Vg logg. (2) 


下 面 来 讨论 x 是 非 主 、 非 原 特征 的 情形 ， 设 
x mod q €> vy *mod q * 


A y 是 非 主 特征 ,所 以 g *> 3. 由 式 (3.15) 知 
xX(n;qg)=x *(n;g 9x°(n;q.). 


由 此 及 式 (2) 得 | 
M+N M+N 
> x(n;g) 2 y *(n;iq9 
ea M+. aae 
M+N | 
= `> xX*(n;q” > ud) | 
n= M+I dl(n;q,) 


(3) 


È n (dX dig 9, 2 aa X *(miq9 


Mti + 
diq, 7 J 


< P * logq * 2 | u (d)|< 2° ao PE logq *. 
2 


4 o (q, 和 1 时 ， 由 上 式 就 推出 所 要 的 结论 ; 4 o (q, > 2 时 ， 
显 有 
q; 之 2 - 3 . § o(q,)-2 > 6 ` 22w (q,1—4 ， 
202) < /82./3 ° 
由 此 及 式 (3) 亦 推出 所 要 的 结论 . 
定理 2 设 g> 1,a, 是 复数 ， 对 任意 整数 M,E N> 1 有 


M+N |: q o MIN ? 
y ` aiX (| = (q) 2° ' > a, 
Zmodq ! n=M+i h=] aod ) 
_ MN 
<o w(i a LJ) > la,Ë, (4) 
1 O Gas x 
rq} = | 
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证 : 式 (4) 左边 等 于 


4 
sa) (L E az 
E (5 I m =k (mod q) xom Ii h= >. an X (m) 
p > an2 > a, X x(mxQ@), 


k=t m= k (mod q) l=t n= | (mod q) x mod q 
由 此 及 定理 1.7 的 式 (1.24) 就 推出 式 (H 中 的 等 号 成 立 ， 进 而 
利用 Cauchy 不 等 式 ， 可 得 


M+N 2 
p (q) > 2 a, 
h=1 n=M-+I 
1 = h (mod q) 
q MEN N 
< ç Q) > ( 1 )( b lan) 
h=i n= M+! n= M+ 
n = h (mod q) n= h (mod q) 
由 此 及 

M+N _ 
y 1<1+| L| (5) 


n=h (mod q) 

就 证 明了 式 (4) 中 的 不 等 号 成 立 . 

定理 1 是 由 Pólya fü H.M .Banorpanos #1918 年 独立 
证 明 的 ， 当 N<2Vg log q 时 仅 能 推出 显然 估计 ，Burgess' fE 
了 改进 ， 他 的 方法 是 很 复杂 的 . 当 模 为 素数 磊 的 情形 ， 特 征 和 佑 
计 可 转化 为 指数 和 估计 而 得 到 较 好 的 结果 . 此 外 ,Montgomery 
M Vaughan” 证 明了 : 如 果 广 义 Riemann 猜想 (W S14.2 K) 
成 立 ， 则 对 模 gq 的 非 主 特征 x 有 


S y (n) < Vq log log q. (6) 


n= M+ | 


在 另 一 方面 ， 设 x 为 非 主 特 征 ， 


1) Proc .London Math . Soc., (3), 13 (1963), 524— 536, 最 近 又 稍 有 改进 . 
2) Invent . Math ., 43 (1977), 69—82. 
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> x (n) 


n< N 


. f (7) 
Schur (1918) 证 明了 : 对 所 有 模 q 的 原 特征 x 有 

M (X) > > Va. 
Paley (1932) 证 明了 : FEJET q 的 原 特 征 y ,使 得 


1 
M (x) > — Vg log log4. 


Montgomery 和 Vaughan0 (1979) 还 证 明了 : 对 任意 实数 
k> 0, 有 


M (x)= max 
N 


Y (M (Xx))**« ọ (gq) qr*, 
TETA 
这 里 求 和 号 是 对 所 有 模 q 的 非 主 特征 求 和 ，< 常数 和 kk 8 X. 
这 表明 对 大 多 数 x 尖 X" 有 AM (x) < Vgq . 
还 有 许多 其 它 形式 的 特征 和 估计 ， 这 是 一 个 十 分 重要 但 又 极 - 
其 困难 的 课题 ， 至 今 没 有 得 到 多 少 结果 ?2 . 


习 题 


1 .直接 由 定义 写 出 模 g=3, 4, $,6, 7, 8, 9 的 全 部 特征 ， 并 利用 定义 指出 其 
中 的 实 特征 、 原 特征 . 

2 . 写 出 定理 1.4 的 证 明 . | 

3. 证明: É q 的 全 部 特征 构成 一 个 乘法 群 ， 它 和 模 o (g) 的 完全 剩余 系 组 
成 的 加 法 群 同 构 ， 

4. 模 g 的 特征 也 可 以 用 以 下 方法 来 定义 : 
(a) 模 1 的 特征 是 x (n ; 1D) 寺 1; 
(b) p (p>2 素数 ，x>1) 的 特征 x (nip) BR (1.10) g X; 
(c) 模 2* (a> 1) 的 特征 x (n;2”) 由 式 (1.6), (1.12), (1.13) 及 (1.19) 

定义 ; 


1) Can.J.Math ., 31 (1979), 476— 487. 
2) Heath— Brown, Quart . J. Math . Oxford (2), 31 (1980), 157—167. 
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(d) 任意 模 q 的 特征 y (n;g) 由 式 (1.25) X. 


”证 明 : 由 这 样 的 定义 出 发 可 推出 $1 中 关于 特征 的 所 有 性 质 ， 这 一 定义 


和 定义 1.1 是 等 价 的 . 


. (a) 设 /(g) 是 模 g 的 原 特征 的 个 数 . 证 明 : f DORRERA 之 GD- 


9 (q); f (1)=1,f (p)=p-2,DAK f()=(p-1)2 p? 2 
(b) Z), X>) 是 不 同 的 原 特征 ， 则 x ,Xx 一定 不 是 主 特征 . 


. 证 明 非 原 特征 的 以 下 几 种 定义 是 等 价 的 . 设 q> 1,x (tn; 9) 是 模 q 的 特 


征 ， 它 称 为 是 模 q 的 非 原 特征 ， 如 果 

(a) 存在 正 整数 q "<q ,使 对 任意 的 n| 圭 n, (modqg ). (n, ,q)= (n, ,q) = 
1, 一 定 有 Xx (ni, q) =x (n;; 9); 或 

(b) 存在 止 整数 9g“<g ,使 对 任意 的 n = 1 (mod q 2), (n,q)=1, 一 定 
有 Xx n;q)=1; EË 

(c) 存在 正 整数 4d<q ，d1g ， 使 对 任意 的 mn = n; (mod d), (n, ,q) 
=(n,,q) =1, 一定 有 x (niig) =x ma); 或 

(d) 存在 正 整数 d<g ，digq , 使 对 任意 的 n = 1 (mod d), (n ,9)=1! 
一 定 有 x (n;g)=1. 


. 设 4 是 正 整数 . 算术 函数 (n) 称 为 是 以 gq 为 周期 的 周期 消 数 ， 如 果 对 


任意 整数 ,有 f ntq) = f(n). 证 明 : 

(a) 以 4 为 周期 的 算术 疯 数 fm 一 定 有 一 个 最 小 的 正 周期 go ， 满 足 
qo19q. 

(b) 如 果 以 9 为 周期 的 算术 函数 f(n) 是 完全 积 性 函数 ， 且 不 恒 等 于 零 ， 
那 未 它 一 定 是 模 go ( 它 的 最 小 正 周期 ) 的 Dirichlet 特征 . 


. iZ u (gq) 关 0. 证 明 x (n ; 9) 的 最 小 正 周 期 就 是 4g . 
. z (n ; 9) 的 最 小 正 周 期 等 于 它 的 表达 式 (1.25) 右 端 各 个 特征 的 最 小 止 周 


. 证明: (a) 模 p" (p 素数 ,x>1) 的 主 特征 等 于 模 p HERE (b) 模 


p (素数 p>2 ,x>> 1) 的 实 的 非 主 特征 等 于 模 p 的 实 的 非 主 特征 ， 即 
Legendre 符号 (2) ; (c) 8 2 yq> 1.Jacobi 符号 (+) ER q 的 实 
特征 ; 设 go 是 9 的 所 有 不 同 素 因子 的 乘积 ， 则 q. k z.) 的 最 小 正 周 
期 ; 求 (2) 所 对 应 的 原 特 征 ， 并 找 出 使 得 ( z) 是 原 特 征 的 充 要 条 件 . 
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ll. 2 q=2"0pii e pr?r,pj 是 不 同 的 奇 素数 , z (n ; 9) 是 实 特 征 , WH: (a) 
336 =0,221(1< j so), 一 定 有 p=1 或 2(1< j <r), 使 得 
B 


. B) B, r 
raip =) (2) ~ (2) (b) a 21 (0< j<r)W, 


一 定 有 pj=1 或 2(-1< j<r), 使 得 


I É-i bo | B, P 
.| 一 4 81) [n ny 
z ng) =[ > ) (3) ( z ) ... (= ， 2y n>. 
12. 设 x 是 模 g 的 非 主 特征 ，x 关 2 .证 明 : 
(a) T= Y nzo”, 
n< x n=l 


> n'y mn) logn= Y n! z (n) bg n+ O (x`! pg x), 
n=l 


yn WM= È n'no oA; 
n< x n=l 
(b) 再 设 x 是 实 特 征 , a (n) => x (d). WK, a 0) >0, 且 当 n 是 完全 
| din 
平方 时 a (n) 之 1. 
(c) 再 设 x 是 实 特征 ，A (x)=) a(n)! (a(n) A (b)). 那 未 ， 当 


H< x 


x— > WF, A (x)— co. 


(4) # (c) 的 条 件 与 符号 下 4(x) =2VX 工 (1,x) +O (1)， 这 里 
L(y) = n ly Q). 进而 证 明志 (1, y) 40. (对 A (x) 用 双 曲 型 
n=] 
RANE). | 
13. i q2>3,(lI,q)=1, K x>22 .证 明 : 
(a) 对 任意 算术 函数 [MA 


1 
> f= pg) 
n = | (mod q) 


(b) 35 x x° 时 有 


Y x(D> zx(n) f). 
dq n<x 


z mo 


3 n! z (n) log n) (5 n ~ u (n) z w)+o (1). 
=1 


n n< x 


2, 六 ziogp=( 


p<x 
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(c) WF yZx?,G(x)=x 》 n! y (n), K L (1, 2) = Š n”! y (n) 


n< x 


# > (n) Q) G(x)=x K L (1,z2)> n! p(n)x (n)=0 (1). 


nsx n< x 


(d) XF xx WR L, x) =0, 则 有 
(È n`' x (n) log n) (Zn > n'umy o) )= 一 log x+ O (1). 


n<x 


CHOR > x(n) (xm) log (x m), 证明 


NX 


> p (n) x (0) F A) = x og x). 


(e) 设 N (9g) 是 使 L (1,x)=0 的 复 特 征 x mod q 的 个 数 ， 那 末 


by sp CE log x+ 0 (1), 


p= Pod q) 
由 此 推出 ， 当 x 是 复 特征 时 工 (1, x) 20. 


Mo E JEP -一 jogx+0(1), 这 里 O 常 数 和 v 有 关 . 
p 9 (q) | 


p< x 
P= Í (mod q) 
这 就 是 关于 算术 级 数 的 Dirichlet 素数 定理 . 
14. Z q2>3,(l,q)=1, a 证 明 存 在 与 q, | 有 关 的 常数 A (lq), 使 得 
4- PIN j log log x+ A (I,q) + O (og` 'x). 


psx p 
p= | (mod q) 


15. 设 X 是 模 q 的 非 主 特征 , X>1. 证 明 : 
(a) 对 c>1 一 致 地 有 X x (pp "log p= O (1). 


p< x 


(b) 对 cc>1, 级 数 } pz (p) 一 致 收敛 . 
P 
© Y niza- o. 
n=] P 
q 
16. 设 g 是 奇 素数 ，G (1) = > (+) e 的 , 其 中 (各) 是 Legendre 
n=l 


符号 . 证 明 : (a) 当 (1,g) =1 时， G= L) G (1); (b) G2 (1) = 


.254 - 


aBa ti ee S 


ett H. 


17. 


18. 


(DTPa: CGU) =S Q), 这 里 $ (g) 由 习题 2.17 给 出 .进而 
推出 , q= 1 (mod 4); G (1)=Vg > “q= 3 (mod 4). G (1)= 
iq : 
设 4 是 奇 素数 . W 4 的 实 的 非 主 特征 就 是 ( Z) . 按 下 面 的 途径 来 直接 
WALO- Y r ( )=o, 

n=l 


一 1 
(a) L=- Y (到 [ee 人 mm 到) am _ z 
m=! q g q 2 | 
其 中 G=G (1) 由 上 题 给 出 . | 
(b) “q= 3 (mod HEt, L (1) = — ag?” Tom (2) 0. (指出 其 


中 的 和 式 总 是 奇数 ). 
(c) 当 g = 1 (mod 4) 时 ， 


人 一 | 
LL(1)}=-qg'? È} (=) log (2 sin m). q'? logQ . 
m=1 
(d) DIII mI 分 别 表 对 模 g 在 1 和 ms<g-1 中 的 二 次 剩余 和 二 次 非 
m(R) m(N) 


剩余 求 积 . IBK, PK 
| | ~ 
Q = ( J] sin m) Í jI sin m 4) . 
m (R 


Oo # 


m (N) 
(e) 存在 整 系数 多 项 式 Y (x) 和 Z (x) 满 足 ” 
I] (x-e(m 4) =0/2 (Y (x) -q!22 Z (x)) ， 
m(R) ` 


II (x— elm 4))= = (1/2) (Y (x) +q! “2 0)), 
m (N). 


进而 推出 Z (1) Z 0. 

(d) ü Y= Y (1), Z=Z (1), WJ # Q = (Y+a'2Z)(y— 1102Z)- 1. 进 
而 推出 Oz1 及 L0()z0. 

在 上 题 的 条 件 和 符号 下 , 设 g 三 3 (mod 4). 证 明 : 


q 
(a) È m (enna. 


m=i 


1) [7,35]. 
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19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


-1 
(b) LO =ag'2(2-( 2) 2, 的 . (5 s21 HRA 
q m<q/2 q 


Se (ea) £ (aa 


M r4, 当 0<m<g/ ; 
Im | > n'!e(mn 外] 
2 +n=1 -N/A, 3q/2<m<4 . 


(c) # 0<m<q 2 P, IÉ& q BË) — K N| 2k BJ 3k i; — W aE 38 $: ñ TRE 
£. 
证 明 : (a) C, (= L u (q /4)d; (b) 用 (a) 证 明 推 论 3.2 . 


了. 
直接 利用 模 p” 的 原 特征 性 质 ， JEANA p" RI IRAT EWE a g 3.4, 然后 推 
出 一 般 情 形 . 
设 x mod q @ x *modg * 再 设 gq 之 1 和 gqg * 的 素 因 子 相 同 (PRE 
数 ，g *=1 时 取 gi=1), BRE q=q q (qog )=1. 记 1 =1⁄(1,g), 
q “= 二 q/(l,q). 如 果 (1 ,gq)>1, 那 末 , 3 q *=q A ,qi) 时 ， 

G (ix)=x *(I”)yz <q 4 Ju q4 99 (q)o qr G»: 
当 g *=q( /( q HF, G (J, x) =0. 
(a) 设 d| q .证 明 模 q 的 任 一 简化 剩余 系 一 定 可 以 分 解 为 p (q) /p (d) 个 


两 两 不 相交 的 模 d 的 简化 剩余 系 . 


(b) 若 总 有 G (1,x) =x (D z (x) 成 立 , 则 7 必 为 原 特征 . ( 设 x mod q 
e X *modq * 取 I!=g /q 9. 
设 p 是 奇 素数 . 以 NN, 表 模 p 的 正 的 最 小 二 次 非 剩余 . 以 N (x) 和 R (x) 
分 别 表 不 超过 x 的 模 p 的 正 的 二 次 非 剩 余 和 二 次 剩余 的 个 数 ， 证 明 : 
(a)[N,<./p log ph ilb) N (x) =x ⁄2+0, Vp logp, R (x) =x /2+ 
0, Vp logp, 这 里 | 0, |<1/2;(c) B N,> y. R x= /plog2p WR 


N(x) < È | 兰 | ,a 是 来 变数 ; (4) 对 充分 大 的 p， 


y<q<x 
N, < p Ne? log p. 
ik p 是 奇 素数 , g(p) 是 模 p 的 最 小 正 原 根 . 证 明 


g(p)— 1 


> uD È > x(n)=0, 


qip-! zmodq n=i 
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25. 证 明 : X GG(rix)G(h; x) =@ (q) C,(r—h). 


zmodq 
26. iZ q2 3, y mod g 是 原 特 征 . 再 设 y>0， F(y)= 2 z), 并 把 
O<ngqy 


F FHA l-o, co) 上 的 周期 为 1 HAWAR. 再 设 F 
=(F(y— 0) +F y+0)) 2. 证 明 | 

(a) A (2) -| F dy= T'È F (h @. 

Aly) +n OÈ n`! x (n) sin2xzny, x (— 1) =1, 
(b) F *(y) -| i 
A (2) — Gi) ` Ën y (n) cos 2any, xC 1)=-1. 


或 F*ty) =A (2) -rt (2) >Y Orin) - ! y(n)e (— ny) 


O<ini<aw 


= A (x)—rt (2) > (2min)! x 7 mel- ny) + O Kii | log De 
0<lnlsgH 
其 中 H2 1. | 
(c) max È x (n) > (rV2) "Ja: (利用 Parseval 公式 ). 


(d) s (L= 18, A (2) = (zi) rt (2) L (1, y); 34 y (一 1) 
=1 时 ， AQ)=0. 

(e) > (x- n)x (n) < Va min (q.x). 进而 指出 这 估计 对 非 原 特 
征 也 成 立 . 


27. 设 x 是 模 g 的 非 主 特征 . 证 明 : E 
,，X ) 


im 一 y 7 xn)= 2 
+a 1<d<A nld ` 
(q.q)=1 
28. 在 定理 4.2 的 条 件 下 ， 证 明 : 
M+N 2 T AT MEN 
> a,z*(n) <a(1+| 2 L) Y la,F. 
zmodq| n=M+i q n=M+! 


按 以 下 途径 来 证 明 : (a) Am, n yx *(m) X Kn), 
z mod q 


dmn? Plan. „n =p ! [m， nl, (gm ° mn) =1. IK, 


p (g, n) ° n= m (mod dm sa)» 
A = 
mon | 0, nÆ m (mod qm,n)- 
f L 
(b) 设 Lsg ,证 明 : 2 Amasa (c) 利用 定理 4.2 的 论证 . 
nF! 
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第 十 四 章 ”上 (s , Xx) 的 函数 方程 与 基本 性 质 


Dirichlet L 函数 (定义 见 式 (6.1.14)) Æ Dirichlet 在 研究 
算术 数列 中 的 素数 分 布 问题 时 首先 引进 的 , 它 的 性 质 与 作用 同 
Riemann ¢ KAHE U, 但 不 同 的 是 关于 对 应 于 实 特征 的 L R 
数 的 实 零 点 的 分 布 的 研究 有 着 特殊 的 困难 ， 而 正 是 这 一 点 具有 十 
分 重要 的 意义 ， 本 章 及 后 两 章 将 讨论 和 < 函数 相 类 似 的 性 质 ， 内 
容 与 方法 和 第 七 , 八 , 九 章 是 平行 的 . 以 后 说 到 L 函数 总 是 指 
Dirichlet L KA. 有关 本 章 内 容 可 参看 : [7] , 18] , [28] . 


$1 . 定义 与 最 简单 的 性 质 


本 节 内 容 在 第 六 章 及 其 习题 中 基本 上 都 有 了 ， 为 了 应 用 方便 ， 
在 这 里 简单 地 集中 提 一 下 ， 它 们 的 证 明 是 很 容易 的 ， 留 给 读者 自 
己 去 进行 

定义 1 设 g> 1,X 是 模 4 的 特征 . 复 变 函 数 


的 


L(s,z)= > xmn (1) 


n=l 


称 为 对 应 于 特征 x 的 Dirichlet LAK. | 
当 y=% 时 , o =o = 1; 4 yZ y R}, o,=1,0,=0 (W $6.1 
j4). 它 有 无 穷 乘 积 展 式 
EL(s ,xz=[ (=-xGO)p)- cc>1l. (2) 
# xmodq @ x*mod q *, WAP 
L(s,y)=L(s XOT O-z p)p ) ,o>1; (3) 
特别 有 
L(s,x?)=¢ (s) [[ a-p), o>1,， (4) 


1) 下 面 作 了 解析 开拓 后 ， 等 式 (3) 一 (10) 在 全 平面 都 成 立 . 
‘238. 


(以 上 见 式 (6.4.6) , (6.4.8) ，(6.4.9) ) ， 此 外 ， 还 有 


L-' (s, x)= 2 u(x (nn, o>1, (5) 


- Æ Gs, = È A(n) x (mn,o>1, (6) 


(以 上 见 式 (6.3.23) ，(6.3.25) ) . 
L ø% Hurwitz ¢ 函数 ( 见 式 (6.1.12)) 之 间 有 如 下 的 关 
系 ( 见 习题 6.12) : 


Levr irw ) (7) 


(s T ]- 5 p(q) i L ,xX (DL(s, x), G>] , (q, r) =1. (8) 
L 函数 与 周期 “《 函数 ( 见 式 (6.1.13)) 之 间 有 如 下 的 关系 
(见习 题 6.14): 


L(s ,x) =q} GD F(s; £ ), o>1; (9) 
h=1 


当 x 为 原 特征 时 有 
工 (s ,X) 一 i Sx F Ís. +), o>1, (10) 


h=1 
其 中 G (h; z), z (xz) A Gauss 和 . 
由 定理 7.1.1 和 式 (4) 可 推出 :元 (s,xo 可 解析 开拓 到 全 平面 ， 
s=1 是 唯一 的 一 阶 极点 ， 留 数 是 gq-'p (q). 当 xZ# x° 时 ， 由 式 
(7) 及 定理 7.1.1 知 , L (s ,XxX) 在 s=1 处 的 留 数 是 


> x (h) = 

h=1 
所 以 L (s , x) 可 以 解析 开拓 为 整 函数 . 但 是 和 《5(s) 一 样 ， 利 用 
定理 7.1.1 不 能 推出 L (s , x) 的 函数 方程 . 
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$2. 函数 方程 


定理 1 设 g>3 ， x 是 模 g 的 原 特征 , 那 未 有 函数 方程 
L(I—s,x)=(2m) gr(OxT(sS) 


。 fetr Deal ,m) (1) 
成 立 , | 


”这 里 给 出 两 个 证 明 ， 一 是 利用 Hurwitz 公式 (定理 7.1.4) 
一 是 利用 0 消 数 的 变换 公式 ( 引 理 7.3.1). 
第 一 个 证 明 :; 当 1<1<g ,o>1 时 ， | 
¿ (s, 1/g )= a° > (nq+I ) `: = q: )) ms 
m= =T mod g) 


-qÝ ms > e((m— l) h /q) (2) 
m=1 h=i 


q . . : 
=q'!> e(-Ih/g) F(s, h/g). 
h=1 


° °° 4 
-jr 
te 人 (re) 
= ER aÈ fe eE) 


(3) 


由 于 在 》7.1 已 经 作 了 解析 开拓 ， 所 以 式 (2) ，(3) 在 全 平面 成 立 
由 式 (1.10) (以 1 s 代 s) 及 式 (3) 得 
“260. 


F (s) g"! a h ins 
KRIET È F(s, eie” 
te POD 
_ T (s) s-i fe _ ins 

= ar le $ tx(~ De? | 
x cwiDr(e 二) , 
对 原 特 征 有 G (h, O =x (Dt (xX)， 因而 由 上 式 及 式 (1. 10) 即 得 


A (1). 
下 面 来 推导 L 销 数 的 对 称 形式 的 贤 数 方程 . 设 


š=6(0)= + (1-z(- D) | (4) 


| + G+) 
ss,0 = (4 ) r (3: jLG (5) 


JE, RAAE (1) 可 写 为 以 下 对 称 形式 的 函数 方程 


T 

0 -6 (6) 
分 两 种 情形 来 证 明 式 (6). 34 y (一 1)=1 时 , 6=0 , 式 (1) 为 
L(1—s,x)=2(2x) q! t(x) T (s)cos — SL(s,x). (7) 

利用 式 (7.1.16) ， 及 式 (13.3.18) BP 
q=x(—1)z(x)zr(X), (8) 
PRODR DRRERO. 当 x (-1)=-1Ħ, 6=1, 式 (1) 
L(i~s,x)=—2i(2x) q"! TODT (s)sin ~> S J(s,7). (9) 
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类 似 于 式 (7.1.16) ， 利 用 式 (3.2.15) 及 (3.2.11) 可 得 


ro 人 (全 
-2= + r [ Lts) (n Zs T (=). (10) 


HK (5), (8), (9) R (10) 推出 这 时 式 (6) 也 成 立 . 
由 式 (6) 可 知 “(s , x) ERR. 


若 把 渗 数 方程 写 为 如 下 形式 : 
L(s,yz)=A(s,y) L(1—s ,xX). (11) 


AR, HR) 及 式 (6) 可 分 别 推 出 
A(s,z)=(2z)°°!q s r(x)T (1— s) 


. fert y (=e (12) 


E s+ó ` =! | 
(r( : )) | (13) 
类 似 于 式 (7.1.22) 有 
(2 tir.) =] 及 A(s,x) A(1-s,x)= 1. (14) 
此 外 ， 类 似 于 式 (7.1.24) 及 (7.1.25) 由 式 (3.3.17) 可 推出 : 
在 任意 固定 长 条 a<o<P 中 , 当 |t1 oo 时 , 一致 地 有 | 


i l 
o t) |a | qt 
A(s,x) = TT 2 | exp ias no 


(2-2) olr) 09 
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pal rol 
aeol U of). aa 


其 中 O 常数 和 gq 无 关 ，4 和 式 (3.3.17 ) 中 的 相同 ， 
定理 1 的 第 二 个 证 明 是 直接 证 明 对 称 形 式 的 函数 方程 (6). 
第 二 个 证 明 : 先 证 明 一 个 引 理 . | 
5182 Wy 为 模 q 的 原 特 征 ，x> 0. 再 设 


0 (x;x)= Y (n) exp Í - mar JO Dai, (17) 


n=- 


0, (x ;2) =» nx Wexp ( - ) .xD=-1 (18) 
那 末 o 


1 
o(d 如 -ro 人 q J O(x;y), (19) 
ð, (3x)=-ir [2 ) o ;7 ) ， (20) 


证 : 由 引 理 7.3.1 可 得 


TS q m 
(4 4 ) = zo ( 3 ` q ) 


= (> ) £ GG; exp( - men ) 
由 此 及 式 (13.3.17) 就 推出 式 (19) 为 证 式 (20) , 先 对 式 (7.3.2) 


的 两 边 对 a 求 导 得 
% | n)? op ) 
Y (n+ a)exp [- zinta )- — ix? ` akii +t2rian 


n=~ 0 - : n= o 


由 此 及 式 (13.3.17) 得 到 


|... o S S Í, m _ 4 m\ 
a(k ja m È (e) e(t 8 2) 


_ _ 7g r x 1 
7 -ix(* 4 ) 2 et Dep (~ a ) 
-i [2 J a (x;x). | 
这 就 证 明了 式 (20)， 下 面 分 两 种 情形 来 证 明 式 (6). | 

(a) 3%3⁄(—1)=1#F, 利用 — 


q > s Y N À. ° s. u | Dh. 

| š | i | e | xt dx 2 

得 : 当 o>1 时 有 | i 

én =| x? 一 | š Y e e xn 2⁄4 dx= É: | x '0(xy) dx 
ò ns 


n=i 


Ah nena an Od ax. 
在 最 后 一 式 的 第 一 一 个 积分 中 作 变 量 答 换 x= — ， 并 利用 式 (19)， 
得 ! | 

E(s ,y)= 2f x F 0(x;y)dx ` 

+ 二 | x? "g(x; dx | (22) 
(积分 变量 y 仍 写 为 x). 


HK (16) 直接 可 看 出 <(s , 站 是 可 开拓 为 s 的 整 函 数 . 由 此 


及 式 (8) 就 证 明了 式 (6) 当 x (— 1) =1 时 成 立 
(b) 当 X(- 0D) = 一 1 时 , BRODE: 当 o>1 时 有 


¢(s ,XxX) = + | x" 70 (x ;x)dx 


3 LL 
2 2 


0 (x ;z)dx 


: l co 
_ 1 | -Toz 1 
= E 0 (x; x) dx+ 2 | x 


-ir(x) [° - 一 -二 
-3 x 10 (x ;Wdxt — | x 2 0 (x; dx. 


最 后 一 步 同 前 作 了 变量 蔡 换 并 利用 了 式 (20). 由 上 式 可 看 出 ， 
这 时 ¿(s , x) 亦 可 开拓 为 s 的 整 函数 . 由 此 及 式 (8) 就 推出 式 (6) 
X y (一 1) = -1 HERZ. 

MME, XAHARREAN f L (s , x) 的 解析 开拓 和 对 称 
形式 的 国 数 方程 . 

对 任意 一 个 模 q 的 特征 y, 如 果 有 函数 方程 (1) 成 立 ， 可 以 
证 明 x 一定 是 原 特 征 (见习 题 4) . 

由 函数 方程 (1) ,TT (5 没有 零点 ， 且 仅 以 sS=0 ,一 1， 

… 为 其 一 阶 极点 ,以 及 下 面 将 证 明 的 工 (1， #0( 定 理 D 

AA 

定理 3 iq2>3, 是 模 g 的 原 特征 ， ó 由 式 (4) 给 出 ， 那 末 ， 
(a) s= —(2k+ ó) (k=0 ,1 ,2 ,…) 是 工 (s ,X) 的 一 阶 零点 ( 称 
为 显然 零点 ) ; (b) 工 (s ,x) 可 能 有 的 其 它 零点 ( 称 为 非 显然 地 
点 ) 和 < (s, y) 的 全 部 零点 相同 ， 都 位 在 临界 长 条 0< Re sg 1 中 ， 
且 关 于 直线 Res= 广 对 称 ( 即 p 和 1- 万 同 为 零点 ). 


当 xy 为 非 原 特征 时 ，x mod q & x *mod q * 那 末 ， 由 式 
(1.3) 知 工 (s ,x) 仅 在 虚 轴 上 比 L(s,x 雪 多 出 一 些 零点 . 这些 零 
点 也 看 作 是 显然 零点 . 这样，L (s , x) 和 L(s,x *) BJ dE 9 228 
点 是 相同 . 当 X= r° B. L(s,x 当即 是 els). 

定理 4 L(1,x%)Æ#0. 

证 : 当 X=X" 时 , 1 为 L(s， 0) 的 极点 。 定理 当然 成 立 . 现 
ÚW x= x 0 分 y 为 复 特 征 和 实 特征 两 种 情形 来 证 . 

(a) y mod q 为 复 特 征 . 当 o>1 时 ,对 式 (1.2) 取 对 数 ， 得 : 
ogLG , 力 =- Ziog( 1- 22 x (p). 1 )- 2È ae = 23) 


-X sa 


+0(1). 
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由 此 得 : YIN AARE L 7 的 式 (13.1.22)) 
y (p) | 
y y Z ” 


(q) z mod q P 


LS ol G6. + 0(). 


p=! (mod q) 


— I 
= log I L6 +0(). (24) 


如 果 工 (1, x) =0, W L(1,y)=0,r |] L(s,x) 在 点 


x mod q 
s 二 1 解析 且 亦 等 于 零 ， 这 样 ， 在 式 (24) 中 取 s=c> 1， 当 o 一 ~ 
1+ 时 就 得 出 矛盾 . 
(b) xmodg 为 实 特征 . iZ | 
y(s=L(s,y )L(s,y)L '(2s, x"). (25) 
# L(1,y) =0 , W y (s) Æ s= 1 解析 .所 以 y(s) 在 半 平 面 
Re s> — 上 解析 , H 
y 一 0， sh, (26) 


现 把 (5) 在 点 s= 2 展 为 宕 级 数 ， 其 收敛 半径 为 . 当 g>1 
时 ， 


t= -x Pp) (x(pp p 
-T (1+p (1—p -= -> an`, 
z+ RAAE x (p) = | 的 p 求 积 ， 显 见 有 0 -1.a >0. 由 
y ™(2)=(-1)" È a, a n>? (logn) —”. 
得 到 由 (s) 在 s=2 的 展开 式 为 
TO — (s= 2)"= > S È a,n™ (log n) ~” 


— s)" > a, n~? (log n) ` om ,1s-21< —. 


=y (+ 一 一 
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因此 有 


y (s> 4 (2)>1, + <s<2. 


这 和 式 (26) 了 矛盾 ， 这 就 证 明了 当 为 实 特征 时 亦 有 元 (1 , x) z 0. 

Hecke 猜想 4 y 为 实 特征 时 

L(s,y)Z0,0<s<1. (27) 

这 一 猜想 至 今 未 被 证 明 . 

更 进一步 ， 相 应 于 (s) 的 Riemann 猜想 提出 了 : 

广义 Riemann 猜想 (GRH) 对 于 任意 的 Xxmod gq,L(s,x) 
的 非 显然 零点 全 部 在 直线 o=1/2 上 .和 Riemann 猜想 一 样 ， 
由 此 可 推出 许多 有 意义 的 推论 ， 为 进一步 研究 指出 了 方向 ， 有 一 
些 后 来 被 无 条 件 地 证 明了 . 这 些 这 里 不 作 专门 介绍 了 ， 有 的 在 适 
当 的 地 方 加 以 指出 . 


$3. 最 简单 的 阶 估计 | | 
和 定理 7.5.1 一 样 ， 容 易 证 明 
定理 1 对 任意 的 xmodgq 有 


TL < IL(s,)i< S, o>1. (1) 
ILP (s, x)| << gopr > 1,k20. (2) 
其 中 < 常数 和 大 有 关 . 
设 S(u,y)= X x(n). (3) 
BË, 3 x= x° 时 有 
LnD=s| S (ur) udu,o>0. (4) 
利用 最 简单 的 估计 


| IS(u,z)|<q,z y, 
HK (4) 可 得 : 当 x 关 XxX* 时 ,有 
L(s,x) <<gq(l|t|+2), c2>1⁄2. (5) 
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如 用 估计 式 (13.4.1) 可 得 : AALA ` 
L(s,z) << (+2) Vg logq, 0217/2. (6) 
利用 式 (2.11) 及 (2.16) ， 相 应 于 估计 式 (6) 可 得 : `4 y 是 模 
gq (之 3) 的 原 特征 时 有 
L(s,x) << (2x) -12(t|+2)’ ?27g logq, og<1/2, (7) 
这 里 << ”常数 是 绝对 的 . 
由 式 (6) ，(7) 及 (1.3) 知 : 对 任意 特征 x ,上 (s, x) 在 任 一 垂 
直 带 形 长 条 中 是 有 限 阶 函数 ( 见 定义 4.4.1). 
类 似 于 定理 7.5.2 容易 证 明 : 
定理 2 设 整数 k>0 ,x 是 模 g 的 非 主 特征 . 我 们 有 
L (s,y) << min (c (c— 1) 和 'logt"(a (lel+2))), 
c2>1. | (8) 
L® (s,z) << {((ltl+2)Vg log4)'" + (1-0)- | 
(ltl+2)Vg logqg) -1)) 
` logt (q (|t|+2)), 1/2<o<1, (9) 


其 中 << 常数 和 大 有关. 
要 证 该 定理 ， 只 要 利用 关系 式 : 对 x>2 及 o>0 有 


L(s,z)= > n :x(n) --S(x,x)x" ° 


rs| S(u,x)u''du, (10) 


及 
L*(s,x)=( TY ny (log: n—(—1)* S(x, y)x 5 


n< x 


-logt x+ (— p. | S(u,x)u m logtudu 


+(— D| S(u,y)u s ' log“ 'udu ， 
o>0. (11) 
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取 x=(|t|+2) q 1o84, 类 似 于 定理 7.5. 2 的 论证 (这 里 少 一 
项 , 更 简单 ) 就 可 推出 式 人 8 和 (9) . 


由 定理 2 立即 推出 | 

定理 3 在 定理 2 的 条 件 下 ， 对 任意 正 数 4 在 区 域 ， 
i o>1—- A(log(q(|]t]+2)))”' | (12) 
中 有 估计 LW%(s,x) << log (g (]r|+2)) ， (13) 


其 中 << 常数 和 4 kAR 

当 X 为 模 4(> 3) 的 原 特征 时 ， 由 式 (8)， (2 11) Ë (2. 16) 
:可 得 
L (s,z) << 2r)” CATEI "log (g(|tI+2)). (14) 

g < 0 

利用 定理 4.4. 1 (注意 到 该 定理 的 附注 2)， 从 估计 L(1+it,z) 
<< log (q (lt]+2)), L(it, x) << (gqg(ltlt+2))'?1log(q (ltl 
十 2)) 出 发 ， 就 可 改进 大 人 s ,x) 在 0<o<t 中 的 估计 . 

定理 4 设 x 为 模 q (> 3) 的 原 特征 . 35 0 < c< 1! Rf 

L(otit,x) < (g(t1+2))™ "21log (q (ltl+ 2)). (15) 

证 : 证 明和 定理 7.5.4 相同 ， 这 里 要 考虑 函数 

fs, q) = L (s, „X) (q (s+2)) 0" (log (q (s+ 2)))- i 

O<o<1. 

具体 证 明 留 给 读者 . 

特别 的 ， 我 们 有 

L(1⁄2+it,y) < (a delt 2)) log (a (ltl+2)). (16) 

在 定理 24.2.2 , 我 们 将 改进 这 估计 ， 把 对 数 因 子 去 掉 . 

关于 工 (s ,Xx) 的 阶 函 数 j(o) ( 见 定义 4.4.2)， 可 得 到 和 和 
(s) 完全 相同 的 结果 ( 见 97.5 结尾 ) ， 但 要 注意 到 定理 4.4.1 的 
附注 2 . 由 定理 6.6.3 , 函数 方程 (2.11)， 式 (2.16),， L (s, z) 
是 有 限 阶 函 数 ( 见 式 (6) ，(7) ) ， 以 及 定理 4.4.2 立即 推出 : 


1) 实际 上 这 里 直接 可 用 定理 4 . 
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定理 S$ 设 x 是 模 4(z>3) 的 原 特 征 L (s, x) 的 阶 函 数 
4(o)， 即 (0o) 是 使 
L(otit,x) << (gq (lt |+ 2))* 

成 立 的 六 的 下 确 界 ， 是 下 凸 函 数 ， 满 足 
uk(o)=0,021, p(o)=1⁄2-6, e<0, (17 
 H(o)<(1—o6o)22 , O<co<1. (18) 
关于 44(o) 在 0<o<1 中 的 确切 值 FJ 函数 一 一 样 ， 至 今 也 
是 一 点 不 知道 ,也 有 类 似 的 Lindelöf 猜想 : | 
u(c)=0,1⁄2<o<1. (19) 


= 题 


1， 设 g>2,xmod q .证明 : 4D 1m, L00 =0; 当 x(-D 
= 一 1 时 , 了 (0， )=-- y rr (r). 

2. W q23,zxmodq 是 原 特征 a D=-1. 则 

x LG, =-in(ar(7))" PU2 


3. 设 A(X) 由 习题 13. 25 给 出 . 证 明 : 4 (x) = TLO, y). 进而 给 出 上 题 的 
另 一 证 法 . 

4. W y AES q 的 特征 . 如 果 工 (s， ORERRNE (2. 1), MBK x- 一 定 是 
原 特 征 . 证 明 按 以 下 途径 进行 : 
(a) 证 明 习 题 13.21 . 
(b) 设 F(s, 0) 是 周期 ¿ 683 (M A(6.1.13)), 2 L *(s, x) 


-Tx FG, r4). 证 明 ; 对 所 有 的 s， L *(s, x) =. CL(s x) 


立 的 充 要 条 件 是 y 是 原 特征 ， 

(c) 利用 Hurwitz 2 公式 (定理 7. 1.4) 证 明 : 

L(1-s,z)=(xz(2)) A-s, x) LL *(s, x), 其 中 Als, QLA 
(2.12). 
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.详细 写 出 定理 3.1 一 3.5 的 证 明 . 
. 设 整 数 上 >0.0<c<1,x 是 模 4 的 非 主 特征 : 
证 明 : LO sg) (t+2) gogg)" (loga(lz|+2)), 


` 这 里 << 常数 和 ,KK 有关 ; (b) 当 是 原 特征 时 it p=min (0,1—0), 


L(s,zy)<< qg? (t+2)logg)* , < 常数 和 o 有关 . 
. 设 N,q,m 是 正 整 数 ，m<4q 人 2, 以 及 1 /2<o<2 .证 明 : 


oo l~s po | 
> e(+ P J-( 4 ) | e(+u)u sdut+O((tl+2)N™°). 


n= N m mN q 


， 利 用 上 题 证 明 : 4 y 是 模 g> 3 的 原 特征 ，1/2<o<2 时 ， 


S m o L " Ga) T -s 
>, n o r(y) a À 71 ™ Im] iva E! du 


+O (t1+2)N 9), 
其 中 + 号 的 取 法 同 mm 的 正 负 号 


第 十 五 章 Lis, D/L D 的 零点 展开 式 


本 章 的 内 容 和 方法 与 第 八 章 完 全 类 似 .在 证 明 中 只 要 把 相应 
BJ L (s, z) 的 结果 去 代替 用 到 的 必 (s) 的 结果 ， 就 可 得 到 所 要 的 
结论 . 这 里 所 用 的 符号 和 第 八 蕴 类 似 . 本 章 内 容 可 参看 [71, [18], 
[28]. | 


$1. (s, X) 和 L(s, x) 的 无 穷 乘积 


定理 1 设 x 是 模 g(g>3) 的 原 特征 . MAG. DE 阶 
整 函数 ; 有 无 穷 多 个 零点 " | 

p=p,=ß, tiy =B+iy, O<; (1) 
BAL lol ! 发 散 ， 而 对 任意 正 数 8， > lel -e 98, RAF 


ELERE E 1; 以 及 


c(s,Y) 一 e4+8s] | (1- P: je (2) 
其 中 4 = A (x)，B= B (x) 为 依赖 于 x 的 常数 ， 
= (0.2) = [ va ) qy LO, (3) 


这 里 6 HK (14.2.4) 给 出 . 

证 明和 定理 8.1.1 完 全 一 样 ， 只 要 用 式 (14. 3. 5) 代替 式 
(8.1.4). R 3) TAA (14.2.6), (14.2.5) ŒH. 

”由 定理 1. 式 (14.2.5) 及 (3.2.1) 得 

定理 2 设 x 是 模 g(g>3) 的 原 特 征 . 那 未 ，L(s,x) 有 无 
穷 多 个 非 显 然 零 点 ， 它 们 由 式 (1) 给 出 ， 且 有 


D 这 些 零点 ( 按 重 数 计 ) 按 模 的 递增 次 序 排列 .> 表 对 所 有 这 些 零 点 求 和 . 
p 
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L(s ,z) (52 
_ Stò . 
e an|] e 一 S (4) 
其 中 
C=C) =A) + È 2 ?+ log, (5) 
r: (6) 


D = D (x) =B (x) + > y+ 2 OEG 


$2. 工人 sx) /Ls, x) 的 圭 点 展开 式 
定理 1 设 x NE q>3 的 原 特征 ， 那 未 ， 当 sz#p， 


—(2n+ ó), n=0, 1,2,- ° 时 有 


E (sD B+E (+4), (1) 
a 
(tt) 
"pt g + È (srra a 
a(i) É 


证 明和 定理 8.2.1 ,8.2.2 完全 一 样 
由 式 (2) 和 (3.2.22) 可 得 : 34 s= p, , së — (2n+ ó) 


1,2,- WF, 


kionez (二) 


2n. 


+0((2 (555 )) +log(q(lsl+2) J. (3) 


HoP 2 (s AA (3.2.21). 
下 面 我 们 来 讨论 常数 4 (x) 和 B (z). 


定理 2 我 们 有 
eme, a (4) 
B(x)=B(x), (5) 
Re B(x) = -了 Re + <0. (6) 


证 : H gls, x) =¢(s, x) 可 得 
eA W+B Ws] (1- < essit D =ë (5, x) 


Pr 


= TTT] (1- S je (7) 
p | 


上 式 中 取 s=0 即 得 式 (4). 注意 到 若 p E c (s, y) 的 零点 ， 则 
p 是 <(s,y) 的 零点 ， 因 此 


-S s/p — -S s p 
n (1- $ )er = 了 (二) 
由 此 及 式 (7), = (4) 就 证 明了 式 (5). 
由 式 (1) 及 式 (14.2.6) 可 得 _ 
BD= 0, D=- u, O). (8) 
由 此 及 式 (1H)， 式 (5) 得 (注意 到 零点 的 收敛 指数 为 了 H 
0<ß<1) 
Re B=- T yn 一 


1 
— — Re — 
p 7 2 
_-_ £} l1 _ 1 1 
二 2 2 Re 1-7 2 2 Re P . (9) 


.274 . 


由 于 p 和 1-p HAEl, O 的 零点 由 上 式 即 得 等 式 (6). 
Re B(x) <0 是 由 Re p>0 ,零点 的 对 称 性 ， 和 一 定 存在 非 显然 
零点 推出 ， 

利用 式 (6) ， 由 式 (2) 和 式 (3) 分 别 可 推出 : 


ORe _ l. 4,1l, I’ {stò 
Re T (s,z) = > log — + Re ( J 


2 r 
-È Re s 


K 


-Re+ (s, J) =- Re l 
L 4 


s— p' 


o [( (252 )) +log(q(Isl+2) ). (11) 


93. 非 显然 零点 的 简单 性 质 


以 下 总 假定 x 是 模 q (q> 3) 的 原 特征 . 
定理 1 对 任意 原 特 征 x 和 实数 ,有 


<< log (q (| T |+ 2)), (1) 


1 
> 1+(y— T) 2 
其 中 p=B+iy 过 工 (s,X) 的 全 体 非 显然 零点 . 
证 : 在 式 (2.11) 中 取 s=2 二 i 证, 得 到 
DT < los Th) 
由 此 及 0< B< 1 就 推出 式 (D. 
推论 2 (a) 在 区 域 T<Im s< T+ 中 ,，L(s,X) 的 非 显 
然 零 点 个 数 << log (g (1TI+2)); (b) 设 Tz>2, 以 N(T, x) 
表 上 L(s ,x) 在 区 域 0g<o<1,|t|<T 工 中 的 零点 个 数 ， 则 
| N(T, y) < 了 log (q T). (2) 
”证 明 同 推 论 8.3.2 . 
推论 3 对 任意 实数 了 , 有 
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| > TIP << log (q (IT |+ 2)). (3) 


证 明 同 推论 8.3.3. 

利用 以 上 证 明 的 性 质 ， 可 对 式 (2.3) 作 进一步 简化 . 
定理 4 is=s+it, WA 

l 

L p iy-ilst S P 


+o((a | 5 )) tlog (q (llsi+ 2) ). (4) 


证 明和 定理 8.4.1 相同 ， 只 要 分 别 用 推论 2, 推论 3, R (2.3) , 
式 (14.2.1) 来 代替 推论 8.3.2 ,推论 8.3.3, 式 (8.2.7), 式 
(7.1.13). 

进一步 可 以 证 明 _ | 

推论 5 存在 正常 数 c , 使 对 任意 的 实数 了 , 一 定 可 找到 了 
Wi T<T <T+I,f08 (a) L (s ,X) 在 区 域 


lIm s- T ‘I< clog UTH) (9 
HERA; (b) | 
L- (+iT)< log’(g (le + iT '|+2)). (6) 


(a) 的 证 明和 推论 8.3.4 相同 ， 只 要 利用 推论 2 的 (a) RER 
(8.3.3). (b) 的 证 明和 推论 8.4.2 相同 ， 只 要 分 别 用 式 (5) ， 式 
(4) ,及 推论 2 的 (a) 来 代替 推论 8.3.4, 式 (8.4.1) ,及 式 (8.3.3). 

附注 .由 推论 5 知 可 找到 一 串 正 数 T, 一 oo ， 使 得 所 有 的 
+T, 具有 了 的 性 质 . 


$4. log L(s,x) 


本 节 仍 假定 y 是 模 g (q> 3) 的 原 特征 . 和 88 5 完全 一 样 ， 
可 以 定义 log 上 (s ,xX)，log (s,y) 的 一 个 单 值 分 支 ， 注意 到 式 


1) 包括 显然 零点 . 
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(3.4) 可 写 为 
_ 1 1 
s+ó V. I S— Dp 


tolf (+ L)) tio tatstt2)) (1) 


利用 推论 3. 2 (a), 相应 于 定理 8.5.1 可 得 到 E 
定理 1 NT- > so< > > , 当 s 不 是 Ls， 力 的 零点 
时 ， 一 致 地 有 
log L (s, y) =log (s+ ó) + y> og- p) 
| Ay 


-tist ` 


¥O(logq(ltl+2)), © 
其 中 一 x <Im{log(s+ô8)}<r,-nr<im{logls—-p)}<zr 
”此 外 ， 从 式 (14.2. NS | 
log é (s, x) = = (s+6)log 4 


rear (: + )rioe rts, D. © G3) 


'. ara ODARE, 证 明 : 四 
1 

4 _ 一 一 一 十 一 1). 

(a) B (z)= + logi y> (> Load jow 


(b) B(x)= i y P: +0 {log g). 


m pl<! 
.证 明 : 定理 3.1 和 推论 3.2 (a) 等 价 . 
. 写 出 推论 3.2 和 3.3 的 证 明 ， 
， 写 出 定理 3,4 的 证 明 . 
. 写 出 推论 3.5 及 其 附注 的 证 明 . 
， 利 用 定理 4.1.1 直接 证 明 推论 3.2 (a). (参看 习题 8.2). 
.证 明定 理 4.1. | | 


— ON QA Be UN 
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第 十 六 章 L(s,x)BJdE 3 12% A BJ 4" 3 
“本章 内 容 和 第 九 章 的 31，32, S3 相当 ,证明 方法 亦 相 同 . 
以 下 总 假定 x ER 4 的 原 特征 ，4> 3. 本 章 内 容 可 参看 [7]. 

S1. 基本 关系 式 


定理 1 设 T>2, 且 二 TT 不 是 L(s,X) 的 零点 的 纵 坐 标 ， 
N(T, y) 在 推论 15.3.2 中 定义 ， HE 


N(T,D= 工 log 4- T- +s(r,p +o +), a) 


2n n T 

其 中 | | 
S(T. Dzar L(+ iT, r)a L (EiT,x). (2) 
其 中 幅 角 arg L (s , y) fè $315.4 来 确定 . | 

iz: RREA > HiT,- > 士 iT 为 顶点 的 正 向 矩形 
由 于 十 人 不 是 二 (5 ,X) 的 零点 的 纵 坐 标 ， 整 函数 上 4(s, x) W) 
点 和 工 (s , x) 的 非 显然 零点 相同 ， 所 以 根据 幅 角 原理 得 

2x (N(T ,x)+1)=Ar.argt (s.y). (3) 
由 函数 方程 (14.2.6) 知 x 
Sq 


sotit,X)= 0) CT otit,x) ; 


所 以 ， 当 在 矩形 尺 上 , 从 L 订 变 到 O -iT 再 变 到 
> + 订 , 再 变 到 > +iT 时 5(s, 的 杠 角 改变 量 等 于 从 
Lara 到 -之 + 订 , MÆ- — CT, 再 变 到 


- + 一 订 时 的 幅 角 改变 量 ， 因 此 式 (a) 可 写 为 


| Wali Ua Lages x), (4) 


其 中 工 表 从 一 一 一 i 证 到 — —iT, 再 到 一 十 iT, 再 到 ++iT 
的 折线 . 由 上 涉及 式 14.2. 5148 


(s+6) 
i(N(T,X)+1)=A,arg (47 (sia 
+A, argL(s,z). (5) 
AL (+ó) 
4 1 — 4 
sarg [ = ) T log = 
由 Stirling 公式 (3.3.17) 得 : 

stô )_ T _ 3 1 

A Lag r [ 25 )=Tios > T+ x+o( +) 


由 以 上 三 式 即 得 式 (1). 


32. MAAR 
定理 1 设 T>2, WA 
q 了 
N(T,x)= 二 log A 2 一 +0 (logqT). (1) 


证 : 证 明和 定理 9.2.1 相 同 . 4 TRE L (s, x) 的 零点 的 纵 
坐标 时 ， 由 式 (15.4.2) 得 


nS(T,x)= Im fiog L (4+ iT, r)}- Im fio L G- iT, 中 
= > Im fios (十 rir-p) | 


|y-TIs< ! 


_ 》 Im fios ( 4 -iT-p)}+0 tog q7). 


[Z+ TI<1 
由 此 及 推论 15.3.2 (a) (注意 到 定理 15.4.1 中 对 点 部 的 约定 ) 即 
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得 

S(T,z)=O(logqT). (2) 
由 上 式 及 式 (1.1) 就 证 明了 所 要 的 结论 ， 当 T SS AS AAB, 
可 同 定 理 9.2.1 一 样 证 明 . | 


由 定理 1 容易 推出 | 
推论 2 #fíFE% MH, Toc, 使 当 工 > 了 T。， H>H,H# 
N(T+H,x)—N(T,x>cHlogglT. (3) 
93. 一 点 说 明 


”定理 2.1 和 第 十 五 章 的 所 有 结果 都 是 用 有 穷 阶 整 函数 理论 来 
证 明 的 .正如 89.3 所 说 明 的 : 定理 9.2.1 和 定理 8.4.1 都 可 以 
不 用 有 穷 阶 整 函 数理 论 ， 而 直接 用 局 部 的 函数 论 方法 来 证 明 一 样 ， 
这 里 的 定理 2.1 和 定理 15.3.4 亦 可 以 不 用 有 穷 阶 整 函数 理论 ,而 
直接 用 局 部 的 函数 论 方法 来 证 明 ， 因 而 ,定理 2.1 和 第 十 五 章 33， 
$4 的 全 部 结果 都 可 以 分 别 用 这 两 种 方法 来 给 出 它们 的 证 明 ， 用 
局 部 函数 论 方法 来 证 明 这 些 结果 的 具体 步骤 和 9.3 中 证 明 相 应 
于 “(s) 的 这 些 结果 完全 一 样 ， 只 要 注意 到 用 上 (s, z) 的 相应 的 
阶 估计 来 代替 《(s) 的 阶 估计 ， 这 里 不 再 一 一 证 明了 ， 部 分 内 容 
将 安排 在 习题 中 ， | 


3] 题 


， 利 用 引 理 9.3.1 及 $14.3 中 关于 工人 s ,x) 的 阶 估 计 ，, 直接 证 明 式 (2.2), 
进而 推出 定理 2.1. 

2， 利 用 定理 2.1 证 明 推 论 15.3.2 (a). 

3， 利 用 引 理 9.3.2 R $14.3 中 关于 L(s, OB, EAE 15.3.4. 

4. 把 习题 9.3 ,9.4 r 3 LAX. 


— 
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第 十 七 章 L(s xX) 的 非 零 区 域 


我 们 很 容易 象 证 明 “ (I + it) +0 一 样 ， 证 明 
L(1+it, x) #0 

《当然 ， 这 里 要 用 到 元 (1, x) #0). ENR q 来 说 ， 有 关 《(s) 
的 非 零 区 域 的 结果 也 容易 平行 地 推广 到 所 有 的 上 (s, y), XH y 
都 是 这 固定 的 模 9 的 特征 . 但 这 时 出 现在 这 些 结果 中 的 常数 ， 
显然 是 和 g 有 关 的 . 而 在 应 用 中 重要 的 是 要 求 这 些 结果 和 qA. 
明确 的 关系 ， 出 现 的 常数 是 和 q 无 关 的 . 正 是 这 一 点 出 现 了 不 同 
T (s) 的 特殊 困难 : 对 应 于 实 特征 的 AREF KIRO AER 
说 是 它 的 实 零点 ) 得 不 到 相应 的 结果 . 这 种 不 同 明 显 地 反映 在 由 
此 推出 的 算术 数列 中 的 素数 定理 的 余 项 估计 中 . 

本 章 将 讨论 这 种 和 4(s) 不 同 的 非 零 区 域 问 题 . 除了 对 实 零点 
的 讨论 外 ， 本 章 所 用 的 方法 和 第 十 章 是 相同 的 . 定 出 非 零 区 域 中 
的 常数 有 许多 重要 的 应 用 ， 但 要 定 出 尽 可 能 好 的 常数 是 不 容易 的 ， 
需要 很 高 的 技巧 ,我 们 在 定理 1.6 中 将 证 明 一 个 这 样 的 结果 ， 它 
将 在 讨论 算术 级 数 中 的 最 小 素数 问题 中 用 到 ( 见 第 三 十 四 章 ) . 在 
92, $3 分 别 证 明 两 个 关于 实 零点 的 上 界 的 定理 一 一 Page 定 理 和 
Siegel 定理 ， 这 是 本 章 的 主要 内 容 ， 本 章 内 容 可 参看 [7], 
[18] , [23], [28]. 
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91. 非 零 区 域 (一 ) 
定理 1 存在 绝对 正常 数 c, , 使 得 对 任意 的 q> 1,(a) 3 
y mod q 为 复 特征 时 ， 在 区 域 
0 2>21—c, (log (q (|t| +2))) Tl (1) 
中 工 (s,X) #0; (b) 3 y mod q HEREN, ERRO) H LCs, 
x) 无 复 零点 ， 且 至 多 可 能 在 这 区 域 中 有 一 个 一 阶 实 零 点 B. 
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证 : 由 式 (14.1.3) 和 定理 10.2.1 知 ， 我 们 只 要 讨论 g> 3, y 
是 模 q 的 原 特征 的 情形 设 s=@ +it, x(n)=e®?™, (n,q)=1, 
我 们 有 
一 s: (s) => A(n) n -exp (—itlogn 
+ i0(n)), o>1, | (2) 
其 中 “,” 表 对 和 q ERE n RA. 由 此 及 式 (10. 1.5) 得 : 当 
c>1 时 有 
-3 Æ (052°) -4Re L- (otit O) 
-Re — (a +2it, x) > 0, (3) 
其 中 x" 是 模 g 的 主 特征 . 由 定理 15. 3.4 知 ， 当 1<o<10 时 ， 
NA AEA 


-Re-L (s, 1) <- > Re—— z tO (log (q (tl +2))). (4) 
ly- fei 
pi =B tiy, ËE L Gs, x) 的 一 个 非 显然 零点 . 分 两 种 情 
形 来 讨论 . 
(a) y 是 复 特 征 . 这 时 x ? 不 是 主 特征 ， 设 
Xmodg Xmodg', 
由 于 x : 不 是 主 特征 ， 所 以 g “> 兰 3. 由 式 (14.1.3) 可 得 


+ (s,y2) = L (s, +y 之 一 上 上 (p) log 


piq p:—x(p) 
L’ . 1 
= T (sx )+ O(logq), o> (5) 
由 此 及 式 (4)( 右 边 和 式 中 一 项 也 不 取 ) 得 : 当 1<o<10 时 ， 
-Re 和 (6 +2it, 42) <0 (og (ga (tl+2))), (6) 


再 由 式 (4) BUR Rp =p, 得 : 当 1<o<10 时 ， 
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-Re 下 (6 + it, x) < ~ 7. +O(log(q(]t]+2))), (7) 
此 外 ， 由 式 (7.4.8) 得 : 当 1<o<10 时 ， 
L(G) É lo 

T (o, x?) < 7 (o) = — +00), (8) 


取 t=y FAAC), (6), (7), (8) 得 到 : ”存在 正常 数 c，, 使 
得 : 当 1<o<10 时 ， 
3 


sai - 元 六 +calog(9(lyol+2) >0 ， (9) 
取 c=1+(3c,log(g(yol+2))) , B4 
B, <1- (15c, log (q(ly,|+2))) '. (10) 
所 以 , R3E < —L ， 结 论 (a) 就 成 立 . 


15c, 
(b) x 是 实 特征 .这 时 x* 是 主 特征 .由 式 (5) K K(8.4. 1) n] 
得 f i | 
-Re L (o+2it, x?) = -Re ( o+ 2it) + O (log q) 


< Re +0(log (q(lti+2))), i<o<10. (11) 


1 
(c — 1) + 2it 
ZHAG), (4), (8), (11) #8 


3 . 0 一 有 a— 1 

一 十 Á 

-1 4 > (co-f)? + (t— y)2 (c— 1)2+ 42 
|> tl <1 


+c,log(ga(it|+2))>0, 1<o<10. (12) 


对 复 零 点 Po =b, 十 区 再 分 两 种 情形 : 
(1) 1y] >14 /Jog2q, 4 为 一 待定 正常 数 . 这 时 在 式 (12) 
中 取 !=7o， 其 中 的 和 式 仅 取 一 项 p=po,， 得 : 当 1<o<10 时 ， 


3 4 


ol op rfet) log (gq (|y,|+1)) >0, (13) 
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同样 取 c=1+ EPESI (log (q (lyo H1) ' BB48 


2A _ 
Bo <1- -pa (do8 (qlyol +D. (14) 


© (2) 0<ly。l<4/og 24. 由 于 x 是 实 特征 , P Bo + iy, 都 
是 L(s, x) 的 零点 ， 在 式 (12) 中 取 t= 0， 其 中 的 和 式 取 p= po 和 
p, 两 项 , 得 到 : 当 1<c<10 时 ， 


c-l (op)ty | 4 08274>0 (15) 


>1), oc=1+24/Aog2g, 由 上 式 得 
4 
bo <l- 15 


综合 式 (14) ，(16) 适当 选取 c, 就 证 明了 定理 中 的 (D) 关于 在 区 
(1) 中 无 复 零 点 的 结论 ， 剩 下 还 要 证 明 如 果 在 区 域 (1) 中 有 实 零 点 的 
话 ， 那 末 只 能 有 一 个 一 阶 零 点. 

如 果 有 一 个 至 少 是 二 阶 的 实 零点 由 ,8。<1. 在 式 (12) 的 和 式 中 
p= Bo 的 项 至 少 有 两 项 ， 取 t=0, 得 到 | 


l 2 + ya log (24) >0. (17) 


(log 2q4)™'. . (16) 


o—1 o— B, 


取 o=1+ 一 log29) 得， 
3 
po <1— 3g, (0824). | (18) 


如 果 有 两 个 一 阶 实 零点 s. M B <B, <1. 在 式 (12) 的 和 式 
HR p= 1 | ,PB ,两 项 ， 及 t= 二 0, 得 到 


1 2 c 
— -了 >0. 
1 zB, + 4 log2q >0 
取 o=1+ 之 dog24)-1 7 亦 得 
B, <1- + (og24)- 1 (19) 
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由 式 (18) 和 (19) 知 ， 只 要 选取 c， 适 当 小 ， 我 们 所 要 证 明 的 结 
论 就 成 立 . 


定理 1 表明 工 函数 的 非 零 区 域 和 《 函数 的 非 零 区 域 基本 上 是 一 
样 的 ， 所 不 同 的 是 对 应 于 实 原 特征 (或 其 导出 的 特征 )x 的 L (s, z) 
可 能 有 非常 接近 于 1 的 实 零点 . 下面 的 讨论 表明 这 种 L(s,x) 如 果 存 
在 的 话 ， 也 是 十 分 稀少 的 


定理 2 存在 绝对 正常 数 Ci ， 使 对 任意 的 两 个 不 同 的 实 原 特征 
Xi mod qi ,X2modg ;, WÈL (s, Xx,)， L (s, x ,) 27 31| 48 % 2 SÁ ñ, 
Ba, 则 必 有 x 

B= min (B, ,B) <1— c, (log qiq). (20) 

证 : 如 果 g,,qg， 有 一 个 等 于 1, 则 结论 显然 成 立 , 所 以 ,可 
假定 9g,>3，9, >3. 设 x=X1x,, 把 它 看 作 是 模 414， 的 特征 . 
先 证 明 X ER RERE ERA, HXi 都 是 实 特征 就 推出 
Xm)=x2(n), (n,q1q2)=1. 
x ‘(n;gqi q.) = x° (n,q ,q,)xy (n) =x"(n; qq ) x (n), 
这 表明 y (n) 和 x ，(n) 都 是 对 应 于 x “(n ;gd2) 的 原 特 征 ， 由 推 
论 13.2.6 知 ,，x， 和 y, 是 相同 的 ， 这 和 假设 矛盾 . 

4 o> 1 RS 


-È ()- Tr (wir) -Fe n) GE (s; xu) 
由 式 (4) 可 得 : 1868106 


- E (og) —— 


=Y A(n)(1+x (n))(1+x,(n))n >O. (21) 


一 — +0(llogq), | i= 1,2. 
RAS GEATA 看 作 这 里 的 xX) 及 式 (4) 得 

一 L (o, XX) < Ofloga g)， ， ` l<o<10. 
由 以 上 三 式 及 式 (8) 的 第 二 式 得 ( 取 c ,>1): 当 1<o<10 时 ， 
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0 一 ] op 0— 


1 
r: + c¿log q,q, > 0, (22) 


o—1 g— FET] + cs, log q, q > 0. (23) 
取 c =1+(2c¿dlogq,q) 得 
W ws 

所 以 取 c, = 127 就 证 明了 定理 . 

推论 3 FARERI, 使 对 任意 固定 的 qÈ 3, 在 模 g 的 
所 有 特征 中 仪 可 能 有 一 一 个 实 特征 x, Ë L (s, Q 有 一 个 一 阶 实 零点 
B 满足 | 
" B >1—-—c,(ogq)'. (24) 
这 时 q 称 为 (对 应 于 常数 c 的 ) 例外 模 , Z, L (s, 六 和 有 2 分 别称 
为 模 q (对 应 于 常数 c) 的 例外 特征 、 例 外 函数 和 例外 零点 . 

证 : 不 妨 限定 cy <c, /2. 这 样 ， 仅 可 能 对 应 于 模 4 的 实 的 
非 主 特征 的 上 函数 才 有 一 个 满足 条 件 (24) 的 一 阶 实 零点 . 假定 有 
模 q 的 两 个 不 同 的 实 的 非 主 特征 x , x, E LCs x), LCs, x) 
分 别 有 实 零点 B.B... W 

X i modq, <= ¿Ximod q, 
| yxy;modq; <=> xX,mod gq. | 
这 样 ，x ?x2 是 两 个 不 同 的 实 原 特征 ， 且 有 是 L(s ; x 为 的 零点 
(i= 1, 2). 由 定理 2 知 
min (8,.,.B.,)<1-c,(ogq/;q;) <1- -> (log q) '. 

因此 ， 只 要 取 c, < minl, 2 ,c;/2) 推论 就 成 立 . 

推论 4 存在 绝对 正常 数 c, , 使 对 任意 固定 的 实数 x > 3, 在 
所 有 的 模 不 超过 x 的 实 原 特征 中 , 仅 可 能 有 一 个 Xmod q , 使 得 


1) 这 时 1-8 也 是 L(s, Z ) 的 零点 ， 有 时 1 一 也 称 为 模 q 的 例外 零点 . 
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L(s, 廊 ) 有 一 个 一 阶 实 零点 B WE 
B>1-c,(logx) ~. (25) 
此 外 ， 如 果 有 实 特征 xmod q, g< x, 使 得 L(s, x) 有 实 零 点 
. B> 1-c,(logx) ! , RRUA 
x modq @ Z mod q. (26) 
q, È L(s, 7) M BIRA x 阶 的 (对 应 于 常数 c, 的 ) 例外 模 . 例 
外 特征 、 例 外 函数 和 例外 零点 ?. | 
证 : Ú q, S x, q,S x, y modq ,, x ,mod q, 是 两 个 不 同 的 
实 原 特征 . 如 果 有 ,是 工 (sy;)(=12) 的 实 零点 ， 则 由 定 
理 2 知 | | 
min(ñ ,,B,)<1-c,(logq,q,) ! <1- Ë (log x) 7. 


k. $". e—a 


了 推论 的 第 一 部 分 . x 
现 证 第 二 部 分 . 设 X mod q` < 一 > X modq. 显然 是 
L (s,x") 的 零点 由 已 经 证 明 的 第 一 部 分 知 必 有 x*= 


a. - 2 — . . 
_. “zu Te ë 


因此 ， 只 要 取 c。 < c, /3 就 证 明了 推论 . 


“附注 : 在 推论 5 中 只 要 取 正 数 cs < — T RA 


di+i >gr. (29) 
要 定 出 以 上 结果 中 的 常数 ci , c’ o 并 不 困难 ， 但 要 得 


. TH TT AL, Ly L.L. i. bibb w Zrr= x. — L. L. L L. -— s A _ Betr 一 


T ( s+ó 1 _ 
T (e ) -pgCHI+2+00， (34) 


这 里 6=0 或 1. 由 此 及 式 (15.2. 10) 推 出 : 当 1<o<10 时 有 


L’ _ 1 
R. T (s, z) = 2 log (gq Clt] +2)) 


. 1 
-ZRe ap +0(1). (35) 
由 于 p 和 1 一 p 同 为 L(s, Xx) 的 非 显然 零点 ， 故 有 Ea 
LR- = L YE fGs,p) +X fp), (36) 
I a p4 pL | 
xH o=ÜB+iy, 以 及 | 
1 1 
fs, p) = Re 一 一 十 Re —  : | (37) 


Bas i =s, tit, 


l . | 
x s= y It /1+402 )>0+ 5. (38) 
当 go>1 时 , c,> 3⁄2. 下 面 来 证 : "4 — <B <1,co>1 时 有 


f(s, p) > T; flisi p) ， (39) 


T 0 一 月 + = o—li+p. 1 
(oo— B)2+ (t-r)? (o— 1+0):+ (t-r > J5 
op L — c,—i+B | 
< 
由 于 cc- 1+8>c 一 5 所 以 上 式 左 边 
> 2-1 ` 
“ (co—1+p)?+(t—r)? ` 


因此 ， 为 了 证 明 式 (40) RREN: 当 o>1, — S B<1,y>0 H 


) lth+y 


1 


7 > (jp) - = fs 


B=1 
上 
_ —= J si; + O(1 
0 (Ga J5 f (s D) (1) 


<alog(g(|t|+2)) — > S -F '+00), (42) 


1⁄2 p>1/2 
其 中 “ ”表示 对 那些 等 于 p,(j = 1, 2, …, m) 的 那些 p RHA. 
注意 到 


f(s,p)<<1, 3 ñ =1⁄2 时 ， 
以 及 
1 
3 一 1 
从 式 (42) 立即 推出 : 34 1< c< 10 时, 对 模 g> 3 的 原 特征 X 有 
1 
s— p, 
+ 0 (m). | (43) 
这 就 证 明了 式 (31) 对 模 q> 3 的 原 特征 x 成立， 由 此 及 


f(s,p)=Re 


+0(1). 


一 Re 天 (s, x) <alog(g(lt|+ 2))—> Re 
| j=1 


= T Gs.) =- T (sx) +0 (oglogg), o>1, (44) 
就 证 明了 式 (31) ， 这 里 yey. 
由 式 (44) 及 式 (7.4.8) 知 ， 当 |s 一 1| < c (c 为 某 一 正 数 ) 时 ， 
-L (s, x)=- È (g) + O(loglog (q+ 2) 


= 一 +O(oglog (9g+2) )， 


再 由 定理 24.1.4 及 定理 10.3.4 H, "4 o> 1,|s—- 1 > c Bi 
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当 x 为 实 特征 时 , y2= y% p= B+ iy(B> 1⁄2) E: Ll, y) 
的 复 零 点 ( Bl y>0), ， 则 p 亦 是 L(s, x) 的 零点 .再 分 两 种 情形 
来 讨论 . G) |y|> Qlog(gq(]y|+2))) 在 式 (45) 中 取 t=7, 
类 似 地 对 相应 于 x” 的 一 项 用 式 (33) ， 相 应 于 y 的 一 项 用 式 (31) , 
以 及 相应 于 x = Xx" 的 一 项 也 用 式 (33) ， 就 得 到 : 当 o>1 时 有 


2 
5- | 8 «(1+0(1))log(g (ly|+2)) 
+ G Dia. 20, (50) 


由 式 (52) 知 ， 当 q 充分 大 时 有 


HP <1+wx+o(1) < + ; 
RẸ | 
. 21+) + 0 >3 
由 此 推出 
¿>+ (Vs —1)>cio , “ 
所 以 式 (49) 也 成 立 . 


综合 以 上 讨论 ， 我 们 证 明了 : 当 q 充分 大 时 ， 可 取 到 
c1 >1 15, 848 (a) x 为 复 特征 时 ，L(s,x) 在 区 域 (1) 中 无 零点 ; 
(b) x 为 实 特征 时 ，ZL(s, O EKR (1) 中 无 复 零 点 . 

下 面 来 证 明 : 可 取 到 c, >1/11, 使 对 任意 固定 的 充分 大 的 模 
q, 仅 可 能 有 一 个 实 特征 X mod q ,使 得 工 (s, 7) ERR (24) 中 至 多 
有 一 个 一 阶 实 零点 L. By ,xX; 是 模 q 的 实 特征 ， 这 里 o(1) 仍 满 
TRUT. 仍 取 o 为 由 式 (48) 给 出 的 值 ， 这 时 有 


= si 5 Co ( Co | ) 
(a—1)2+4y2 ~ log(g(]y]+2)) log(q(y1+2)) / 


1 | 2) -1 | 
nl <alog (q (yt2)). 
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由 以 上 两 式 推出 ， 这 时 式 (46) 也 成 立 ， 所 以 式 (49) 也 成 立 .〈ii) 
0<|1?1<(2log(g(y1+2)))-!， 这 时 ， 我 们 利用 


- (c,yo) — — (z, x) >0. (51) 
对 第 一 项 利用 式 (33)( 取 s 二 0)， 对 第 二 项 利用 式 (31)( 取 s=, 
m= 2,p ,= p, p;=p) 得 到 


1 _ 2(c— B) 
‘oo-1 (c—D))?'+ y? 


+æ (1+o(1))log (g (ly|+2))>0, 
(52) 

其 中 o (1) 满足 式 (47). 现 取 

o=1+(log (gqg (Iyl +2))) `, 
并 设 

8=1-4(ogtqg(y1+2))) ~. 

B,=1-¿ (logq) U, j=1,2, (53) 
分 别 是 上 (s， X;), j=1, 2, HELFA, 为 x = X° Hj, B, B, . 
显 见 ， 34 c> 工时 有 


o<Ë in ndt, Cm xo (n) +z,(0)) (54) 


Lea pe 2 ) Z (oga) 


2) . 
当 X1 关 X2 时 ， “munaa. 从 上 式 可 得 : "> 1 时 


—— — ———r uma 


0 一 1 o~ B, 0 一 iy 
其 中 o(1)= 0, 4 q— 00. 当 x,=Xx; 时 ， 利 用 式 (33) 和 (31)( 取 


m=2) AA (54) 可 推出 : Ae > 1 时 


一 E = = +(g+o{(1))log gq>0, (56) 


其 中 o (1)— 0, 5 q— e. 


+Ga+o(1))logq 20, (55) 
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现 取 ao=1+(log gq) 并 设 4=max (4 , 1. 从 以 上 两 式 
均 可 推出 


l 1 

l- Tri trto >Si- 和 一 和 元 

+ 3a+o(1)>0, 
即 当 q 充分 大 时 有 

| | _ 2 1 
4 > 一 一 一 一 TEP -1+0(1) > + : 

这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 至 此 就 完全 证 明了 定理 . 
$2. Page 定理 | 


在 上 一 节 讨 论 了 各 种 例外 实 零 点 可 能 存在 的 情况 ， 本 节 将 给 
出 这 种 实 零点 的 一 个 可 以 计算 的 上 界 . 这 种 结果 首先 是 由 A. 
Page 证明 的 , 他 证 明了 : 存在 绝对 正常 数 c ， 使 得 对 任意 的 实 
特征 x mod q, qÈ 3, 当 

s> 1- (VF logig) ~ (1) 

时 ，L(o, Xx) 关 0. 这 一 结果 的 证 明 并 不 复杂 ， 但 要 用 到 一 些 分 加 
域 的 知识 (见习 题 2) .我 们 将 给 出 一 个 稍 弱 的 可 用 纯 分 析 方 法 来 
证 明 的 结果 . | 

先 证 明 一 个 引 理 . 它 表明 上 述 问 题 可 转化 为 讨论 L(1, y) W 
下 界 估 计 . | | 

引 理 1 设 x 是 模 q 的 实 原 特征 ，g>3, MRAZ f( q) 满足 


0<f(q) <c log q, q>3, (2) 
那 末 ， 存在 正常 数 c，， 使 者 估计 
L(1, x) > f(q) (3) 
成 立 ， 则 当 
o>1-cvf(D) (logq) ° (4) 
时 ， L(o, y) Z 0. 


证 : 由 定理 14.3.3(k =1) 知 ， 34c>1-(loga) B, 


1) Proc . London Math . Soc .(2) , 39 (1935) , 116-142. . 
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Tc TPE Lu, dul 
| > L(1,x) -cp (1— o)log2q 
> f(g) —cs(1-o)log2q. 
由 条 件 (2) 知 ， 只 要 cj,， 充 分 小 ， 满 足 条 件 (4) 的 c 一 定 满 足 
o> 1-—-(loga)' .因此 ， 只 要 ci 足够 小 ， 34 o 满足 条 件 (4) 时 
号 有 
ILCs, y)| >(1 —c Chu ) f(g) > 0. 
这 就 证 明 了 引 理 . 


定理 2 tsi EE Meu, 使 对 任意 的 实 原 特征 x mod 4 
1>3, 必 有 O 


LO, 2) >c ul /7 log? q) 一 | | (5) 
证 : u> l, PA | . 
. ° x(n) Š y(n) _ 
mb rT LW. (© 
令 1=u <1, B ` 
£ x(n) = 
LT tute ju 2 x(n) 
= 一 一 — Sd (Fx) t” 
Lat po o 0) 
因为 x 是 实 原 特征 ， 所 以 总 有 
Z xw > 0, 
nim 
H4 m=k? 时 ， 
2 x(n) > 1. 


nlm 


9 i 
因此 当 To <t<1 工时， 


. 296 - 


H(t) > te >| oa >-1+| t” dy 
k=1 l 0 ` 


1+ vz ( L) 
= — og 一 一 
o ' 8 
r t - 
i E ) 
| 1 
1 1 ? 
> L [5 J i 
这 里 用 到 了 | | | 
l 
1 _| Y izt l 
bs = | w > 0<t<1. 


下 面 来 估计 差 G(D) =H- 了- 上 (1, 加 .我 们 有 


n~i 1 
GO- tr Sx (3 í ) 


ITt+. +f 


t tr! _ t" 

-qi rm [ ET J 
Tr a (t! — 1) 

-i FOKO. 


| (9) 
SAARINEN Kt). iZ S(n)= =È x(n, S(0) =0. H È 


(3.4. SM) | < Va 184 因而 当 0<t<1 Bl 由 .Abel 求 和 
得 


加 n-i t” tn 
IF(0)|< Vg log q> Tt 1+t+. + n 
n=1 | 
t" 
+ n+ 1 
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tr l t" 
ed I+t+.. +£! 


1 二 f 二 .十 [7 
tr! E I t" 
— + — 
n preg ) Va begs (+5 nf] nti J 
_ ea in 一 1 20 t” 
wim > n+ 1 - 1 十 1 | 


(10) 
FR Q(n) -f X(1) 1 1, H 式 ( 13. 4. 2) 得 |0(n)| 


l=n 


< 一 ~ Vg logq. 因而 当 0<t<1 时 


Ko = (1+ t+ -+ £1?) -l0 +Ë Q (nt De 


x (n) 
> n 


n=2 


<VT sq) 二 tl a L (g-t I -r) 21684, (11) 
H (9), (10), (11) #8: 
1G (D1 < 二 (is-74 En logq, 0<t<1. (12) 


因而 当 一- <t<1 时， 由 式 (8) 和 (12) 得 到 
4 Ll,x) =H -GO 
1 
>T Na logqlog I 
L(1, y) > + Vi-t -4Vg aloe 


= q> 4001og* q 时, 82 t= 1— —— 


-) (13) 


-r (glog4g) -!, 由 上 式 得 


L(1, x) > o g (Vq log 2g) - '— -y (Vg log? q), 
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由 此 及 L (1,x) 半 0 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
由 引 理 1 和 定理 2 立即 推出 | 
定理 3 存在 绝对 正常 数 cj ， 使 对 任意 的 实 特征 x mod q, 
q23, 4 
o>1-cws(Vg log* gq) `! (14) 
Ht, Llo, y) #0. | 
由 定理 3 可 得 到 关于 x 阶 的 例外 模 4 的 下 界 估计 . 
定理 4 存在 绝对 正常 数 c ,, ,使 得 有 
q> c log’ x (log log x) ”8 . (15) 
RZ, RE g 是 x 阶 的 例外 模 . 
”证 : 由 式 (1.25) 及 式 (14) 知 
1-cs(log x) -<p <1l-cs (VF log*g)-, 
Vg log49 > log x. 
由 此 利用 反 证 法 即 可 得 到 所 要 的 结论 
H Page 定理 所 得 到 的 实 零 点 的 上 界 (1) (或 (14)) 是 很 弱 的 ， 
其 优点 在 于 式 (1) (或 (14) ) 中 的 常数 可 以 具体 计算 出 来 ,是 至 今 
最 好 的 结果 . 31 中 的 讨论 表明 : 例外 零点 、 例 外 函数 如 果 存 在 
的 话 ， 那 也 是 极 稀 少 的 ; 例外 模 也 是 很 大 的 ( 见 定理 4) ， 分 布 十 “ 
分 朴 散 的 . 因此 ， 结 合 这 些 性 质 ，Page 定理 对 许多 应 用 (例如 三 
素数 定理 ) 来 说 已 经 是 足够 了 ， 而 且 由 它 证 明 的 结果 中 的 常数 都 
是 可 以 具体 计算 的 . 
Š 3. Siegel 定理 
Siegel 改进 了 Page 的 结果 ， 他 证 明了 : | 
定理 1 对 任 给 的 正 数 s , 存在 正常 数 c (s)， 使 对 任 一 实 原 特 
#E z mod q (q> 3) # 


Bp 


1) Acta Arith., 1 (1936), 83—86. 
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L(1,y)>c(e)q " E (1) 
由 此 及 引 理 2.1 立即 推出 | | 
定理 2 HERKESE, FEER S cf 人 《e) ， 使 对 任 一 实 特 
征 xmod qtg>3)， 当 f 
c21-—c (ë)q ° (2) 
B L(c,yx) £0. 
Siege! 的 结果 明显 的 优 于 了 Pasge 的 结果 ， 它 的 应 用 也 更 为 广 
泛 ， 推 得 的 结果 也 更 强 . 但 , 它 的 缺 点 是 这 里 的 常数 cle), ce) 
都 是 到 今 无 法 具体 计算 出 来 的 ， 因而 由 它 推出 的 结果 中 的 常 
数 也 是 不 能 具体 计算 出 来 的 .我 们 把 这 种 常数 称 为 非 实 效 的 . 
先 来 证 明 一 个 引 理 
引 理 3 ix modq,, x, mod q, 是 两 个 不 同 的 实 原 特征 ， 
qi 之 3, q2 3. 再 设 


F(s) = EC) Ls , xi) LCs, z,) LCS, zx, 1). (3) 
A= L(1,y)L(1,yx,) LL, y, X2) 。 (4) 
那 末 , 当 — <o<1 时 ， 有 绝对 正常 数 cw 使 得 
1 u | 
Flo) > 3 —- TU (qa te", (5) 


证 : 在 定理 1.2 POMEN x1 Xs 一 定 不 是 主 特征 ， 所 以 
F(S) 除 了 s= 1 外 解析 ，s=1 是 它 的 一 阶 极点 ， 留 数 为 4>0. 因 
而 


g(s) =F) - —— 
是 整 函 数 .由 
log FL) =E È pr (1+xr(p)) +z), o>1, 
推出 x ' 
F(s) = 之 a,n s, o> 1, (6) 


a= 1, a,> 0, (7) 
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在 点 S= 2 把 F(s) DSA — 
F6) =È cas 2D) "= b, 02-9", Is-21<1. (9) 

由 式 (6) 和 (7) 可 得 

| b, = (— D"(m1) `! F (2) È a n? log"h>0, m> 1, 


(9) 
b = FO) = Š a,n >l. i 


HF gls) 是 整 函数 ， 因而 得 到 : 在 整个 S 平面 内 有 


g(s) = £ o, -D-r 9 
由 式 (14.3. 5 $: HESE MEA Sls- 2< $ 
时 ， 
i Lisp << q. 


因此 在 圆周 工 : ls-21= 3 > 上 有 


leg EN 
由 此 及 Cauchy 积分 定理 得 | 
<enain(3) (D 


_ > 
M 为 待定 正 整数 当 -L <o<1 时 ， 由 式 (9), (10), 
(11) 得 


F(o)— — 


gls) 
J (5— 2)m*1 


Ib 41 


l 


J o 
= 》 b,„(2-0)"—4 } (2— o)" 
.m=0 m=0 
+Y (b4) 02-0)" 


M 


—g)M— æ m 
i-a 00 s ofaa (3 (0 ) ) 
m=M 
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由 于 这 时 有 — (2 o) <— <+, 因而 当 让 <o<1 时 有 


F(o)>1- ,00% 一 Cigg1g3e M⁄4, a2) 
这 里 取 正 常数 c 2 1. 
现 取 正 整数 M 满足 
— e <c lle“ < T. (13) 


利用 左 半 不 等 式 可 得 
(2 一 G)M el Im <c» (qı qg)? 
利用 式 (13) 的 右 半 不 等 式 ， 由 此 及 式 (12) 就 证 明了 式 (5). 
定理 1 的 证 明 : 首先 证 明 : 对 任 给 的 >0, 一 定 存 在 实 原 特 
征 ximod gq,,g1 =q, (2) 之 3, 及 实数 Bp,,1 一 E <B, =p) 


<1, 使 对 任意 和 7X ， 不 同 的 实 原 特征 x ;mod q, , q ;之 3, 一 定 有 
F(R.) <0. (14) 
如 果 存 在 实 原 特 征 y, modq,,q,23, 使 L(s, x) # É la] 


i- -4 16 ° | 中 有 和 零点 6，( 为 确定 起 见 可 取 这 种 零点 中 的 最 小 


的 ) ， 那 末 ， 对 这 样 取 定 的 y,modq, #l B, ,以 及 任意 的 实 原 特 
iE x mod q2, q, 23, RAH F(R) =0; 如 果 不 存在 实 原 特征 


Xi1mod q, Ë L(s, 4) 在 区 间 |1- -i ， p [enaa 那 未 


就 取 g, =3,X | 为 模 3 的 原 特征 ，8 ,= 1— ET: . 这 样 ， 对 任意 

和 XX; 不同 的 实 原 特征 x,mod q , ,9 ;之 3, 必 有 (为 什么 ? ) 
L(o,x1)L(o, x,)L(o, X, X2) >0, 1- EA <o. 

因而 有 F(B 1) <0. 这 就 证 明了 式 (14). 


由 式 (14) (met = <1- +) 及 引 理 3 H: 


¿> (1-B )(q,42 10, (15) 
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男 一 方面 ， 由 式 (14.3.8) (k=0) 知 : 
A<c, logq ogg qD LOU, X. (16) 
因而 ， 由 以 上 两 式 推出 : 对 任意 实 原 特征 xz modg，， 
42> q 必 有 (注意 到 1- Ps 一 ,以 及 8 d 是 依赖 于 。 的 
常数 ) 


LO, %4) >c»,( (1— ñ)q tU log q) (q°'2log q; ) 


(e) _ 一 
>cxq;'. 


这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
Siegel 定理 还 有 其 它 证 明 ， 参 看 习题 4. 


$4. 非 零 区 域 (二 ) 


在 310.3 已 经 指出 ， 对 于 函数 可 以 用 局 部 的 函数 论 方 法 来 
证 明 : 如 果 5(s) 在 某 一 区 域 中 满足 某 种 阶 估计 ， 那 末 就 可 得 到 一 
个 相应 的 非 零 区 域 . 对 于 上 函数 可 以 得 到 相应 于 定理 1.1 的 完 
全 同样 类 型 的 结果 . 证 明 方法 是 定理 1.1 和 定理 10.3.1 的 证 明 
方法 的 直接 结合 . 详细 推导 留 给 读者 . 

定理 1 设 g(g,t) 及 1/0(g,it) 都 是 每 个 变量 gq>1,1>0 的 
正 的 非 减 函数 ， 并 满足 条 件 


0 q t <1, ` lim 9 (q, ) = + œ, | (1) 
 (0(q,)) 1! < err, (2) 
再 设 在 区 域 | 
l—0(q lt) <o<2,  Iti>E(qą) (3) 
中 有 合计 
L(s, y) << ed (4) 


其 中 x ER g(g>1) 的 原 特征 ，E (gq) =0, 4 q>1, K EC) =2. 
那 末 ， 存在 正常 数 c > 使 得 (a) 当 X 为 复 特征 时 ， 在 区 域 


_ í e(q.21t1+ D) y 
s 21 a [ata + log (2 q) (5) 
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rh L (s, OREA (b) 当 X 为 实 特征 时 ， 在 区 域 (5) P L (s, x) 
无 复 零点 ， 且 至 多 可 能 在 这 区 域 中 有 一 个 一 阶 实 零点 1. 


由 定理 24.2.1 的 式 (24.2.10) 知 (注意 到 L(s,X) 的 显然 估计 )， 
这 里 可 取 
-273 2⁄3 


0(q,t) =c, Qog (lt{+10)) “(logl1og (lt|+10)) 
(qt) =c, { log log (|t| +10)+ log q (log (lt | + 10) )-22 
(log log (lt! + 10) P3}. 
因而 得 到 | 
定理 2 存在 正常 数 c ,,, 使 得 (a) “z mod q% RAE, 
L (s, xX) 在 下 述 区 域 中 无 零点 : ; 
s> 1- cs (og lel + 10): "Cog log (tl+ 10)" 


+logq) ,| | í C6) 
(b) 当 Xi mod q 为 实 特征 时 ， 在 区 域 (6) 中 LGs, 加 无 复 零 点 . 


= a 


1. EE (23) 的 原 特征 B (x) 由 式 (15. 1.2) 给 出 . 证 明 : BO) 
=—E(- B) + O(log 2 q), 这 里 的 8 见 推论 1.3， X =y( y 见 推论 1.3) 
时 , E =1: 4 y Z yit, E=0. 
2 . 按 以 下 途径 证 明 式 (2.1). 设 x 是 模 g(>3) 的 实 原 特 征 . 


q | 
(a) 证 明 : OLGO, x)=-}, xG(n)log(1-e(n/40)). 进而 推出 , 阁 
n=1 
q 
X (一 全 = 一 | W r(y)L(1,y)=-imq l> nr (n). 
n=l 
n=l f 


O (modq ). 


1) 关于 实 零 点 的 结论 是 多 余 的 ,有 用 的 是 当 1t | 相对 于 gq 很 大 时 ， 这 改进 了 定理 
1 .1 . 当 模 为 素数 赛 的 情形 ， 非 堆 区 域 也 可 得 到 改进 ， 见 习题 22 .23 。 
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(c) 设 g =2“oq,,2Fq,. WMR r 满足 同 余 方 程 组 
r = 3 (mod2*0), r = 2 (mod q,), 
那 末 ((-rxtr))， q)112 
(a) # y(—1)= 一 1, Mi | S| >q 42. 由 此 证 明 : 
L, Xx) >r A2)q-1⁄: 
(e) 若 x (一 1)=1, 则 z (y)L(1,z)=-logx, 其 中 a=[I (- GQ)” 
(q-1)⁄2 
= [| (4sin? (ang) r, 1#«>0. 


n=1 


(D n, n EERS, nn =l (mod q) N Pı (x) = M xj" , 


nzi 
P (x)= xl， 以 及 


j=0 
giGx)= |] e, G) [| e, (x), go 一 H eo |] e%,G). 
ELET) I=<n<q <n<q I<n<q 
xn} =] ym=-1 Ma 1 x(n}=~1 


证 明 ; Kir , g) =1 时 有 g(e(r/))=at+a 1， 这 里 & 由 (e) 中 给 出 ， 
g (x)}=g1 (x) +g, (x). 


(g) 证 明 : f(x) = Ji -era E o (q) 次 整 系数 多 项 式 . (用 归纳 
法 证 ). 
(h) 设 g (x)=k(x)f (x) +h(x), f, g 由 上 两 小 题 给 出 , 证明: h(x) 
恒 等 于 常数 x 二 x “!， 进 而 推出 a+x ! 是 一 个 不 小 于 3 的 正 整 数 . 
(G) 当 x(-1)=1 时 有 上 (1,x)>g ?log (3+Vs5 )/2). 
3. 写 出 定理 2.4 的 证 明 . 
4. 按 以 下 途径 证 明 Siegel 定理 (定理 3.1). 在 引 理 3.3 的 条 件 和 符号 下 ， 证 
BH: 
(a) 对 任 给 s>0, 一 定 存在 ximodgi, 和 1-s<5,<1, 使 对 任意 的 
Xx2 关 X! 有 F (p11)<g<0. 
(b) 设 x 22. 证明 
1 [ FG+pi)x: I v an 1 L Y 
2zi s(s+]1).. .(s+ 4) ds = 4! r nË! r z) 2 二 (上 1) 5 
(2) 
其 中 a ， 由 式 (3.6) 给 出 . 
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(c) WERE LO x) >> q O RLG 是 模 g (> 3) 的 实 原 特 征 )， 证 明 : 
当 取 x >> (qig ) 2*° BF, 有 4 (1—B) |x! -81>>1. 由 此 推出 定理 3.1. 

(d) 如 果 不 假定 L(1, x) >> 4-!2 成 立 . (x 同 (c)). 证 明 : 当 取 
x 1>> (G-p) 'lqiga) 时, 也 有 4(1-BD) xE >> 1. 
由 此 也 可 推出 定理 31. (本题 的 证 明 是 Goldfeid (Proc. Nat. Acad. 
Sci.USA, 71 (1974),1055) 提 出 的 .Chowla (Ann. Math., 51(1950), 
120 一 122) 还 给 出 了 另 一 证 明 ) . 

5. 写 出 定理 4.1 的 证 明 . 
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第 十 八 章 算术 数列 中 的 素数 定理 


由 于 引进 了 Dirichlet 特征 和 世 函数, 使 我 们 有 可 能 来 研究 算 
术 数 列 中 的 素数 分 布 ， 并 且 所 用 的 方法 与 研究 自然 数列 中 的 素数 
分 布 的 方法 完全 相同 . 但 是 ， 从 第 十 七 章 已 经 看 到 ， 上 有 目前 关于 世 
贤 数 的 非 零 区 域 所 得 到 的 结果 与 < 本数 的 非 零 区 域 所 得 到 的 结果 
在 某 些 方面 有 实质 上 的 不 同 ， 正 是 这 种 不 同 给 算术 数列 中 的 素数 


定理 的 研究 带 来 了 困难 ， 对 余 项 得 不 到 关于 公差 是 一 致 的 估计 ， 
这 些 ， 就 是 本 章 要 讨论 的 内 容 ， 本 章 内 容 可 参看 [7], [18], [23], 


[28]. 


1.%(x,x) 的 表示 式 


Ë q23,(1, q) =1,1<1<q. 在 算术 数列 1+ dqld=0, 1, 2, 


…) 中 不 超过 x 的 素数 个 数 记 为 
r(x;q,D)= > 1. (1) 
p = Thodg) o 

同 x (x) 一样， 对 它 的 研究 可 转化 为 对 

g(x;g,)= 2 logp， (2) 
y= odg) 

V(x; gq,)) = 2 A(n) (3) 
n= = med q) 

的 研究 . 容易 证 明 它 们 之 间 有 如 下 的 关系 式 成 立 ( 参 看 式 

(11.1.13), (11.1. AP 1.16) 的 证 明 ) : 


-及 


f 0(x;q,l eusa 1 ) 
m (x;q,l) = 人 af ulog? u (4) 


0(x; q, D =r (x;q,l)log sj uala (5) 


2 
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y(x; gD) =0(x;q,D +O(x2). (6) 


下 面 来 研究 (x; g, 1 ， 通 过 以 上 的 关系 式 就 可 得 到 0(x; q, D 
和 x(x; q, DD) 的 相应 的 结果 . 
设 q> 3. 由 定理 13.1.7 得 到 


yxig D => AW— ey Xx) 


p (q) xz mod q 
__ Í 7 | . 
= Q x y(D v(x, x), (7) 
其 中 | 
W(x, x)=}, A(n)x(m). | (8) 


设 x mod q1<== x mod gqg“， 我 们 有 
yx x) — yx x =- AGn)x n) << > 2 logp 


agoi pla prex | 
<logx), 1<< log x loga. (9) 


piq 


因此 ， 出 式 (7) 和 (9) 得 
. _ 1 1 7x . 
V(x; q. D = pia) Y (x) + (QO Ü, xD y (x, y) 

L i 


+ O(logx loga). (10) 
V(x) 已 在 第 十 一 章 中 作 了 讨论 ， 可 以 期 望 主 项 是 y(x) eua). 
因此 ， 对 yli q 站 的 研究 就 归结 为 对 (x, xX”)】(x 关 xX 中 的 研究 ， 
需要 证 明 它们 都 是 次 要 项 ， 为 此 设 
Wx.) = + y ato) + 0(x—0,x) ) 
y(x) x 天 pm ， 


(11) 


-te 一 s: A(x)y(x), x=p". 


类 似 于 定理 11.2.1 和 定理 11.2.2 我 们 来 证 明 
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定理 1 设 x ER q WRI, x>2 T >2. 那 末 有 


b+iT L’ xš | | 
yo(x ,x) = Jri | T (s, x) ~ ds+ R (x,T), (12) 
其 中 4b 和 R(x ,7) 与 定理 11.2.1 中 的 相同 . | 
证 明和 定理 11.2. 1 一 样 .只 要 在 定理 6. 5.2 中 取 a (n) 


= A(n)x(n), 这 时 A(s) = 一 E (s, 四， 其 它 完全 相间 . 
定理 2 设 q>3， 7 为 模 9g 的 原 特征 再 设 x>2, T> 2. RK 


有 : 
| wD- 5 r a- Slogx o 


‘TimplgT 
1 L og tj +R (x,T,g) (13) 


其 中 和 式 为 对 L(s, x) 的 非 显 然 零 点 .p 求 和 ，6. 由 式 (14;2.4) 给 
th. 


| 0 W + s: og, t + T . x- DSO | 
BG) +; > be +3 > +log2, XC1) = 一 1， (a) 
以 及 
R(x, T, q) << zoron ， epi Í. Ez ) ， (15) 
且 当 x 为 素数 寡 时 上 式 右边 第 二 项 不 出 现 特别 BJ), @ T— oo 8 
Wolx, z) = -2 x b(x)— (1 - ô) logx- oeg Era | 


| (16) 

证 : 证 明 方 法 与 定理 11.2.2 一 样 . 不 同 的 只 是 要 用 定理 1, 
定理 15.3.4, 推论 1$.3.2(a) ， 推 论 15.3.5 分 别 代替 定理 11.2.1, 
定理 8.4.1, 式 (8.3.3) ， 推 论 8.4.2, 此 外 ， 凡 是 出 现 log ls + iTi, 


1) 事实 上 b(x) =D(zy) +log(1+5ó) ,D(x) 由 式 (15. 1.6) 给 出 . 
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logT, log T É Rh ) t 2) H log( qlc+iT|), log (g7)， 
log(qT ) IRE, KÁ- £ 代 之 以 - = 这 样 ， 定 理 11.2.2 
站 论证 在 这 里 全 部 成 立 . 第 要 注意 的 是 在 运用 留 数 定理 时 , K 
数 上- Cs x) 二 在 s=1 解析 ， 当 x(-1)= 一 1 时，s=0 


是 它 的 二 阶 极 点 ， 当 ，(- 1) = 1 时 是 二 阶 极点 . 这 样 就 得 到 
yo (x, z) =- > Frsl e, Q) = E) | 


lim pl< T p | A 
DE HROT., D. a7 
下 而 来 计算 上 式 中 的 图 数 4 yC 1)= 一 1 时 , 由 式 (15.2.2) 
= (- +: — (80 == wya. - Æ Q, x) = —b(x), 


| x(-1)=- _ (18) 
sz D = 1 时 由 式 (15.2 2 得 o 

| G = L - b) +f, 
FERA) E s= 0 f#jr, f(0) = 0. 此 外 . 


二 = 4 + log x+g(s), 


其 中 gis) fE s= 0 解析 ， (0) = 0. 由 以 上 两 式 得 
| Rs [+ + (s, x) x= b0) -gx X(-1) =1， (19) 
再 注意 到 


nD) 1 -2 | 
L m5) =- 3) = L log Ti DE , (20) 
ARON- OOMENT ENENG. 


”定理 2 与 定理 11.2.2 的 一 个 明显 的 不 同 是 式 (13) 和 (16) 中 


出 现 了 项 b(x). 利用 $15.3 中 得 到 的 零点 性 质 ， 可 证 明 
定理 3 在 定理 2 的 条 件 下 ， 我 们 有 


b=- Y Z tologa). (21) 
[im ə |< 1 
证 ， 取 s=2, 由 式 (15.2.2) 及 式 (14) 得 
_ ofi 1 
b(x) = >( 3- t )+ot. 
由 推论 15.3.3 知 
1 1 1 
$ |— ++ 一 <<loga. 
>. ( 2— p + p )< Xx lol << t084 


由 推论 1$.3.2 知 


<< logg. 
| Impl< i 2—p 8q 


由 以 上 三 式 即 得 式 (21 ) . 
由 式 (11)，(13) 和 (21) 可 得 : 4x22, T22, k x 为 模 
q(q> 3) 的 原 特 征 时 ， 有 


Impl<T P Imol<l P | 


2 
R(x, T, q) < PELAT 4 jog (xg). (3) 


由 推论 17. 1.3 知 ， 对 任意 固定 的 模 q, 在 所 有 的 L(s, z) 
qmod itu waq qa ah x) , 它 有 一 个 例外 实 
零点 B， 因 此 ， 对 固定 的 q, 设 

Xx*modg* @ xmodg,  XÆX?, (24) 
由 于 L(s,x 38 L(s, xX) 有 相同 的 非 显 然 堆 把 ， 所 以 由 式 (22) 可 
推出 


定理 4 iWx>2,T>2. Wakata Blam a> 3 对 所 有 由 
式 (24) 给 出 的 x* 有 
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~ yÊ | p 
y(x x 9=-E =- > + Rx, T, gq). (25) 


F [im ə|< T 
其 中 
六 _ Jl, Z=; 
E= ~ 
fi WESE (26) 
x 是 模 a 的 例外 特征 ，“，” 表 对 除 可 能 存在 的 模 q 的 例外 零点 , 
1 一 外 的 所 有 非 显然 零点 求 和 ,以 及 > 
R (x; T, q) <<xT log (xqT)+ log’qg+ Ex + 1ogx， (27) 
证 : 只 要 推论 17.1.3 中 的 常数 c， 取得 适当 小 ， 总 可 假定 
了 > 六 .由 定理 17.1.1, 零点 的 对 称 性 及 推论 15.3.2 可 得 


1 Ë E, 
iimpl<! P 1 B 


f 


1 
imel P 


— 
a... 


-了 z + O(log’g). 
此 外 ， 由 微分 中 值 定理 得 


1-8 ~ 
x -— =x“logx, 0<¿<1-f <5. 


1-7 1-7 
由 以 上 两 式 及 式 (22) 即 得 所 要 结论 . 
由 式 (25) 和 (9) 就 推 得 : 当 x> 2,T>2 时 ， 对 模 g 的 任 一 非 
主 特征 x 有 


_ 
limo ig T 


其 中 
R (x, T, a) 一 


有 一 个 包括 主 特征 在 内 的 w(x, x) 的 公式 是 方便 的 . 这 只 要 
注意 到 式 (9) ， 从 定理 11.2.2, 式 (22) 及 (28) 就 可 得 到 


log2(xqg T) ~ L 
一 二 logx logq+ logg + Ex +. (29) 


1) 由 证 明 可 以 看 出 ， 下 式 中 的 指数 14 可 取 为 任意 小 的 正 数 . 
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定理 5 ix2>2, T> 2. BE KHA q 的 任 一 特征 x 有 
y(x) =E,x- > — F L LR. (x, T, gq) ， (30) 


lImpigsT P timvpi<t P 
K _ 
v(x, x) =Ex— FE > > +R,(x,T,g), GD 
B limp |< T p 
其 中 E= l — x=, 
0 0, | LEX, u (32) 


R, (x, T, q) << xlo xaT) + log(xq) + logxlogq, (33) 
2 pam 
R(x, T,q) << xlo Ln | toplap + Ext ， (34) 


z," aTuwxmema. x 

利用 定理 1 或 式 (25)( 或 式 (28) )， 从 关于 工 函数 的 非 零 区 
域 的 结果 就 立刻 可 得 到 具有 相应 余 项 估计 的 算术 数列 中 的 素数 定 
A. ROD 更 是 利用 L 函数 零点 密度 定理 来 研究 各 种 类 型 的 算 
术 数列 中 的 素数 分 布 的 基础 、 


$2. 算术 数列 中 的 素数 定理 


定理 1 i2q23,2< TS x. 那 末 ， 对 每 一 个 由 式 (1.24) 给 出 
的 x* 有 


twt 


(x, y9} = — ET tR T). (1) 

其 中 | 四 
R,(x,q,T) < PE) Eh iog aoee) ， 
(2) 


E, E 32 IB) Er, c 为 一 绝对 正常 数 ?. 


1) 以 下 c 可 表 不 同 的 绝对 正常 数 . 
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证 : 由 定理 17.1.1 知 , "4 o B,lImo |< 工时 ， 
Rep<1—c/log(gT). 


因而 有 
, X° logx J ; 1 
— «xex 一 — , 3 
N x P | € log(qT) R ipl ( ) 


进而 ， 由 非 显然 零点 的 对 称 性 及 推论 15.3.2 得 
y 一 < “二 + Y > L w 


liimels T Ip| lImpls1 Ipl 0 < j< HogT | 


< log2q +. 2 Ez 2iti|jog(qT') 
< log’(gT) < log? (gx) . 
由 以 上 两 式 、 式 (1.25) KT < x 就 推出 所 要 结论 . 
定理 2 W3<q<x,(l,q) =1,1<1<g. 那 末 ， 存 在 绝对 正 
常数 c, 使 得 


， = —*— -F m _ Z _ 5 
(xq, |) = gg) E(q) x (D pF + O(xe ), (5) 
其 中 


_ 1， 存在 模 g 的 例外 特征 之 
K 0 -| (6) 


0， 不 存在 模 q 的 例外 特征 ， 
B 8 表 可 能 存在 的 模 q 的 例外 零点 . 
证 : 定理 当 g>evbs* 时 显然 成 立 ， 效 可 设 q<e we 由 式 
(1.10), AD RHEE 17. 1.3 得 
x logzx 


十 Xlog2x exp Ñ C " J (7) 
取 了 = eVieer ， 由 此 即 得 式 (5). | 
由 式 (5) 及 式 (1.6) 立即 推出 : 


L 
4 


+E(q)x 
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， — X _ P ~ x -y | . 


以 R(x) 记 上 式 中 的 误差 项 ， 利 用 分 部 积分 由 上 式 得 
0(x;q,D +Í. 0(u;q,)) Lix 


logx ulogiun “ ọ (q) 


- E(q) 4 1 (D K: I W dut oem + of | ° ik du). | 
ogu , 


o (q) log u 
容易 证 明 
| e du << xe ios ， 
| , log’u 
由 以 上 两 式 及 式 (1.5) 就 得 到 x 
n(x;q,D) = x ~ Elą) Z] usol Olxe™ vios ). (9) 


A (5), (8), ，(9) 就 是 算 志 数列 中 的 素数 定理 的 三 个 等 价 的 
HER. 这 和 素数 定理 的 主要 差别 就 是 多 出 了 由 于 可 能 存在 模 
q 的 例外 零点 B 而 引起 的 项 .关于 例外 零点 B 的 性 质 我 们 所 知道 
的 就 是 317.2 中 证 明 的 Page 定理 ，817.3 中 证 明 的 Siegel 定理 , 以 
% 317. 1 中 所 证 明 的 表明 存在 例外 零点 的 模 q 是 十 分 稀少 的 一 

结论 .利用 这 些 结果 可 进一步 化 简 以 上 所 得 的 结果 ， 以 及 在 应 
PPKI LD 05 Rf, 


推论 3 设 正 数 e< - 一 . 那 未 当 g << (logx)” :时 
yx;qg,D) = 一 一 一 P ) + O (x exp CÁ c (logx) 3)), (10) 


m (x;q,l)= "xP  +O(xep(—c(ogx) Y )). (1) 


证 : 由 Page 定理 (定理 17.2.3) 知 ， 这 时 有 
B<1-ü-c /J/q log*q < 1- c(logx) `! + 
由 此 及 式 ($) 和 (9) 就 分 别 得 到 式 (10) 和 (1 
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推论 4 对 任意 正 数 4>1, 3 q< (logx)“ 时 有 


Y(xiqg D = AO + O(xe “gx ) ， (12) 
axia) = E + Oleee), (13) 
(q) 
其 中 c 是 依赖 于 4 的 正常 数 . 


iz. 在 Siegel 定理 (定理 17.3.2) 中 取 s= 去 ， 得 到 


p< I—c(A) q <1—c(A) (logx) ? . 


由 此 及 式 (5) 和 (9) 就 分 别 推出 式 (12) 和 (13). 

H F Siegel 定理 中 的 常数 是 非 实效 的 , 所 以 这 里 的 常数 c 亦 
是 非 实效 的 . 推论 4 通常 称 为 Siegel — Walfisz 定理 . 

推论 5 W3<Yy <x. g 表 可 能 存在 的 y 阶 例外 模 . 那 末 对 
所 有 的 q< y, 仅 除去 可 能 存在 的 y 阶 例外 模 q 的 倍数 q 外 ， 必 有 


(x; q.) = —— O + OC exp c /logx )) 


+O x exp rap (e 2 BX 小 (14) 
m(x;q,l) = 2 + OC exp (~cVlogx )) 
logx i i 
+ o(xexp (-: logy 有 | (15) 


证 : 由 推论 17.1.4( 取 x=y) 8, 3 4<y, qq, L(s,x) 
(x moda) 的 实 零 点 一 定 小 于 1 一 c logy) '. 由 此 及 式 (5) 和 (9) 
就 分 别 推出 式 (14) 和 (15). 

此 外 ， 由 定理 17.2.4 知 ， 若 这 里 的 q 存在 的 话 ， 必 有 


| q > clog:y (log log y) °. (16) 
最 后 ， 应 该 指出 的 是 从 定理 17.4.2 MAKK LEKKER 


.310 . 


区 域 的 结果 ， 可 得 到 同上 面 这 些 定理 与 推论 相应 的 结论 ， 我 们 就 
不 一 一 写 出 来 了 . 


习 题 


第 1 一 4 题 是 为 了 给 出 Hooley 关于 Bap6an 均值 定理 的 十 分 漂亮 的 证 
明 站 (参看 定理 29.1.6). 
1. 利用 定理 6.5.6 及 复 变 积分 法 证 明 ; 当 上 zz>I 时 有 


2 
(a) Y -Hi = er logta EË + 2 tolg) 


I< oll) 
LOKO) r 全 J 
(b) > PTO AO Jog£ +e, + O ce) 


aho, C3. C3 是 正常 数 . 
2. B Elcik ,a)=0 (x;k,a)— x/@ (k) , !<Q<Q<x, G (x;Q i Q2)= 


> y ‘F(xiksa), H (x; QQ) = > $ 0? (x;k a). 证 明 : 


Qi<k<0> 2! Qi< Kk<Q2 aci 
对 任意 正 数 4 有 
(a) G(x; Q,» Q) =H(x;Q,, Q) - rT 5 (Q +0 r )i 
(b) H(x; Q» Q) = (Q,-—Qi)(xlogx—x) +J(x; Q Q) 
+O(x2/log4 x). | 
其 中 J(x; Q, ;0,)= 2 Y logplogp”. 
Ci<k<0 P'<X p<x 


p#psp= p (k) 


3. 设 J(x ;0)=J(x;Q,x),， 4A 任意 正 数 . 证 明 当 x> Q x (logx) 4” 时， 


maay h Va 这 去 ) 
4， 对 任意 正 数 4 有 


1) J . Reine Angew . Math ., 274/275 (1975) ，206 一 223 ， 
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k 
(a) > > 'Et(x;k,a) =< logx+D,x°+ O (x2/log4x), 其 中 Di 


kx a=1 


为 一 TERM 而 当 1 < O<x 时 有 


(b) > > E?(x;k,a)=O xlog Q +D, Qx+tO(0 he H+x’/log x). 
k<Q a=l 


5， 如 果 广 义 Riemann 猜想 成 立 ( 即 L (s,x) 的 所 有 复 零 点 均 在 直线 o= 1⁄2 
kL . 
E), 则 有 之 ' E2(x;k,a) << xlog4x, 这 里 E (x;k,a) 同 第 2 题 . 


6. 设 m 是 正 整数 , 0 (m) EE m=p+ s 的 表 法 个 数 ， 其 中 是 素数 p<m, 
n (s) #0. 证 明 : 


1 
1— 一 一 一 
| Q (m) — ll( -p ) | 
7. 证 明 : 对 任意 的 非 主 特征 x， 有 


. -1 
Larit o (1 4E ) . 
P 
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第 十 九 章 “线性 素 变数 三 角 和 估计 


在 用 圆 法 研究 Goldbach 猜想 ( 见 第 二 十 章 $ 1) 时 ,就 需要 讨 
论 如 下 的 线性 素 变数 三 角 和 (或 指数 和 ) 
S(«,x) => elap), (A) 


其 中 v 为 -实数 ,x> 2,p 取 素数 ;或 讨论 等 价 的 加 权 线性 素 变数 
三 角 和 : ` 
S V(x,x) =} logpe (ap); (B) 


S®(a,x) =F A(n)e(an) © (©) 


( 参看 推论 1.9 REM 2.2). 1937 E.M .M .BuHorpanos 首先 
创造 了 估计 这 种 三 角 和 的 方法 ,得 到 了 非 显然 估计 ( 见 》1) ,从 而 
证 明了 三 素数 定理 ( 见 $20.2, §20.3). 他 的 方法 实质 上 是 一 种 
WE, 原来 的 形式 是 比较 复杂 的 ， 最近 R.C. Vaughan” 给 出 了 
BuaHorpanoB 方 法 的 一 个 新 的 形式 ,十 分 简单 有 便于 应 用 ( 见 $ 2). 
ID .B.JIEHHHK 首 先 用 分 析 方 法 ( 工 函 数 的 零点 密度 估计 方 
法 , 见 》30.2) 给 出 了 这 种 三 角 和 的 非 显然 估计 ,后 来 一 些 数学 家 
对 此 作 了 简化 ,但 仍 要 用 到 高 次 的 区 函数 理论 ,这 一 证 明 方法 将 
在 8$3 介绍 . 在 34 中 我 们 将 给 出 估计 这 种 三 角 和 和 的 一 个 简单 的 
分 析 方 法 2)， 此 外 ,在 5 中 我 们 给 出 了 当 & 接近 于 一 个 分 母 g 较 
小 的 既 约 分 数 时 ,这 种 三 角 和 的 一 个 非 显然 估计 . 
本 章 内 容 可 参看 [34], [35],[7],[18],[23],[24],[26], [28]. 
同样 的 ,还 可 讨论 非 线 性 素 变数 三 角 和 ( 见 [34] , [35]) ,习题 
20 就 是 估计 这 样 的 三 角 和 . 这 种 三 角 和 估计 在 War- 
ing 一 Goldbach 问题 中 有 重要 应 用 . 
1) C.R.Acad . Sci.Paris ,Ser-A,285( 1977) , 981—983; Acta Arith .,37(1980), 


111—115. 
2) 数学 学 报 ，20 (1977), 206—211. 
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$1. Bauorpanos 方法 
本 节 将 用 BEHoTpaaoB 方 法 证 明 


定理 1 iZx>2, 实数 & 可 表 为 
h 8 


= + gi ， (q ,h) =1, q> 1,|0|< 1. (1) 
那 末 有 | 
S(a,x) < x]og2x(x 2g" =+ q TH), (2) 
1 
其 中 H = exp (4 N logn ) . 
为 了 证 明定 理 1, 先 证 明 几 个 引 理 . 
引 理 2 设 x> 1,a 为 实数 ,我 们 有 
| | 
2, elan) <min(x. T) . (3) 
证 : 无 妨 一 般 可 假定 0<a<1. 当 0<a<1 时 
e(([x] +1)%)— e (a) 
2 elan) = | 
1 _ 1 
< inna 一 sinz|=| ` (4) 
由 此 及 
2 < siny <1 0< < 区 (5) 
K > y < 1, Ú< Jy < > ' 
得 到 
| | 
2 elan) < ' O<a<1. (6) 
由 上 式 及 显然 估计 
> elan) |< [x] 
就 证 明了 引 理 . 
定义 1 设 0<5< E, KEA yoyi yy 称 为 是 5 佳 位 组 
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(mod 1) ,如 果 它 满足 条 件 | 
ly, —y,l26 ,  0<nn<N. (7) 


引 理 3 i0<ó< 1 N2 1, Yoyo ,yn 是 一 6 佳 位 组 
(mod 1) .再 设 E 
| ol= min ( ly). | (8) 
那 末 有 
Y p TA «6g(N+tD). 9) 


证 : 由 于 肚 £ yl= 四, 所 以 可 假定 bnls + ,0<n< N. 这 


样 就 有 lyn = ly, 现 把 这 组 数 重新 按 大 小 次 序 排列 如 下 : 取 y= yo 
M wa s 


1 | 1 
一 > ` < y- Ni Sy p S <y’ Syys SISS, (10) 


这 里 N, + N,= N. 由 条 件 (8) 和 (7) 可 推出 


一 <yx< (++) . —N<n<-1, 
1 > 1 Ó 1<nxn< N 
2 = Yn? > J° ° S H< IV. . 
这 样 就 有 
| N 1 
PETERA z: tE qq ID] 
1 Ë 1 
< ó Š +ó 1 m’ 
n=- N] in|- 一 n=1 n— > 
这 就 证 明了 式 (9)， 
由 式 (10) 容 易 看 出 ,对 于 任 一 6 住 位 组 (mod 1) 一 定 有 
N<ó"' . | (11) 
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因而 ,在 引 理 3 的 条 件 下 一 定 有 


N | ' 
> DT T < ó 'logó '. (12) 


n=i 


引 理 4 设 实数 x 由 式 (1) 给 出 ， 那 末 , 对 任意 实数 x> 0, 实数 
B, 整 数 N, K N> 1 # 


Not N 


y min (x. Tr)“ c (7 esas. (13) 


证 : 当 1<gqg3 时 , 式 (13) 显然 成 立 , 故 可 假定 q>4. 此 外 ， 
不 难看 出 式 (13) 等 价 于 证 明 : 对 任意 实数 B, 有 
l | 
> min É TTT )< x+ qlogq . (14) 


t<nsq/2 


设 y=ant+ ñ, , 1<n< [q/2]. 当 ni 关 n; 时 ,由 式 (1) 知 


(nm,~—n,) 一 ne) E a 


2q ' 
这 里 用 到 了 条 件 |n, 一 n,1< q 2 及 不 等 式 
lx- yll> lxii- iliyi}. | | (15) 
因此 ,实数 组 y (1< n< [q 2 DE (2q) ' Edu B (mod 1). 这 样 ， 
对 数组 y, 重新 适当 排列 后 ,由 式 (12) 就 推出 式 (14). 
从 引 理 4 立即 得 到 
引 理 5 设 实数 a 由 式 (1) 给 出 ,我 们 有 


Jy, — = l(n,— n,)e || = 


1 
2q 


h l 
2 (ni-n) g _ > 


1 


< qlogq. (16) 


l 
| > „Teni læn 
证 : 不 妨 设 gq 之 2. 当 1<n<g 人 /2 时 ,由 式 (1) K(15) A 
h -| 全 1 


— n y Nl 之 — . 
q q 


fanl|> Jg 
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因而 


1 ./ 1 
S, . lla nl < È maf. 局 站 
由 此 及 式 (14) 就 证 明了 式 (16). 
引 理 6 设 实数 x 由 式 (1) 给 出 ， 那 末 对 任意 正 数 x K N> 2， 
有 - 


> min opa <q log q+ logN+N og4. (17) 


I<n< N 


证 : TZE. 时 ,由 引 理 5 知 上 式 成 立 , 故 可 假定 N> 7 + 
必 有 正 整 数 ko 使 得 


l l 
(k q Jasne (eet +) 


由 引 理 $, 引 理 4 可 得 


)) min [ * E y _— 
I<n<N lanli I<n<q ’2 llænil 


k 


Ë Imen 

TE Ded t toa min (C Tanl 

< qlogg+ y (x + qlogg ) 
kzı \ qk 


<qlogq+ a log (kot 1)+ k.qlogq 


这 就 证 明了 式 (17). 
aln). bn 是 两 个 算术 函数 x>2..BW i 1< UX， 
U< U<2U. 估计 如 下 形式 的 二 重 三 角 和 : 
I= 2, aln) X, b(m)e(amn), (18) 


U<n< L” 1<mn<x 


是 Bmmorparos 方法 中 的 一 个 主要 环节 ， 由 Cauchy 不 等 式 与 引 
理 2 , 立即 可 以 得 到 
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IP < > lame È È bn) b (melan (m — m,)) 


U<ngU’ mi<x/ msx 


= È jame Z 之 bomban) 2 elann- m) (19) 


U<nsU' m < x/U msx A 
1 
< 2 > ,Eb beninin 1m məal , 可 J ， 


Ht b=min(U'*x/m,x/ím,;). *a(n),b(n) 满足 一 定 条 件 ,w 
由 式 (1) 给 出 时 ,可 从 上 式 佑 计 出 1 的 上 界 . 本 节 仅 需要 以 下 的 特 
殊 情形 . | 

引 理 7 WI 由 式 (18) 给 出 ， 实数 ARO 给 出 BE, 当 
a(n) < 1,b(n)<<1 时 ,有 


1 U 1 | q ) 
I< x( q H + logq x logą} ` (20) 


证 : 由 式 (19) 及 引 理 4 立刻 得 到 


LP < UŽ = + usa ， 


U \ Uq 
这 就 证 明了 式 (20). 
1 
引 理 8 设 实数 由 式 (D 给 出 ,x>2. 骨 设 H= exp G py) 
P=|| p. IKE 
p< H2 
(n,P)=1 


证 : 当 g>x 时 引 理 显然 成 立 . 故 可 设 q<x. 利 用 Möbius K 
数 , 由 引 理 2 可 得 
Y eGn)= 2, elan) Pa n (k) 


1<n<x 1<n<x 

(m. P)=l 
= Y n(k) 2, e(akm) = 2 +È 
kiP i<m< x/k k|P 


ed- 2 H l<k< x 
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r x 
< mi [Z T) kaht, (2) 


k<xH 2 
由 引 理 6 得 
| >, <qlog q+ 本 logx+ F: logd. 
下 面 来 估计 》， 由 klP 知 k 为 不 同 的 素 因子 的 乘积 , 且 这 些 素 因子 
都 不 大 于 有 H? .所 以 由 上 > xH’ 可 推出 
H?! > xH 2 ， 


] 
olk) > 了 -l= Viogx "1, 
EH ulk) Z 0 mdk =2% %) , RAA 
>, < x2 ` Vlogx > du 。 s: ; 


这 里 用 到 了 熟知 的 估计 
> db < log2x , 


综合 以 上 估计 就 证 明了 式 (19) . 
定理 1 的 证 明 : 当 gqg>xx 时 式 (2) 显然 成 立 ， 故 可 假定 gg<x. 
设 P=[] P. 显 有 


p<H2 


Y e(an)= > e(an)+ OÍ y > 1j 


ISn<x I<Sn<x p>H2 ngx 
fn, p)=1 (n, p)=1.u (n) #0 p2|n 


= Y e(ap) +. T. +O (xH), (23) 


p<x 
其 中 
T= È e(an) . 
(n PSIK (n) #0 
由 于 上 式 中 的 n 的 素 因 子 > H2, 所 以 一 定 有 
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K< Jlogx : (24) 
为 估计 T , 考虑 和 式 


T= > > elapm),2< k< K. 
H2<p< xH 2 (kn I<mp<x a 
(m ,P=1,p (mp)# 0 
w (m) =k—1 


显 见 , 342<k< K 时 ,了 中 的 每 一 项 恰好 在 T 中 出 现 大 次 ,而 了 7/ 
中 的 项 均 在 T, 中 出 现 ,所 以 有 


T,= 到 T, , 2<k<K. (25) 


4 2 <k< K,H2<U<xH-2%-0 U<U <2U 时 ,由 引 理 7 可 得 : 


> > e («pm) < x (log (r+ Ld). 


U<PSU” I<mp<x x H’ 
(m: P)=1, p (mp)#0 
w (m)=k-] 
所 以 ， | 1 
/ 2 1 q4 1 2 
2 一 一 - — 
T, < x (log x) : ( P t+ 1) 
由 此 及 式 (25), (24) 得 
h | 
> T, < x(logx T loglogx(x Tq? +q 7 + H`). (26) 


k=2 


这 样 ,从 式 (21) ,(23) 及 上 式 就 证 明了 所 要 的 结论 ， 
”从 定理 1 立即 可 得 到 以 下 推论 ， 
推论 9 在 定理 1 的 条 件 和 符号 下 ,我 们 有 


SY,x)=Y logp ep) «xlog’x (x tgi +g HD, (27) 


p<x ` 


K . 
S (a x) = Y A(n)elan) «xlogx(x Sgtg z+H-). (28) 


nex 


证 : 由 定理 2.1.1 可 得 
SV (x,x) =logx S (oa,x)— | siy dy , (29) 


由 此 及 式 (2) 即 得 式 (27). 利用 关系 式 


S? (a,x) =S, X) +O(xT ), (30) 
从 式 (27) 就 推出 式 (28) . 
应 该 指出 ,定理 1 和 推论 9 仅 当 
Qogx)“<q< x(log x) 6 (31) 
时 才 可 能 得 到 非 显 然 估 计 . 


92. Vaughan 方法 

Vaughan 方法 最 初 的 形式 是 基于 下 述 恒等式 . 

引 理 1 设 /(m,n) 是 两 个 变数 的 算术 函数 .再 设 x>u>2 1. 那 
末 有 | 


Y m= Y Y pfdrn) 


u<n<x d<u u<ng x/d r<x nd 


ZS y (5 KD) fm n). (G) 


u<xn<x u<m<x/n \dSu dim 
jz. 利用 Möbius KHS 
> f(1,n) = z fmn) D. pld) 


- y f (m,n) Y (qd)+ > fm. n) 2, u (d) 
u<mnax dlm u<mn=<x 
d<u u<n dim 
= Í, + IL, . 


t m= dr ,得 到 
=} Y > np(d fldr,n). 


d&u u<ngx/d r&x/nd 


EL PEREA m>u2> 1,#J W pR K 
© nd)=- Y And， m>l, (2) 


ád|m.d>u dlm d&u 


得 到 
L= X } > AH. 


unex u< m<x/@n d<u.dlm ` 
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综合 以 上 结果 就 证 明了 式 (1). 
定理 2 在 定理 1.1 的 条 件 下 ,我 们 有 


Sla, x) <x(logx ) F(x Tq +q T +x), 
S (z ,x) < x (logx) T(x T q 7 + q 7 +x +), 


SO erlo oe TqT+qT+x T). 


: 不 妨 设 q< x .我 们 先 来 证 明 式 (3) .在 引 理 1 中 取 
fm, pi A (n)elamn) ,u (1< u< x) 为 一 待定 参数 ， 得 到 


(6) 


SOXa,x)= F Almelan) +0 (u) ` 


u<n<x 


=T,- T,+ Olu), 


其 中 
T, = y y y (DAD eadrn) , 


- d&u sx 人 r< x nd 


T,= > g J n (d)A (n)e(zmn) . 


u<n<x u<m<x/ d&u dlm 


先 估计 T, . 令 rn= 1 ,利用 等 式 


> A (n) =logl , 
| nii | 
kul | 
= 5 H (d) )2 e (adl) > A (n) = 了 1 一 D. ? 
d<u I<x⁄4 n>u.nil 
其 中 


T,= Y u(dy Y el(adl)logl, 


d<u I< x/d 


= Y a(d) $ elad) $ A(n). 


dgu I< x/d neu nit 


应 用 引 理 1.2, 引 理 1.6, 得 到 ( 令 1= nr) 
T. <> ) A(n) 


d<u n<u 


> e(adnr) 


r< x“dn 
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(3) 
(4) 


(5) 


(7) 


(8) 


/x _1 
<>, 2 A(n)min ( i ir) (9) 


< 》 ,min (2, JE Aw 


msu 


' Tami 
< xlog2x(qx +q + u2x 1), 
最 后 一 步 还 用 到 了 式 (7). 根据 对 数 函 数 的 单调 性 ,由 引 理 1.25 


引 理 1.6 可 得 
X ] 
<< log x 2 EENE , TaT) 


< x log 2 (Gx!+ q + ux -), x (10) 
其 次 来 估计 了 . 设 M<M <2M ,u< M < xu .再 设 
a (m) = Y` ud, = fA Anzu; 


Tas > 


d&u 


> e(adi)iog ; 


I< x 4 


d|m.d<u 0 ? >4 1 < u, 
考虑 和 
S(M) = È a (m) $ b(n)e(emn). 


n<x m 


ARERO IS) G= mi ANANKE 
> [lam bs } d'(m) < ylog°y , 


m< y my 


Zo < ŽŽ A(n)< y, 


n<y 


ARCA. 19) 及 引 理 1.4 得 到 
2 4 j ` ! 
IS(M)|?< M log x > b(n,) )2 min(m, i| a(n =n) J 


n (< x /M na x /M 
<x?]ogpx(qx '+gqg +u"), u<M<xA. 


由 此 推出 


.3J29 ， 


T,= > > > u (d) A (n) e (amn) 


u<m< x/u u<nSx /m d&u 
dlm 


«logx max IS M)| < x (logx) (q Ty +q itu 7). (11) 


最 后 , 取 &= x24, 由 式 (6) ,(8) ,(9) ,(10),(11) 就 证 明了 式 (3). A 
(4) 可 从 式 (3) 及 (1.28) 立 即 推出 ， 利用 定理 2.1.1 可 得 


_ S (a,x) 人 SOC 
Sa = Sa + | EE o. (12) 
由 此 及 式 (4) 就 推 得 式 (5). 


推论 3 Wl<Q<x;,Q<q<xQ''. 那 末 在 定理 2 的 条 件 
下 有 


S? (a,x) x0 Flog, (13) 
SO(a,x)<xQ (log) 7, a4 
S(a,x)< xQ T (logx) 7 . 05) 
显 见 ,定理 2 及 推论 3 仅 当 
(logx)” < q< x (log -7 (16) 
时 才能 得 到 非 显然 估计 . 


Vaughan 所 给 出 的 BrHorpaxos 方法 的 这 一 简单 且 便于 应 用 

的 新 的 算术 形式 ,有 十 分 明确 的 解析 背景 这 种 方法 适用 于 估计 
RENA 

S= Y Aln) fín), (17) 


n< x 


其 中 f(n) 为 某 种 算术 函数 .在 定理 2 中 是 取 f(n) =elan). 从 
式 (6) 和 式 (8) 可 以 看 出 Vaughan 方法 的 实质 是 把 和 到 S 分 拆 为 
四 部 份 : 


S=S+S,+ S;+ S, , (18) 
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S,= L b(n)f(n) , 


然后 分 别 估计 这 四 个 和 式 . 这 实际 上 也 就 是 要 相应 地 的 把 算术 
数 A (n) 表 为 

A(ln)=b,(n)+b,(n)+b(n) +b,(n), nsx. (19) 
从 引 理 1 很 难看 出 为 什么 在 定理 2 的 证 明 中 要 对 A (n) 作 所 做 的 
上 述 形式 的 分 解 .下 面 我 们 来 解释 这 一 点 (以 下 的 阐述 应 在 读 过 
本 章 34 后 再 看 ). 

在 本 章 $4 中 我 们 将 用 复 变 积分 法 来 估计 素 变数 三 角 和 .这 
一 方法 的 关键 是 恒等式 (4. 18). 这 个 恒等式 的 实质 是 为 了 移动 积 
分 线路 而 把 函数 - 于 -(s,X) 先 作 熟 知 的 分 拆 一 一 即 式 (4.18) 的 第 
一 式 ,并 进而 用 有 限 Dirichlet 多 项 式 f 逼近 - (sx) — BI 
(4.18) 的 第 二 式 . Dirichlet 级 数 的 这 种 变形 相应 地 就 给 出 了 它 
们 的 系数 之 间 的 一 个 关系 式 ,而 这 种 关系 式 恰好 就 是 式 (19) 所 给 


出 的 A(n) 的 分 拆 . 下 面 我 们 具体 地 来 说 明 这 一 点 . 为 此 只 要 
ELCs.) =£ (s). 式 (4.18) 变 为 


- Cp tf (M+ | - s: -f) a-m) » - (20) 


这 里 (为 了 更 一 般 起 见 , 这 里 M Af NARRE) 
M=M(s) = > u(n)n`°, (21) 


n< 


fi=f(s)= X Ann. (22) 


RS u 


比较 式 (20) 两 边 Dirichlet 级 数 的 系数 ,容易 得 到 式 (19) ,其 中 


( -fo n<u, (23) 
b (n) = 0 n>u, ` 
b(n)=- 2 DAm, (24) 


dmin 
dem 人 eu 
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b,(n) = 2, u(d)logr ， (25) 
rd=n 
d< 


b(n) =- È A (m) [ End). (26) 
= dir 
m>ur>v d< 
若 取 f(n) =elan), Xi} S= S (n,z). 那 末 由 式 (23) 一 (26) 
给 出 的 这 些 b, (n) 所 确定 的 SO) (n ,x) 的 分 拆 式 (18) 就 是 由 式 (6) 
和 式 (7) 所 给 出 的 同一 个 分 拆 式 ( 取 w=)， 不 难 验 证 ,这 时 有 
S= — To ,S,= T ,S,= — T, mS = O (u). 
”如 上 所 作 的 分 析 , 清楚 地 表明 了 :Vaughan 方法 实质 上 就 是 34 
中 的 复 变 积分 法 的 一 个 算术 等 价 形式 . 

Vaughan 方法 已 被 成 功 地 用 于 估计 f(n)=e (F(n)), 
其 中 F(n) 为 一 多 项 式 的 情形 (见习 题 20) ;以 及 给 出 了 
”Bombieri 一 Busorpaxos 均值 定理 的 一 个 漂亮 的 初等 证 明 ( 见 
8$31.3) . 


93. 零点 密度 方法 

利用 工 函数 零点 密度 估计 的 结果 (我 们 将 在 第 三 十 章 定理 2.1 
中 证 明 ) , 可 以 证 明 以 下 结论 : 

定理 1 在 定理 1.1 的 条 件 下 ,我 们 有 


sla 人 xlog2x (x tgr sgota 十 g- 证 tq 2),， — (1) 


SOCa,x) < xlog2x(x"TqT+x sqi x wq 4q?) . Q) 
S(a,x)< xlog"x (x- 7qT+ x igot x Hg +g 2). (3) 
由 式 (1.28) 及 (2.12) 知 ,从 估计 式 ( 纪 立即 可 推出 式 (2) 和 式 
(3) .这 里 将 先 估计 S2( a), (hag) =1, 并 由 此 推出 估计 式 
(1)， 为 此 , 先 证 明 几 个 引 理 . 
引 理 2 设 x> 2 ,g>1,(g h) =1. 我 们 有 


se (+ l x)= Ae > x(h)t (x) (x,xz)+O(logxlogq). (4) 
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证 : 我 们 有 
so (各 ， x )- > A (n) (2 n ]+ Ologx logq) 


n< x 
n.q)=1 


=X (£1) 5 > A(n) + O (log x logq) , 


n= =] noda) 


由 此 从 式 (18.1.3) 及 (18.1.7) 推出 
= cof A {x + 
"(P a) atan (Eyes 


+ O(logx log q). 
由 此 及 式 (13.3.9) 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
引 理 3 设 x> 4, l<q<x .我 们 有 


> I(x z)|< (xt+xs gs +x? q)log"x. (5) 


zmodq 


证 : 在 式 (18.1.31) 中 取 T=x?. 利用 定理 17.1.1 及 推论 
15.3.2 可 得 


y Aİ < log?(24) <log>x ,- 


Hmelgi p| 
所 以 有 e 
(x. )< + + 6 
ý x) < E,x 之 ;了 T+T + xFlog (6) 
f> + 


这 里 p= B+ iy. 因而 得 到 


P: Yole xt > 2 — + qx7 log™x. (7) 


Zmodq |y[< x1⁄2 1 二 |? 
B> + 


W B>2, T <=<1,NG, B,7) 表 L(s,x) 在 区 域 : a< a< 1,|t|< B 
中 的 零点 个 数 ,以 及 | 
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Nd ,B ,g) = > N(a ,B ,Xx). 


zmodq 


由 定理 30.2.1 知 
(qB)S“elog(qB), —<a< 全， 
N (a ,q) < | 


(qB)? ©-”10g° (qB) , + <a<1. 
因而 有 
> > < > > x (9) 


z modq |; |< x1⁄4 p> $ T+ m zmodqy!<2, p> 方 


+ È LÈ 2 x 


ye yle 1 2? modą 21<Dg27 
b> 


< y — > Y x" 


J , 
xmodq |y|<27 
p>1/2 


2<2i<2x1⁄2 


H Abel 求 和 公式 (2.1.2) 及 N(1.B,q) = 0 49 


£ Y tN [Lana jlog] —NG252an, 
1⁄2 


zmodq |;[<2/,B21⁄2 
由 此 及 式 (8) , 式 (15.3.2) 得 


4/5 
> > x< x+ (q2) logx+1og"x | x" (q2) (6-4) 349 
1⁄2 


Zmodq |y|<2/.B2>21/2 
1 
+ logex| x"(q2)" "da 
4 
5 


+ 
< (xTq2i+ x5 (q2i) i+x) log'x , 


由 此 及 式 (9) , 式 (7) 就 证 明 式 (5). 
引 理 4 ix>4, q21, (gq h) =1. 我 人 有 
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eA l a 


So( h ~、 logax(x- 半 之 十 x- 寺 [下 十 -村 ) 
g x J <xlog"x(x 29 x*qwe+q T). (10) 


证 ， 当 q2x 或 q<4 时 , 式 (10) 显 然 成 立 ， 故 可 假定 


4<q<x. 利用 kk (六 I< Va oa) > qlog-'q ,由 式 (4),(5) 得 
到 


so (上 x) «TBL 5 jy (x,x)i+log’x 


Va zmodq 


«< (x+x$g5 + xv gq)log'x ， 
q 


这 就 证 明了 式 (10)， 

为 了 从 式 (10) 推 出 式 (1) ,需要 下 述 的 Dirichlet 的 著名 结果 : 

引 理 5 设 x 是 一 实数 ， 对 任 给 的 正 数 y 之 1, 一定 存在 一 对 整 
£h 4 满足 

1<q<y, (q.h)=1, 
使 得 | 
lax— hi< y . 
证 : 显 见 以 下 [让 上 + 2 个 数 
1, kx— [kx] , k=0,1, „iyl, 

均 位 在 区 间 [0,1] 上 ,所 以 一 定 有 两 个 数 , 它 们 之 差 不 超过 ([yH1) . 
如 果 这 两 个 数 是 


kix— [kx], k,x— [k,x] 3 O<k,<k,<[y] 5 

我 们 就 取 

| -V h= — 
4” (gh) ' (qH) ' 
#rik gq =k,—k,, h'=[k,x] ik 不然 这 两 个 数 一 定 是 
I, kx— [kx], 0<kx< ly], 
这 时 就 取 | 
q= _ QÇ _ h= _ ⁄ 
(gh) ` (gs h” ° 
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其 中 gr= k, = [kx]+1. 容易 验证 ,不 管 是 哪 种 情形 出 现 ,所 取 
的 g ,hh 均 满足 引 理 的 要 求 .. 


,定理 1 的 证 明 : 前 已 说 明 ,只 要 证 明 式 (1). 设 w= +z 
由 Abel 求 和 公式 (2.1.2 ) 得 | 
S (v -se( 和 xjezo-2niz| sofi, 小 (zu)du, (11) 
由 此 及 式 (10) 推出 E 

S(z,x) < (1+|z|x) xlog x - 202 x 5 gi0+ q" 2). (12) 
Ë zr<2,， 则 由 上 式 就 证 明了 式 (1) 不 然 就 有 


二 <|zls F: , 因而 有 4< — - 由 引 理 5 知 ， 存在 台数 六 W 
E | | | | 
D-1, lg x ; = (13) 
便 有 | , 
a- ls. (14) 
q'| xq | 
设 a= P": + z”. 容易 看 出 ， 一 定 有 | 
1 h’ h 
< 一 一 — QA 一. 
z| 2qq' q’ ú q 
因而 有 
h. 1 1 
<|— - 一 — + — 
r £ - |< lz Iz |< Q 2qq' 
由 上 式 及 式 (13) ,(14) 立即 得 到 
4 << (15) 
K 
|Z] x<2 . (16) 


这 样 ， 由 式 (10) 及 (15) 可 得 
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, 
sof 如 x) «xlog?x(x T g+ +x fq + q" 7) 
«xlog?x (x710 q 16 +q z) . (17) 
/ d | 
ERUN Pias- , 相应 地 以 x RÆ Ë, z ,利用 
(17) ,(16) 就 得 到 | 
SO (a,x) < (1+|z'|x)xlog'2x(x" 3 q w + 4-7) 


«xlog? x(x irq w + g7) | x (18) 
所 以 式 (1) 也 成 立 . | - 
推论 6 设 1< 0O<x*,Q<g<xQ-'. 那 末 在 定理 1 的 条 件 
下 有 | 
| So (a ,x) «x077 log’?x, u (19) 
SV (x ,x) «x0-7log?x (20) 
S(u ,x)« xQ Tlog!x. . (21) 
显然 ,定理 1 和 推论 6 仅 当 
(logx)2%4<g<X(logx) ~” (22) 
时 才能 得 到 非 显然 估计 . I 
$4. 复 变 积分 法 
我 们 先 来 估计 和 式 
Slax) = E A(n)elan) log% . (1) 


同 证 明 引 理 3.2 完全 一 样 ,容易 证 明 
引 理 1 设 x>2 ,q> 1 ,(q ,h) =1. 我 们 有 


so x)= XP; 2, TT) z (h), (x, D+ O Clog’xlogg), (2) 


其 中 
j (x ,x) = > A (n) x (m log =. (3) 


n<x 
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代替 引 理 3.3, 我 们 要 证 明 
引 理 2 ix>2,1<q<x .我 们 有 
ly (x ,x) |«xlog’x+ x+ q T log x . (4) 


xmodg ` 
x#z? 


为 了 证 明 式 (4) , 先 要 证 明 
引 理 3 i% s= + + it ,q>3 .我 们 有 


Y IL(s,z2)Ë < (glsllog2(qls)) ， (5) 
xmodq 
zr 9 
y IL’'(s ,XP < 9 (q)|sllog*(q|lsl) . (6) 
ymod q 
z 9 
证 : JX H= gls|, 并 设 
G(x)= x(n). (7) 
对 X 关 六 有 
L(s,z)= } y(n)n :'+ > x(n)n`:, (8) 
由 定理 2.1.1 及 定理 13.4.1 得 :对 y 关 Xo， 
> yx(n)n := J x -=1G (x) dx < isl? logq . (9) 
n> H H i 
因而 对 x 关 X 有 | 
L? (s, y)’, y(n)n]| +lslog’g. (10) 


进而 利用 定理 13.4.2 可 得 
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5 LG « > |È xn +o (9 lsllogg (11) 
xmodgq ymodq Í ngH 
x 


< 9 (q)lsl 2- nt? (gq)lsllog’g 


< p (gsllog: (qls)), 
这 就 证 明了 式 (5)， 下 面 来 证 式 (6). LALA 
L (s ,z) = — 2 z (n)n'logn- 2, x (nnlogn. (12) 


n<H 


类 似 于 式 (9) ,对 ELA 
> X (n)n 'logn -| (sx s llogx— x *!1)G(x)dx 
n> | H | 


< IsI? log (qis). 
因此 ,对 x Zx A 


( (s, x))’« +|sllog%(a isl). 


` x(n)n’'logn 
n< H 


和 证 明 式 (11) 完全 一 样 ,由 此 即 可 推出 式 (6) . 
引 理 2 的 证 明 : ”利用 定理 6.5.5( 取 a(n) =A(n)x (n), 
amO ke DARN a> 1 | 
| (x ,x) = 


ra 


|- z: (s ) — ds (13) 
L , X s2 .  . 

(a) 

现 取 a=1+ (logx) -5 A= x q4 log? x, B= [6log?x]. it 


M=M,(s.,z) =} u (n)z (n)n °, (14) 
f=f(s,x) =LA (n x (n)n °, (15) 


| f,=f. (s,x) = s I! A (n) y (n)n `°. (16) 
容易 证 明 : 当 Re s=a 时 有 
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T = + O(x`). (17) 
从 恒等式 
_ L __ L 
L L 


=fi (1- LM) + - 到 -月 GZ _ LM, x (18) 
及 起 (17) 立 即 推出 : 当 Res=a 时 有 
- L -fG-LM+AG-LM-LM+OCC (19) 
petias x 
Yi (x, x) = = 2 sım- UM) 2 ds 
o E 
+ —— L [ka-n 二 dst O (x). Q0) 
(a) 


"i y#x, pm a Re s= 省 ,得 到 


p(x) = Afe (f—f.LM- L ' M) ds 


(+) 


2ni 
w 


+ 过 | ht-LM) < ds+ O (x`!) 


eaf o fALMI+ILMD š (21) 


(1⁄2) 
|ds| 
|s| 


x. 


fifi 


(a) 


ERI q 的 所 有 非 主 特征 求 和 ,并 利用 Cauchy 不 等 式 得 到 |: 
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È y apl <x aqa sap ( > | 1/ ft). 
x modq =1/2 zmoto 
x#x0 


1⁄4 


tes || El (Eu) f (zei 


x#x0 - xz 天 如 : (1⁄2) rŠ 


1⁄2 /2 
+ x"2sup ( > IMP | > LF) sl 
a= 172 \ MORA xmodg ls 


XFX (2 x 


txsop{( > If ) (> LM) + qx . (22) 


0 rx 


我 们 利用 定理 13.4.2 及 引 理 3 KERER, 由 定理 13.4. 2 
得 


> /C+ D < (q+ A) > A i < (q+ A)log’x , (23) 
ymodq 
> G+ it, X 2) < (q+ A) >` 一 < (q+ A)logx. (24) 
xmodq n< A | 
注意 到 
f (s,x) = > a x n s ja ml<d(n)logn, 
n< A2 


M? (sy) = } b(n)x (m) n °, |b(n)|<d(n), 
n< A2 ` 
由 定理 13.4.2 得 


> siti 中 < (q+ A°) >: d nog (mlogn < (q+ A) log? x, (25) 
xmodq n< A2 

y G + it, | < (q+ A?) >° d m) < (q+ A?) log*x , (26) 
Xmodg n<A 
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这 里 用 到 了 熟知 的 估计 
y d' w 


< (logy)2 (27) 


n< y 


再 利用 Cauchy EARE. 4. 2 可 得 
2 |£ (atit,x) P= Y Dy Y Amn" 


xmodq | j=0 ja<ng2itl 
B-! 
<B}, > 


j=0 xmodd 


Y AG(mx(n) ai 


2jA< n< 271A 


«BZ (q+ vA) J An) 


aja atla 1 
< (qA '+ log?2x)log%x. (28) 
注意 到 
1— LM(a+ iit,y) =- 》 cx (mn 
n> A 


-= 2 e(n) (n)n t+ O (xD), (29) 


A<n<2BA 


其 中 c(m) = > u(d) < d(n) . 同 证 明 估计 式 (28) 完全 一 样 ， 
Azdin 

可 得 到 

> -LAM(a+ 让 四 < >. (+214) X dm 


zmodq 2 六 <ng2 关 14 x 
< (qA + log 2x)]ogšx, (30) 
这 里 用 到 了 熟知 的 估计 
F dln) < yl(logy) -.. (31) 


最 后 来 估计 式 (22) 中 的 两 个 积分 .由 式 (5) 得 
| ( > e) n: < Vg log4. (32) ` 


xmodg 
CD z#x9 
2 
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HK(6) 49 
> ur) ar < Vg log q. (33) 


xmodg 


把 以 上 所 得 的 估计 式 (23)， (24), 025), (26), (28), (30), (32) Ë 
(33) 代入 式 (22) ,并 注意 到 4= x+g+log2x K A> q, 就 立即 
得 到 式 (4). i 

AA k< 4,00) > q 'log 2q), Ky, (x,X)K xlogx, 
由 引 理 1, 引 理 2 直接 推 得 

引 理 $ ix2>2,1<q<x,(q,h) = 1. 我 们 有 


S? (hgx) < x(q Tlog x+x-* gq* log x). (34) 
此 外 , 当 1< Q7 <q<xQ B, 
Sh x) < xQ T log"x. (35) 


下 面 我 们 要 从 Se(h ,x) 的 估计 式 来 导出 S2 (MG ,x) 的 估 
HA. 
引 理 6 itxz22,1<q< x, (q.h) =1. 我 们 有 


se (+ x) < x(q t log? x+ x3 qr log? x). (36) 


证 : 设 4 是 一 个 待定 参数 ,满足 条 件 


0<i<l1, Ax>1. (37) 
我 们 有 


so x+ ax)" soft, x)= oga+aso( + h x) 
ae 


由 此 及 式 (34) 得 到 
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log (1+4)S2 (+ ; x ) < x (q T log"x+ x" + qF log™ x) 
+Axlog (1+ A)logx. 
利用 不 等 式 | 
i>log(1+4)> +, 0<1<1, 
就 得 到 
s (hq, x) 1 'x (q 7 logtx+x" 4 q7 log T x)+Axlogx. (38) 
B i=l 4 log’x+ x` Hgtlog® x)? . 3 log”x< q< xlog °° x, 
x> 9 时 ,4 满足 条 件 (37) .因而 从 式 (38) 就 推出 式 (36) .而 当 这 些 
条 件 不 满足 时 , 式 (36) 显然 成 立 . 
同 从 引 理 3.4 证 明定 理 3.1 的 论证 完全 一 样 ,从 引 理 6 就 可 
推出 我 们 所 要 的 结果 (证 略 ). 
定理 7 在 定理 1.1 的 条 件 下 ,我 们 有 


So (ux)«xlogi x(q s+x sqs), (39) 
S” (z,x)<xlog; x(g T +x qs), (40) 
S (a, x)«xlog 7 x(g +x qs). (41) 

Jy. Æ 1<Q<q xQ W 
| S” (z,x)< xQ T log? x, (42) 
S (z,x)< xQ log x, (43) 
S (a,x) < xQ ` + log + x. (44) 
显 见 , 定理 7 仅 当 | 
(logx) 2<q< x (logx) ` (45) 

时 才能 得 到 非 显然 估计 . 


95. 小 gq 情形 的 估计 


以 上 四 节 所 得 到 的 线性 素 变数 三 角 和 估计 , 仅 当 g 较 大 时 才 
是 非 显然 估计 .具体 地 说 ,定理 1.1 (及 推论 1.9), 定 理 2.2 ,定理 3.1 
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以 及 定理 4.7 分 别 仅 当 logsx<g< xlog éx, log'x<q< xlog x, 
log’&< q< xlog x, V K log2x< q < xlog x 时 ,才能 得 到 非 
显然 估计 .为 了 定 出 三 素数 定理 中 的 常数 ( 见 》20.3) ,就 需要 对 更 
小 的 g 有 一 个 非 显然 估计 ,本 节 就 是 要 证 明 一 个 这 样 的 结果 ., 证明 
的 方法 和 前 面 的 根本 不 同 , 它 实际 上 是 算术 数列 中 的 素数 定理 ( 害 
理 18.2.2) 的 一 个 简单 应 用 ,为 方便 起 见 放 在 这 里 讨论 . 

定理 1 Rxz2,q21, (q4, =1, 实数 a= 有 hh/g+z. 那 末 , 一 
定 存在 一 个 正常 数 ,使 当 q<e*vioex , |z|< x'e io 时 ,有 


Slax) < xlog log (109) min (1, l ). (1) 
Vg logx X|z| 


SO (a, x) « dog log 10) log (109) min (而 ). (2) 
Vg xlz| 
Sw (a,x) < log log (109) min (1, 1 ) 

Vq | xl|zl 


(3) 


证 :” 先 来 证 明 式 (1). 我 们 有 
S(a,x)= 2, el(ap)+O(w (q)) (4) 


2<p<x 


= $'e( 21) Y e(zp) +0 (logg). 


2<p<x 
p= ](modq) 


由 式 (2.1.5) 及 (18.2.9) 得 : 当 (1,g) = 1 WA 
1 [ e(zu) ~ X) ['un-te(zu) 
>. e(zp)= 7 | logu du—-E (a); _ du 


p=! (modq) 


+ O (xe vee ) + O (|z |x?e ° Vg )， x (5) 
利用 式 (13.3.9) 及 (13.3.13) ,从 以 上 两 式 得 
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S(a.x)= £0 | sla e (zu) du- EQ ~ XW t(x ofe eu) du | 


ọ (q) J, logu — @(Q 
+O (qxe Viogx ) + O (qiz|x?2e ° ox ) . (6) 
利用 第 二 积分 中 值 定理 及 熟知 的 估计 :对 任意 的 y,Y>0 有 
| e (zu)du <Ymin (1, | Ji ) ， (7) 
可 得 . 
“elzu) ,_[ e(zu) 
| logu #7 | logu dut ON y ) 
. 1 
< Togx min ( 十 + Jx» (8) 
及 | 


i uP x . 1 
—ə aN> 1 , — + . 
u logu e (zu) < ogx nin ( Jx (9) 


HE (6), (8), (9), lt (X)|< Vg 及 9 (q) >q Cog l0g104) ` ' 
推出 


S (a,x) < kan min (1. h: Jx 


+ qxe ‘Viogx + q |z|x? e ° Vox . (10) 


容易 看 出 ,只 要 取 和 < £c 从 上 式 就 可 推出 式 (1) 


式 (3) 可 用 同样 的 方法 来 证 明 , 只 要 注意 到 用 式 (18.2.5) 来 
代替 式 (18.2.9)( 请 详细 写 出 这 一 证 明 ) 从 (3) 立即 得 到 式 (2) . 
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7. 如 果 把 引 理 1.7 中 的 条 件 aln) 1, b n) < 1 改 为 
Lian sA), LIbMP<BO), 其 中 4 Gy)，B(y) 是 两 个 给 定 的 


ney n<y 
函数 , 那 末 对 由 式 (1.18) 给 出 的 了 可 得 到 怎样 的 佑 计 ; 对 上 题 中 的 和 式 可 
得 到 怎样 的 估计 . 
8.2 x>2,x!2< 4 和 x,qg 和 x. 证 明 在 引 理 1.7 的 条 件 下 有 
172 


Y an) > b(m)e(@mn) < A(logx) (q +Á xq+ÁÀ 'U x+A 'U) 


U<n<U' x—A<mn<x 
( 先 讨论 1) A< U;2) U< A, AU<x 这 两 种 情况 ， 然 后 讨论 A2max (U, 
U x) 的 情形 ). 
9. 在 引 理 1.8 的 条 件 下 ,证 明 : 当 xH 12< A< x hf 
Y e(an)< À (logx) (4 'g+q +H 1⁄2). 
x- A<n= x 
n. Pì=1 


10. 在 定理 1.1 HRT WER: 4 xH O A4<x 时 有 
2 elap) < A(llogx)i(4 ‘xgtq !+H !)!2, 


x-A<p<x 


11. 定理 1.1 的 结果 可 改进 为 : 
S (z ,x) < x (logx) (log logx) (x ` !2(qlogq)! 2+q "+ H !(logq)122) . 
进一步 还 可 把 logx 改进 为 (log x)2⁄4, 
以 下 12 一 20 题 是 一 组 题 ， 介 绍 估计 指数 和 的 Weyl 方法。 
12. 定义 (关于 变量 x 的) 前 差分 算 子 : 
A (f(x); y1) =f (x+ y) —f(x), 
A (f(x); yi y) =A(A(f(x);yi -0 . 


证 明 :(a) 算 子 A 对 /是 线性 的 , 即 对 任意 常数 a1, a, ,及 函数 fi (x), f, G) 
有 


A(a fi (x) +a f, (x); yi” y) = aA (fi(x); yy) 
+a Al fha) yi oyp). 
(b) Xf yo ,yj 是 对 称 的 , 即 对 1, 250o j RAE — E Pil.) 有 
A(f x);yi yip SA O y y). 
OAC) yy) 
-C DAJO S D! > fety t typ | 


Ixi < … <il<j 
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(d) 对 常数 ga, 有 A (ai yi)=0. 
k 

(e) 对 正 整数 k, 有 A (xk;y,)= > ( k ety . 
l 


= 
(f) 设 上 是 正 整数 ,1 < j<k. 我 们 有 
A x43 yi ayy) = 2 Go! h! pD klx yte y, 
H {k, j) 表 对 满足 l atl i+ U +l=k,lo>0, 21, 121 的 变 
数 10 ,11,，… h RAMA 
A(X ;yr oy =y yj; P (x;yi y> 

其 中 忆 E x J k—-JIK3 isk, B 38 38 kl/(k-j)1; #k>jB,P,rF 
的 x 的 kK 一 j 一 1 次 项 的 系数 是 (Kk!1/2(k-j 一 了) 1) (yt … +yj);P ž 
yi ,yj 对 称 ;Pj 对 全 部 变数 x ,y1，… ,yj 是 k 一 j 次 齐 次 多 项 式 ， 


N 


13. (Wey 1 不 等 式 ) 设 f (x) 是 实 值 函数 ,N 是 正 整数 ,1 = Y e (f (n)). 算 子 
. n=1 
人 A 的 定义 见 上 题 . 证 明 : 
N-1 N-1⁄4 
(a)lIË=N+2Re > X e(A(f (n); )). 
中 =1 hal 
(b) IPEK E'N?! 


N-y— “yi 
十 22L-1N2LC1Y > elA y yD) 
í 


N.L} n=i 


3 


其 中 1 是 正 整 数 , 了 上 =2 (Ni 表 对 满足 条 件 yi+ +y N-1， 
yzi, y 2 l 的 变数 yl ， VI RM. 

(c) E f (x) =a xk+ … J k>2 KEREL RA, K= 2k" , 则 有 
N— y oY 


)2 El (k ly, y-n) 


n= | 


E25 INE I+ K LINK > 
{N,k—1} 


Y | .. | 
< 2CINKI+2K INKA 2, gk-1 (y)min (N ileyi!) , 
y= ， 


其 中 Y=KI(CN-DAK-1D) <2N ,gxi (y) 表 y=y1 yk! 
满足 条 件 { Nk- 1} 的 解数 。 
(d) 4 k!ly ttgr- (y) < di  y/k1); k! y BF,g,- i (y)=0. 
(e) Ë a AAR 1.1) 给 出 ,k=2 WE (c) 的 条 件 下 有 
I< x(q !+x ogq+x ?*qlogq)' 2. 
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(D 设 x 由 式 (1.1) H, k> 3 , 则 在 (c) 的 条 件 下 ,对 任 给 的 s>0 有 
JCN lq '+N logg+N tqloggq)'®, 
其 中 < 常数 仅 和 8 有 关 。 | 
(g) B k>3, 在 (c) 的 条 件 和 符号 下 有 
I K 2 NK aN K=- klogN)* $ min (N2,llayll >?) ; 
y=1 
进而 , 当 x HK (1.1) 给 出 时 有 
I< NN(k log N) 1⁄4 (q !+N q+ N k" 1q2) 172K. 
14. 设 a (n) 是 任意 的 算术 函数 ,bp(m) 三 1 ,或 三 logm. 再 设 
N M 
S=) 》 a(n)b(m)e(f (mn)),M, N, P RERS, f(n EE-E 
n=l m=i 


m 
mns P 


值 函 数 . 那 末 ,对 任意 正 整 数 愉 有 

IS! s (Slat 中 (b (M)) P È max 
进而 若 /(n) 满 足 上 题 (c) 的 条 件 , 则 在 上 题 (c) 的 符号 下 有 

si“«( È a(n) ig w) Y Me tŠ min (Milyn). 


n=i 


R 
> e(f (mn)) 
m< U 


15. 定义 算 子 : V (f(x);yi) =f fat y) V (f (x); y )= V (V (f (x); 
Yo y -4);y).j> 2 .证 明 : 
(a) VEO yoy =V) yy ,yj) ,4 任意 常数 . 
(b) 设计 ,…,i; 是 1,… ,j 的 任意 一 个 排列 , 则 有 VC 了 Cx) ;yi,…,y) = 
V (f(x); U y). BBIE y, ,yj 是 对 称 的 . 
(c) vf OO y= CO; yi yy- DV Ot yy y). 
特别 地 , 当 耻 (x) 三 a 常数 时 ,V aiy o y) =a? B y= “=yj=0 
时 ,V(f (x) ;0… ,0)=(f(x))2/,J=2i" 1, 
(d) V(f(x);y, `, y IPSO ya L fet io) 
`f x+y + “ +y;). | 
16. # b (m) 是 一 算术 函数 ,! 是 正 整数 ,了 = 2 三 !. 若 > Ibm)? <M, 那 末 ， 


m=1 


(a) > lb (m)? < M,j=0,1," 1—-1,J= 21; 
, m=1 


.350 : 


W 
(b) È l|b(m)|i<2M , 0<21<2L; 
m=1 


My 
C) IO=2 È VÆ miyy) Mi, Jal, [= 1, 
IM, j) m=1 


其 中 求 和 条 件 {M,j} 同 第 13 题 (b). 
17. 设 f (n) E: X Ë A Er.a n) .b (m) E £ K RKA, Ss=S (N,M)= 
N M N 
2 È a @)b (m)e (f On ),O,P 是 任意 正 数 .再 设 Y laln)’ 


H = 
Q<mn< P 


M 
ÆN, 5 |b(m)|2E=B LM, iX E L=2 1,1 是 正 整 数 . WK, 当 
m=1 


1<j<1-1 时 有 
1SL4B8127<227+Y2-1 2JMf27-I 十 227-1N27-1M24- 广 ! 


N M y ` 4 


/ j . 
> ' (Bb (miy "y j)e WF mm ;yy |, 


n=i{M,j} m=1 
其 中 求 和 条 件 M j RALE RKR E 
Q <n(@m+y,+t  +y)< P.D K J=2i1, 
18. 在 第 13 E cj) 和 上 题 的 条 件 和 符号 下 ,我 们 有 
2Nk-1 
SAAB <NM {M™*+ (NMY y “y Y g). 
y=1 


N,k—1} m= 1 
' min (Nak ty yai mt yt = tydy y. 


19,. 设 Z=2(k!1)M*N*!. 在 上 题 条 件 下 , (a) 对 任意 的 >0 有 
IS/ABI < (NMX M+ (NM) “t $ min (N;llz zli- g 
z=1 
< 常数 和 AK: 
z | 
(b) I|S/AB|< (NM)[M “+ (NMY* (logZ)* > min (N 2;||z z> yak? 
z=1 


20. 设 由 式 (1.1) 给 出 , 则 在 第 13 题 (c) 的 条 件 下 , (a) 对 任意 的 es>0 有 
T= Y A (n)e (f(n)) < METOE S x tx tg) YK, 


n&x 


<£ SOI e 有 关 ; 
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(b) T=}, A(n)e(f(n)) < x(logx)° (q ‘+x + x kg) 12K’, 其 中 


是 一 常数 . (利用 式 (2.17) 一 (2.19)( 这 里 以 e (了 (m) ) (K (2.17) 中 的 
f n)), RA (2.23) 一 (2.26) ,把 和 式 工 分 为 四 部 份 ,S,S2 ,Si ,S4 , 取 
u=v=x .和 式 S ,93 ,S4 均 可 分 为 < logx 个 下 述 形式 的 二 重 三 角 和 : 
N<N”<2N , N<x!2, 

H(N)= X aln) 2 b@(m)e(f(mn)), 


N<n<N' max.N 
Q<m nsx 


这 里 lx (n)| <max (lognyd Q) ,lb (m)| <logm, 1 Ñ 34 N< x!” * BF ñ] WR 
b (m) = 1 或 log m .然后 , 当 N*> min (x qq 'x*) 时 用 第 19 题 估 
iF H (N); RRAS 14 题 估计 H(N)). 

21. 在 定理 5.1 的 条 件 下 ,证 明 : 一 定 存在 正常 数 40, 使 当 q<e*Viosx， 


lzl<x !el0J/bgx 及 xe “Wlogx 和 4 入 Xx 时 有 
>Y A(ne(amn)< q !⁄24 (log log10q)min (14- zl ); 
x- A<n=<x 


Y (logp)elap)« q '2A(lglogl0q)min (1,41 |z|” 1); 


x-A<pP=<x 


YY e(ap)<q !2A (loglog10q) (logx) ‘min (1,4 zl ). 


x-A<n=<x 


22, 当 模 q 的 例外 零点 不 存在 时 ,定理 5.1 及 上 题 能 得 到 怎样 的 结果 
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第 二 十 章 Goldbach 猜想 


1742 年 Goldbach 在 和 Euler 的 几 次 通信 中 ， 提 出 了 这 
样 两 个 推测 : 

(A) 每 个 不 小 于 6 的 偶数 是 两 个 奇 素数 之 和 ; 

(B) 每 个 不 小 于 9 的 奇数 是 三 个 奇 素数 之 和 ， 
这 就 是 至 今 仍 未 解决 的 著名 的 Goldbach 猜想 .目前 所 得 到 的 最 好 
结果 是 : 
(I) 1937 Æ, H.M .Bunorpanos 利用 圆 法 和 他 创造 
的 线性 素 变 数 三 角 和 估计 方法 , 证 明了 :存在 正常 数 cl, 使 得 每 
个 大 于 c， 的 奇数 是 三 个 奇 素数 之 和 .这 就 基本 上 解决 了 猜想 
(B)? 这 一 结果 通常 称 为 Goldbach- Banorpanos 定理 或 
三 素数 定理 因而， 现在 说 到 Goldbach 猜想 ， 总 是 指 猜想 (A). 

(I) 1966 年 ， 陈 景 润 利用 筛 法 证 明了 : 存在 一 个 正常 数 
c, ,使 得 每 个 大 于 c, 的 偶数 都 是 一 个 素数 和 一 个 不 超过 两 个 素 
数 的 乘积 之 和 ， 这 一 结果 通常 称 为 陈景润 定理 . 

关于 研究 Goldbach 猜想 的 详细 历史 、 主 要 方法 和 结果 ， 
请 参看 [14] ,[26],[33],[35],[36] 等 . 

本 章 的 主要 目的 是 证 明 三 素数 定理 . 我 们 将 给 出 两 个 证 明 : 
一 个 是 非 实 效 的 ， 即 不 能 具体 定 出 其 中 的 常数 c,( 见 S 2) ; 另 
一 个 是 实效 的 , 即 可 以 具体 定 出 常数 c,, 但 证 明 要 复杂 些 (DL S 3). 
此 外 ， 利 用 Bunaorpanos 证 明 三 素数 定理 的 思想 ， 芯 即 可 以 
推出 :几乎 所 有 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 . 这 表明 对 几乎 所 有 的 
偶数 猜想 (A) 是 正确 的 . 这 是 3 4 的 内 容 . 在 前 一 章 我 们 已 经 
详细 地 研究 了 线性 素 变数 三 角 和 估计 方法 ,在 Š 1 中 我 们 将 讨 
ië Goldbach 问题 中 的 圆 法 . 


1) 已 经 证 明 ， 可 取 cl = exp(el6.038) ， 这 是 一 个 比 10 的 400 万 次 方 还 要 大 的 
数目 ! 目前 尚 无 法 验证 所 有 小 于 c, 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 最 近 ， 王 
天 泽 和 陈景润 进一步 把 16.038 改进 为 11.503 (中 国 科学 ， 待 发 表 ) . 
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$1. Goldbach 问题 中 的 圆 法 


在 1920 年 前 后 ，Hardy , Ramanujan 和 Littlewood 提出 
和 系统 地 发 展 了 近代 解析 数论 的 一 个 十 分 强 有 力 的 新 的 分 析 方 法 ， 
在 许多 著名 问题 : 如 整数 分 拆 ( 见 第 三 十 六 章 ) ,平方 和 问题 2, 
Waring 问题 ( 见 第 二 十 六 章 ), 以 及 本 章 讨论 的 Goldbach 问题 
上 ， 得 到 了 重要 的 结果 (有 些 是 条 件 结果 ) .这 一 方法 通常 称 为 
Hardy 一 Littlewood — Ramanujan 圆 法 ， 后 来 在 某 些 问 题 ( 包 
括 Goldbach 问题 和 Waring 问题 ) 中 ，BzHorpaaoB 用 有 
限 三 角 和 来 代替 他 们 方法 中 原来 用 的 母 函数 (无穷 才 级 数 ) ， 对 
圆 法 作 了 重大 改进 ， 使 得 三 角 和 ( 即 指数 和 ) 估计 方法 ( 见 第 十 
Ak, 二 十 ,二 十 一 章 ) 在 解析 数论 中 得 到 了 更 为 广泛 和 有 成 采 
的 应 用 . 下 面 来 讨论 圆 法 是 如 何 应 用 于 Goldbach 问题 的 . 
设 N 是正 整数 ， 以 D(N) , T (N) 分 别 表 素 变数 不 定 方程 
N=pi+p,, p 23,p.2 3; (1) 


N=p tpit p D 23,p23,p23, (2) 
的 解数 . 容易 看 出 


D (N) -| S? (a, Ne(-xNd， (3) 
r = | S? (a, N)el—-aN)da, (4) 
其 中 
Sla,x) = 2 elap). | (5) 
这 样 ， 猜 想 (A) 和 (B) 就 分 别 是 要 证 明 : 
D(N)>0, 2|N> 6; (6) 


1) 见 E. Grosswald , Representations of Integers as Sums of Squares, 
Ch.12 ‚Springer — Verlag, 1985. 
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T(N) >0 , 2} N29. (7) 


XF, Goldbach 猜想 就 转化 为 讨论 式 (3) 和 式 (4) 中 的 积 
分 了 . 由 于 被 积 函 数 都 以 1 为 周期 ， 因 此 积分 区 间 可 取 为 任 一 
长 度 为 1 的 区 间 ， 简 单 说 来 ， 圆 法 的 思想 是 认为 : 对 充分 大 的 
N, %0 和 分 母 “ 较 小 ”的 既 约 分 数 “ 较 近 ” 时 ,三角 和 S (a,N) 
就 取 “ 较 大 ”的 值 ， 而 当 a 和 分 母 “ 较 大 ”的 既 约 分 数 “ 较 近 ” 
PF, 三角 和 Sla, N) 就 取 “ 较 小 ”的 值 ; 因而 式 (3) 和 (4) 中 
的 积分 的 主要 部 份 应 该 是 在 那些 以 分 母 “ 较 小 ”的 既 约 分 数 为 中 
心 的 一 些 “ 小 区 间 ”上 ， 这 里 的 “小 ”, “大 ”,“ 近 ”的 具体 
含义 (当然 是 和 N 有 关 的 ) 将 在 下 面 作 进一步 的 具体 解释 . 
此 ， 实 现 圆 法 的 第 一 步 就 是 要 具体 地 确定 这 些 “ 小 区 间 ”, 这 就 是 
通常 所 说 的 Farey 分 割 ， 即 利用 Farey 分 数 来 构造 这 些 “ 小 区 
间 ”. 在 Goldbach 问题 中 的 Farey 分 割 是 这 样 的 : W Q. 
是 两 个 正 数 (和 N 有 关 ) ， 满足 


考虑 Q 阶 Farey 数列 , 即 [0 ,1) 区 间 中 的 所 有 分 母 不 超过 Q 
的 既 约 分 数 : 
h 


y’ (h.q) =1, 0 < h<q < OQ; (9) 
以 及 相应 于 它们 的 一 组 小 区 间 
1) 
I~-| 上 -二 ,和 + | (h,q)=1,0<h<a<Q, 
q t q T > 


(10) 
这 些小 区 间 都 在 区 间 |- + , l- + | 中 . 再 设 


1) 有 时 候 可 取 小 区 间 为 [hvag -1 /gt ,hh /g+1 /gt] ， 这 时 当 条 件 (8) 满 
足 时 这 组 小 区 间 就 两 两 不 相交 . 
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E= U U I(gq,h) (11) 


igs qs 0O=<h<4q 


及 hg =l 
p=| -t,t |-E,. (12) 
T | 
对 式 (9) 中 任意 两 个 不 同 的 分 数 hi ZQ. > h,/q, A 
全 -> ! > — ， (13) 
dı q; dıdı Q 
所 以 ， 当 
| 20:< (14) 


时 ， 式 (10) 给 出 的 这 组 小 区 间 是 两 两 不 相交 的 . 这 样 ， 当 条 件 
(14) 成 立时 ， 就 把 区 间 |- 一 , 1- 二 | ARTE, 和 E, 
两 部 份 ， E， 就 是 我 们 所 要 确定 的 那些 “小 区 间 ” .通常 把 E， 
称 为 基本 区 间或 优 弧 ， 把 E, 称 为 余 区 间或 劣 统 . [0 , 1]， 区 
间 的 这 种 分 割 方法 就 称 为 Farey 分 割 ， 显然， 这 种 分 割 是 和 Q , 
r 的 取 法 有 关 的 . 在 这 种 分 割 下 前 面 所 说 的 “ 较 小 " ，“ 较 大 ”， 
“ 较 近 ”就 有 如 下 的 含意 当 点 xe 巨 时 ， 它 就 和 一 个 分 母 


< Q (这 就 是 “ 较 小 ”的 含意 ) 的 既 约 分 数 相距 < — (这 就 是 
“ 较 近 ”的 含意 ) . 而 下 面 的 引 理 将 证 明 : 当 we E, 时 ， 它 就 
和 一 个 分 母 > Q (这 就 是 “ 较 大 ”的 含意 ) 的 既 约 分 数 “ 较 近 ”. 
 BIE1 对 任 一 xe E, 一 定 存在 两 个 正 整数 q. h, WE 


1) 由 于 被 积 函数 的 周期 为 1 UA 0 和 1 ,区 间 [0,1] 和 | -二 ， 


1 一 二 | 是 可 看 作 相同 的 ， 这 样 就 可 使 得 以 下 的 讨论 简单 些 . 
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(hq) =1, Q<4q<:, (15) 
使 得 
a- & < . (16) 
q qt 


证 : 在 引 理 19.3.5 PR x= s,y= +, MUVA qg, h 
满足 (h,g) =1,1<< gzt, 使 得 
L < 二 
q qt 


当 me E, B, a> 一 ,所 以 h 必 为 正 整数 . Ë 4 < Q , 则 由 上 


式 及 E, 的 定义 知 KE 巨 ,， 这 和 假设 矛盾 故 必 有 q> @ ,这 
就 证 明了 所 要 的 结论 . | 
当 条 件 (14) 成 立时 ， 相 应 于 所 作 的 分 割 有 


l - 


1 一 — 


D(N) = | . S: (a N) el(-aN) da =D, N) D, (N) ， 
(17) 

其 中 

p.m) = | sx N)e (—aN)da,i= 1,2; 
Ei 

(18) 

以 及 
T(N) = | I S:(a ,N) e(-xN) da =T (N) + T,(N) 
i (19) 

其 中 
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T,(N) = | S'(az ,N)e(—ae N) da i= 1,2. 
u (20) 

对 于 适当 选取 的 和 N 有 关 的 OQ、t ,利用 算术 数列 中 的 素数 定 
理 ( 见 3 18. 2) ,很 容易 得 到 p, (N) 和 T(N) 的 渐 近 公式 (A, 
$4 和 § 2 ,$ 3 ) . 这样， 实现 圆 法 的 关键 就 是 要 去 证 明 : 当 
N> e= 时 ! ,相对 于 DON) (CN 为 偶数 ) 和 T,(N) (N 为 
奇数 ) 来 说 D (N) 和 芽 , (NN ) 分 别 是 可 以 忽略 的 误差 项 ， 也 就 
是 要 去 证 明 : 4acE, 时 ，|S(a,N)| 取 “足够 小 ”的 值 . 
BuHorpanos 利用 他 所 得 到 的 三 角 和 Sla, N) 的 估计 ( 见 
$ 19.1) ,成功 地 证 明了 对 于 了, (N)(N 为 奇数 ) 来 说 T(N) 是 
可 以 忽略 的 误差 项 . 但 他 的 估计 对 D, (N) 来 说 得 不 到 所 期 望 的 
结果 . 

应 该 指出 ,利用 圆 法 仅 能 证 明 充 分 大 的 奇数 N 可 表 为 三 个 奇 
素数 之 和 ， 而 不 能 证 明 每 个 不 小 于 9 的 奇数 可 表 为 三 个 奇 素数 之 
和 .但 另 一 方面 ， 它 不 仅 证 明了 这 种 表 法 存在 ， 而 且 还 能 得 到 这 
种 表 法 个 数 的 浙 近 公式 ， 这 是 其 它 方法 所 不 能 得 到 的 .应 用 圆 法 
所 解决 的 数论 问题 都 有 这 样 的 特点 . 


$ 2 . 三 素数 定理 ( 非 实 效 方法 ) 
设 4,, 4， 是 两 个 待定 正常 数 ，N 为 充分 大 的 整数 ， 取 
Q= log `N, t= Nog 2 N. | (1) 


当 N 足够 大 时 ， 条 件 (1.14) 显然 成 立 ， 这 样 ， 由 式 (1.11) 和 
(1.12) 就 确定 了 基本 区 间 E, MAKE) E,. 
首先 ， 利用 Siegel— Walfisz 定理 (推论 18.2.4) 来 计算 基 
本 区 间 E， 上 的 积分 T,(N ) . 


1) 这 时 Farey 分 割 ， 即 集合 Ei. E2 , 也 在 变化 . 
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引 理工 设 x = 全 + zel(q,h) < E,, 则 有 


Sla, N) = AOR eln) +0(Ne -smn ) ， (2) 


证 : 由 式 (2.1.5) 及 推论 18.2.4 可 得 : 当 (1,g) =1 W, 


N . 
Y e(zp) = X | sizu dut+ O(Ne ybsn ), 
ed) (3) 


这 里 用 到 了 |z| < 1. HEAR (19.5.4) 得 


S(a,N) = | eu) UNHOUNe-cVEER ) ， 


ọ (q) log u 
(4) 
再 利用 式 (2.1.5) 可 得 
N N 
e (zn) -| e(zu) au «1+ | | |z | 
Ta logn , -logu 2 \ logu 
_ 1 zl 

ulogu Jdu «1+ log N ` (5) 


由 以 上 两 式 及 |z| < + "= NT log N, RA (2). 
引 理 2 设 整数 N> 2, C,( 是 由 式 (13.3.10) 给 出 的 
Ramanujan 和 . 那 末 级 数 | | 


_ ë ulg) ú | 
“(N= L pi (a) C,(—N) (6) 
绝对 收敛 ， 且 有 
“(= 11 (1- (p — 1)? pN (+ (p- 1)? ) 
(7) 


(q) | PO 
I È, oa C,(- N) = g (N)+O(Q (loglogQ)?). 
证 : HT o (q) > q (log log q) -1 , 故 有 | 


u (q) 


Ole —1 <- 2 
SIP ciC-N|< p) <q ( log log q ) Ë 


由 上 式 就 证 明了 级 数 (6) 绝对 收敛 ， 且 有 式 (8) 成 立 、 由 于 
Hla) o” (q) C, (— N) 是 q 的 可 乘 函 数 ， 所 以 


“Z (N) = a(i- LE). 


p (p—1) 3 
H jk 2 
p-1, p| N, 
c,- = Í e (9) 
ysl, p tN, ` f 
就 证 明了 式 (7). | 
% , (N) 通常 称 为 三 素数 定理 中 的 奇异 级 数 . 由 式 (7) 容易 
5G,(N) =0， 21N. | (10) 
当 2 +N H, x 


_ 1 N2 N? 
T(N = > % (N) eN +o [ TS ) (12) 


当 a = + +zeI(q-h) ç E, BF, H| 1 Mi, 


十 : 
| | eQ) X e(zn) ) | 
S'la, N) = o° (q) (È logn 
+ OCN’ e CSTN), — x 
因此 | 


a 3 (a, N) e(— x N) da 


t 


5 
A 
心 
>= 
H 
° 
~ |= 
| 
”| 


f 


| ( > een ) eC zN) dz 
+ O(N:e -CVvbN ). (13) 
利用 估计 (19.1.3) 可 推出 : 当 上 zi < N + BJ, 


Ë e(zn) N . ( —! _. ) 
— < minl 1, ZIN /' (14) 


S logn ` logN 
此 外 ， 有 
N elzn) & elzn) N 1 1 ) 
< 2 ( logn  logN 


logn =, logN =, 


n=2 


N 
-| Au _ _N N | | 
J logu ToN O< y: (15) 


从 以 上 两 式 得 到 
+ (/ N , y , 
| 1 e n ) p (È slun. ) belan) dz 


1 
_N | ' xi 1 N: 
< log N min[ 1, N: z2 )az< Tog’ N . 


-L 
T 


由 此 从 式 (13) 推出 


T (N) = 


(5 AR cN) ) 


rrt N o 9 (q) 


| (È e (zm ) e (— zn) dz + ow) (16) 
利用 估计 式 (19. 1.3) 易 得 

y e (zn) (IN) dz < i dz < 

1 = 1 z?’ 


= N?log 22: N, 


n=2 


_ L 

T N 3 
| [> elzn) ) e(—zN) dz «t? = Nilog 222 N. 
-L | 


利用 以 上 两 式 及 级 数 (6) 的 收敛 性 , 当 1, > s 时 ， 由 式 (16) 
可 得 到 | 
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lg 六 NS 9°(g) 
EN 
+ O 这 站 (17) 


其 中 


J = | > e (z n) Jean) dz 


n=2 


N? 
= È 1= — +O(N). (18) 
nt tn2+n3=N 
2<nl.n2 ,.n3a< N 


当 4 之 2 时 ， 由 以 上 两 式 及 引 理 2 就 证 明了 所 要 的 结果 . 

式 (11) 就 是 我 们 所 需要 的 在 基本 区 间 上 的 积分 T (N) 的 
浙 近 公式 .下 面 我 们 来 估计 余 区 间 上 的 积分 T, (N) ， 

引 理 4 414,2 10,1,2> 10 H, 有 


T,(N) < N°log N. (19) 


证 : 由 引 理 1.1 知 ， 当 ac E, Bf, 
& = r +z,(q,h =1,Q<q<rz,lzl < =. (20) 


因此 ， 由 定理 19.1.1 及 log"N < Q < q< t < Nlog `" N 
得 到 


Sla, N) «Nlog 3N , uekE,. (21) 
进而 有 


1 
IS (a NI’ da< Nios N | IS (a N): de. 
i (22) 


mie 


E2 


由 此 及 
| IS(a,N de = 》 Y e(w (p,—p.)) du 
0 2<p <N 2<p, SN 0 
= xz(N) 一 1 (23) 
就 证 明 式 (19). 
如 果 我 们 用 定理 19.2.2 ,或 定理 19.3.1 ,或 定理 19.4.7 
来 估计 当 we E, 时 的 三 角 和 S( a,N) ， 那 末 引 理 4 中 的 4， 和 
4， 就 应 该 分 别 满足 : 4, > 11 ,或 28 ,或 56;4, > 11 ,或 28, 
或 56. 
由 式 (1.19) , 引 理 3 和 4 就 证 明了 三 素数 定理 : 
”定理 $5 设 N 是 奇数 T(N) E N 表 为 三 个 奇 素数 之 和 
的 表 法 个 数 . 那 末 我 们 有 源 近 公式 


1 N? í N 
T(W = 1 <,(N) w t o[ +Ë ). (24) 


2 


其 中 <, (N) 由 式 (6) 给 出 , H 
g N> > ， 24N. 

推论 6 存在 一 个 正常 数 c, , 使 得 每 个 大 于 c, 的 奇数 是 
三 个 奇 素数 之 和 . 

应 该 指出 的 是 ， 由 于 在 引 理 1 中 用 了 Siegel— Walfisz 定 
m (推论 18.2.4) ， 所 以 式 (2) 中 的 大 O 常数 是 非 实效 的 ， 因 
而 引 理 3 , 定理 5 中 的 大 O 常数 ， 以 及 推论 6 中 的 常数 c, 
都 是 非 实效 的 . 


§ 3， 三 素数 定理 (实效 方法 ) 
设 1, = 3，4， 是 待定 正常 数 . 取 
O=logiN, t= Nlog N. (1) 
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当 N Ete Kh, 条件 (1.14) 显然 满足 ， 因 此 ， 由 式 (1.11) 和 
(1.12) 就 确定 了 基本 区 间 E, ARKE E，,. 

首先， 利用 Page 定理 (推论 18.2. 5) 来 计算 基本 区 间 E, 
上 的 积分 T (N). 


引 理 1 当 4,> + W, 有 
o] | x o. N: 
2 (N) bg N ` o( (log N) 3 ). 
| (2) 
这 里 的 大 O 常数 是 实效 的 ， 即 是 可 计算 的 绝对 常数 . 
证 : 在 推论 18.2.5 中 取 


y = exp ( Iog N( loglog N)™ J, JN Sx<sN. * 


N 足够 大 时 必 有 log? N < 了 < VN .此 外 ,对 所 取 的 y, 当 
y 阶 例外 模 q 存在 时 ， 必 有 

| 7>» log? N (log Jog N)’. | (3) 
这 样 ， 当 1<4q<y,qthq , (q,l) = 1 BF, 由 推论 18.2.5 得 


Lix _ zY. 
m (x;q,l) = AO +0(xexp(- c; (log log x)’)); 


由 此 及 式 (2. 1.5) 可 推出 , 当 |z] < r+” Bf, 
2 elzp) = > el(zp)+O(VN) 


<N N <p< Ñ 

| (mod q) p= | (modq) 
“ elzu) 

pp logu 


DNexp Ce, lloglogN)?)) . 
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和 证 明 引 理 2.1 一 样 ， 由 此 及 式 (19， 5. 4) 容易 得 到 ， 当 
“= tzeE,, q+q, q <log: N WA 


su AD AD & ¿GD 
, p(q) =, logn 


+ O(Nexp(— co(loglg N)?)). 
同 式 (2.17) 的 推导 完全 一 样 ， 由 上 式 可 推 得 


h.L 
q! 


y> x N (a, N)e(-aN) da 


a< jN -0 - + 
qta 
~ 2log? N ma p’) “3 log4N /' 


qła 
(4) 
这 里 还 用 到 了 式 (2.18) 和 级 数 (2.6) 的 绝对 收敛 性 .在 9 14 
的 那些 基本 区 间 Ilg, h) 上 的 积分 用 估计 式 (19.5.1) 可 得 到 


hL 
qa- 1 q t 
Y >” | S’ (a, N)el(-aN)da (5) 
q Slog? N h = 0 t-g 
q lq 
N? (log logg ° pp ( I 
(q 一 一 一 -一 
< 4 ) IVa log? N min 1, vl) 
qlq Ë 
< Uoll N)? y _L -NM 
log? N PER Vg log34N ' 


qalq 


这 里 还 用 到 了 式 (3) . 在 另 一 方面 ， 由 式 (3) 易 得 
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ts 44 W N + 


u (q) _ An. i -3 
"P C,(-Ni< > PE < log 2 N. 


qi q q lq | (6) 
HK (4) , (5) , (6) 和 引 理 2.2 就 证 明了 式 (2) .由 于 这 里 应 
用 了 Page 定理 ， 所 以 这 里 的 大 O 常数 是 可 以 计算 的 . 

下 面 我 们 来 估计 余 区 间 E, 上 的 积分 TN). 
引 理 2 当 1, > 10 时 有 | 


T,(N) < N? (log N) `. (7) 


证 : 由 引 理 1.1 H, 3 me E, 时 ， 有 
= +z, (g ,用 =1L， | | 
log? N<q< Nlog "° N , lzls —= , (8) 

= xe E,,log" N < q < Nlog `" N 时 ,由 定理 19.1.1 知 ， 


Sla, N) < Nlog °: N. (9) 


当 «eE, log’ N < q < log" N 时 ,由 定理 19.5.1 得 


Sla, N) < N(log N) 2:44. (10) 
因而 有 | 


IT,(N)| < | iS’ (x, N) lda 
E 


2 


1 
< N (log N) aaf IS’ (x, N) ida, 
| 0 


由 此 及 式 (2.23) 就 证 明了 式 (19) . 

”由 式 (1.19) , 引 理 1 和 2 就 证 明了 以 下 形式 的 三 素数 定 

理 . | 
定理 3 设 N 是 奇数 ,我 们 有 渐 近 公式 
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i zip am. sata s.s 


) = + eN TY +o( ra) a1) 


其 中 的 大 O BRETONS, 7, (N) 由 式 (6) 给 出 ， 且 对 
奇数 N # sN) >. 


推论 4 存在 一 个 可 计算 的 常数 c, 使 得 每 个 大 于 ci 的 
奇数 是 三 个 奇 素数 之 和 . | | 


$4. Goldbach 数 


本 节 将 证 明 以 下 定理 . 

定理 1 几乎 所 有 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 

通常 把 可 以 表 为 两 个 奇 素数 之 和 的 偶数 称 为 Goldbach 数 . 
设 x > 6 , 把 不 大 于 x 且 不 能 表 为 两 个 奇 素数 之 和 的 偶数 组 成 
的 集合 及 其 个 数 记 作 E(x ) ， 通 常 称 它 为 Goldbach 数 的 例外 
集合 . 这样， 猜想 (A ) 就 是 要 证 明 四 


E(x) =2 , x>6 ° | (1) 
而 定理 1 就 是 要 证 明 : 4 x 一 oo 时 | 
E(x)}=0(x). ° ` (2) 


我 们 实际 上 要 证 明 一 个 更 强 的 结果 . 
定理 2 对 任 给 的 正 数 4 , 一 定 有 


FE(x)c<xiog-4x， ` © G) 
其 中 < 常数 和 A 85. | 
目前 最 好 的 结果 是 由 Montgomery 和 Vaughan 证 明 的 : 
存在 一 个 可 计算 的 正常 数 5 ,使 得 | 
E(x) «x? . © 
陈景润 和 潘 承 洞 ! 具体 定 出 了 这 里 的 常数 ó 的 值 
1) 中 国 科学 ，(4 ) ，1983 ,第 4 期 ，327 一 342 .最 近 ，5 的 值 又 不 断 被 改进 . 
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为 了 证 明 式 (3) ， 代 替 式 (1.1) 所 定义 的 D (n) 我 们 来 考 
虑 D(n,x): n 表 为 不 超过 x 的 两 个 奇 素 数 之 和 的 表 法 个 数 ， 
显 有 
D(n,x)=0, 3 n< 4 sk n> 2x; 
D(n,x)= D(n), * n< x; 


(5) 
以 及 . 
pn,x) = | S’(x,x)e(—an)dua, (6) 


其 中 S (x ,x ) 由 式 (1.5 ) 给 出 . 

对 于 由 式 (1.8) , (1.11) 和 (1.12) 给 出 的 Farey 分 割 ， 
" | 
D(n,x)= D (n,x) + D,(n, x) ， (7) 
其 中 | _ 


D ,(n,x) -| S’ (a,x)el(—an)da 


Ei 
| 


1- L 
-| S? (æ ,x)e(-an)da, i= 1,2, (8) 


二 
t 


S(x,x)(i=1,2) 是 cx 的 以 1 为 周期 的 周期 函数 ， 当 


zxe| - 工 ,1- 二 | 时 
T T 


aek,, 
这 样 ，D,(n, x) (— co <n<co ) 可 以 看 作 是 周期 函数 S? la, 
x) (变量 是 x) 的 Fourier 系数 ， 因 而 由 Fourier 级 数理 论 中 
的 Parseval 定理 推出 
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1 


1 一 = 


Y |D @,x)|° -| 1S (ex)l4dc 


MH — 名 


-| |[S(a,x)|* da, 
E| 


> pndF = | i IS (a, x)|* da 


n=- 0 一 一 
t 


-| IS(«, x)|*da, 
E2 


设 4 是 待定 正常 数 ， 现 取 
Q = log’x, t= xlog ‘x. 
利用 第 十 九 章 的 线性 素 变 数 三 角 和 估计 ， 立 刻 推出 
引 理 3 当 O ,t+ 由 式 (12) 给 出 时 ， 有 


> |D,(n, x)|l? < x3Q log2'x. 


n= 一 % 


进而 ， 若 设 M (x ) 是 全 体 整 数 n 中 满足 
ID,n,x)| > x0 `+ 
的 n 的 个 数 ， 则 
M (x) <xQ + log x. | 
证 : 由 引 理 1.1 及 定理 19.1.1 可 推出 
S(z,x) <xQ T log2x, «cE, , 
由 此 及 式 (11) 可 得 
Y ID,(n,x )|2 


n= 一 x 


1 
< xto iog*x | ISl, x) da ， 
0 
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(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 
(15) 


(16) 


由 此 及 式 (2.23) 就 证 明了 式 (13) .进而 由 式 (13) 及 M(x) 
的 定义 可 得 
M (x) x207 «xQ log’ x ， 


这 就 得 到 了 式 (15) ， 

这 引 理 给 出 了 D,(n, x) 的 一 个 (对 n 的 ) 平 均 估计 ， 式 
(14) , (15) 表明 : 取 “ 大 值 ” 的 |D,(n ,x)| 是 比较 少 的 .如 
果 证 明 中 用 定理 19.2.2 ,或 定理 19.3.1 或 定理 19.4.7 来 代替 
定理 19.1.1 时 ， 引 理 的 表述 要 作 相 应 改变 ,但 对 式 (3) 的 证 明 
不 起 影响 ， 请 读者 自己 作 这 样 的 改变 . 

下 面 要 用 计算 T,(N) 的 类 似 的 方法 来 计算 D (n, x) 


(z < n < 3 的 渐 近 公式 . 
引 理 4 设 整 数 n 之 4. 我 们 有 


p’ (a) 
> p (gj C,(— n) 


其 中 C,(D 是 由 式 (13.3.10) 给 出 的 Ramanujan 和 . 
证 : 由 推论 13.3.2 可 得 


< < loglog n, * (17) 


u? (q) 2 (q) | 
Z 全 
x _ ON < PA) u? (0) 
E > ? (d) > rao =} p (d) vso /d p? (o) 
(n,q)=4d (vn /d)=1 ` 
< 人- ' w 
由 此 及 熟知 不 等 式 | 
p C) < loglog n (19) 


即 得 式 (17). x 
引 理 5 设 整数 n > 4 .我 们 有 


HD c (- n) 


2 | pa) 


q> Q 


< d (n) Q Nogle log o) 2? loglogn, 


(20) 
其 中 d (n) 是 除数 函数 . 
: 证 : 和 引 理 4 证 明 一 样 ， 由 推论 13.3.2 和 式 (19) 得 到 


2 (4) copd y po 
之 9 (q) > o (d) >, vr p’ (v) 


(w, n/d =1. 


i; may wedd 
< Q `' (log log0) > 2 (d) 


< Q `' (loglog0)2 2° ” log logn ， 


由 此 及 2°%) < 4(n) 就 证 明了 式 (20), 
引 理 6 设 整数 n > 4 . 那 未 , 级 数 


g -$ ED cn (21) 
绝对 收敛, H 


=n _— Í! 
#,() = —(? HI ( TERE ). (22) 


证 : 由 引 理 4 或 5 均 可 推出 级 数 绝对 收 化 由 此 及 式 (2.9) 
就 得 到 式 (22) . 


容易 看 出 
多 ,(n)=0 2+n, (23) 
H — -~ _ 
o (n) > @%(n) > -5 g (1- (m— g] | 
_ l n | 
=> om 21. 2in. S (24) 


通常 G , (n) 称 为 是 关于 偶数 的 Goldba ch 猜想 PORRAS. 
引 理 7 WO. 由 式 (12) 给 H, A>3. JBE +, “ï 


7 (y cst- u 


D ,(n,x) = Zo o? (q) 


Top? n 


+ o( OERD ). WI 
og: x i 


证 : 证 明和 式 (2.17) 相 类 似 ， 由 式 (2.1) 得 


D (n.x) = P ne Ji iai elzm) ) 
D (nx ) P 21 (2) C, — n) 加 y Iog m 


m=2 


'e(— zn) dz + O (xe cues ). | ` (26) 
再 由 式 (2. 14) 和 (2.15) 得 | | 


T [x] p A o 2 I x 
{二 


L 
: log] _ 
< —— 41+ dz | < E Ë Ex ; (27) 
log? x Aa z J ` logx 


最 后 一 步 用 到 了 t= xlog -*x .由 以 上 两 式 及 引 理 4 推出 


nz (2) _ jf (È gem y 
D ,(n ,x) = (z o: (Q) Cal- n) J_ı > log [ x ] 
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< ‘(amdzto( es) ). (28) 
.| op x | 


利用 4>3, 闻 <n<Sx, 


+ [x] 2 4 dz x 
| (È e (zm ) e(—zn) <|: Tr KTK lop y ' 
-L 
x 2 
| (È em ) e(— zn) < —“*— , 
-L \m=2 log’ x 


+ [ x] 2 
| e e (zm) ) e(—zn)dz= > i=n+0(1) 


+ m=2 =m +m2 


以 及 引 理 4 , 从 式 (28) 就 证 明了 式 (25) . 
定理 2 的 证 明 : 22 = 3A+9,0. t 由 式 (12) 给 出 . 


由 引 理 5 和 7 得 到 : 当 — < n< x 时， 


Di(n,x) = gn) Ts +0( z d(n) Q7 
og’n Tox x 


‘(loglog x)? ) +o ( 20080 ) ， (29) 


log?’ x 
HRAMA | 
> d(n) < xlog x 


n< x 


知 ,在 不 超过 x 的 正 整 数 n 中 , 使 d(n) >Qlog"'!x 的 n 的 个 
数 < x Q-'log?x. 因此 ,对 满足 F < n < x 的 偶数 n P, 
除了 < xQ 'log2x 个 例外 值 外 有 
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D ,(n,x) = %,(n) P. + o( xogo )， (30) 


log? x 
对 所 取 的 4 和 O , 由 此 及 引 理 3 , 式 (7) ， 式 (24) 推出 : ER 
E — <n< x BAR n 中 ， 除了 


| < xQ + log: x = xlog 4 x (31) 
个 例外 值 外 ， 有 


D (n,x) = @ ,(n) i n + o( =Corog o ) (32) 


log’ x 
这 就 证 明了 : 对 充分 大 的 x 有 
EG) - E( 2 ) <xlog-x | (33) 


为 了 证 明 式 (3) , 设 K 是 正 整数 使 得 2<< Jx < 2**!. 由 式 
(33) 得 


e(z )-z[ 2 )< 25 PeT log “4x,k=1,.… ,K+1, 
x x (34) 
由 此 就 立即 推出 式 (3) ， 


顺便 指出 ， 式 (32) 表明 : 在 — < n < x 中 , 除了 那些 
BAMEDE n 表 为 两 个 坷 未 数 之 和 的 表 法 个 数 应 是 


p m) = =D (n,n) ~ # mn) -Z 下 一 (35) 


所 以 ， 如 果 关 于 偶数 的 Goldbach 猜想 成 立 ， 且 表 法 个 数 有 渐 近 
公式 的 话 ， 那 末 一 定 就 是 式 (35) . 
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5 题 


qt q q 
证 明 : 当 条 件 (1.8) 成 立时 ,基本 区 间 E, (L (1.11 )) 中 的 所 有 小 
区 间 两 两 不 相交 . 试 利用 这 样 的 Farey 分 割 来 证 明定 理 2.5. 
证 明 D,(N)( 式 ( 1.18)),T,(N)( 式 (1.20)), 及 D,(n,x) 
( 式 (4. 8) ) 都 是 实数 . 
设 N 是 正 整 数 ，T2… (N)= Ai)A(Cn)A(ni) .证 明 : 


n tn, tn; =N 


把 $1 中 的 小 区 间 Iq h) RY | 亏 - 去 ,二 + 二 | 


(a) T? (N) -| (S? (a, N))`el-aN)da, 


其 中 So (xc ,x) 由 式 (19.C) H. (b) 对 奇数 NÄT (N) 
=(1⁄2)% (N)N? +0 (N /Aog N), EH %,(N) HA (2.6) H , 


W N 是 正 整数 ， T” (N) = 2 log pilogp:logp; .证 明 对 


奇数 N 有 T'5(N)= (1⁄2) 多 , (N)N’: +O(N?/log N )， 其 中 
G (N) 由 式 (2.6) 给 出 . 

证 明 : (a) T (N) =T” (N) +0 (N*?log* N). (b) T (N) 
= T™ (N)(log N) ° (1+0 (loglog N /log N)) +0 ( N?/(logN)1), 
其 中 4 为 任 一 大 于 4 的 常数 ,了 (N), T” (N) 由 上 两 题 给 


. H, T(N) 是 方程 式 (1.2) 的 解数 . | 
. 证 明 : 定 理 2， 5 中 的 余 项 O( N'log * N) 3 可 用 O (N° log N) 


KRE., A 为 任 一 大 于 4 的 正 数 . 
设 为 给 定 的 正 整数 , 证 明 : ; 每 个 充分 大 的 自然 数 N, BIRN 
N = p,+p,+n* PoP 为 素数 ， n 为 自然 数 . 
设 f(N) 是 素 变数 不 定 方程 : pt p =p tpi p S N° I<i<4, 
的 解数 . 证 明 : 
f(N) = (2z3)[[ 1 + (p — IN’ dog N) ` 
p 


+O (N? (log N) °). 


进而 把 这 结果 推广 到 p +... T+p,=pa Ft. t Pn’ pis N, 
< ix<x2m1 ,的 情形 . 
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10. 


12. 


13. 
l4. 


i m>3, f(N) 是 素 变数 不 定 方程 pit + p, = N 的 解 数 , 证 明 : 
r= =n L (s =p) 
{1+ CD ) N"! oí N"! J 
(p— 1)”: (logN)" (log N)" *1 J 
a.b, c EX% (a.b.c) = 1,f(N) ë RE S 4 E J E 
和 N 的 解数 . 证 明 : 


lee c, (b) C, (c) Co (q)) `° 


f(N) = YIT 


—N _ —N 

c. N] (log a +o [ logt N ). 

其 C. (m) 是 Ramanujan 和 (R (13.3.10)) .并 讨论 在 什么 条 件 
下 上 式 中 的 级 数 有 正 的 下 界 . 


. 设 a,,a,,a;,; a, 是 固定 的 非 零 整数 ，a,,a,,a, 符号 不 全 相同 . 


f(NN) ERER AET a p 二 azpz+ a3p3+4a4=0,Pi<N， 
i=1,2,3, 的 解数 . 证 明 : 

f(N) = % J(N)(log N) ?+O(N’ (log N) +), 
其 中 J(N) 是 不 定 方程 a n ta, n, +a,n,ta,=0,i<m,<N, 


i = 1,2 ,3 ,的 解数 ,多 = (oC, (a )C,(a,) C, (a) 


`C. (a, ), C,(m) 是 Ramanuan 和 ( 式 (13.3.10)). 进而 证 明 : 

(a) 当 (a ,a,.a,)la, 时 ，J(N) > N}; (b) 34 (a,,a,,a,) 
= (al,ai,ai)=(a a, a,)=(a,> a,» a), K a+a, 

+ai+a = 0(mod2a) (a = (aa ，a3， a Dat, F 有 正 的 下 

界 ， 不 然 ， G =0. 

ik(a,b,c) = (a,b,c i )= l1,ab i, -a,b 关 0. 证 明 : 存在 

无 穷 多 对 整数 x, y, 使 得 ax+by+c 和 aix+pbiy+cl 都 是 

素数 . 

式 (4.20) 右边 改 为 nloglog n (@ (n) log Q) ! 仍然 成 立 . 

设 ¿ 为 适当 小 的 正 数 ，N 充分 大 的 正 整 数 ，4= 

N exp (eVlogN ). 再 设 T(N. A 表 素 变数 不 定 方程 : 


N=pitpstp;, NA - A<p < N/3+A,i=1,2,3, 
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的 解数 .证 明 :T(N,4) =3 多 ,CN)42(logN) `+ 0 (A? (log N) °), 
EPG, (N) 由 式 (2.6) 给 出 . 这 表明 每 个 充分 大 的 奇数 可 表 为 三 
个 几乎 相等 的 奇 素数 之 和 . (利用 图 法 和 习题 19.10 .在 确定 Farey 


wA, Qr 和 N, AAR). 


-378 ， 


第 二 十 一 章 ”Weyl 指数 和 估计 (一 ) 
(van der Corput 方法 ) 


Wb—-a21, f(x), dx R.E X#E X šj [a, b] EAZ A$, 
具有 足够 多 次 导数 .本 章 要 讨论 指数 和 


> e(f(n)), (A) 


a<n<b 


2 g(n)elf(n)) (B) 


a<n<b 


的 上 界 估计 . H.Weyl 首先 在 其 关于 一 致 分 布 的 开创 性 工作 中 ， 
给 出 了 这 种 指数 和 的 非 显然 上 界 估计 . 这 种 指数 和 通常 称 为 Weyl 
指数 和 . 后 来 van der Corput MH .M .Busorpanos 提 出 了 两 种 
新 方法 来 估计 Weyl 和 ， 优 于 Weyl 的 方法 2”. 关于 这 方面 的 历史 
资料 可 参看 [14, $7- $10]. 本 章 将 讨论 van der Corput 方 
法 ，BaaorparoB 方 法 在 下 一 章 讨 论 . 在 实际 应 用 中 g(x) 是 单调 
函数 , 且 a<b< 2a ,所 以 由 分 部 求 和 知 我 们 只 要 讨论 指数 和 (A) . 

van der Corput 方法 的 核心 思想 是 把 指数 和 (A) 化 为 指数 积 
分 和 ( 见 定理 1.5) ， 即 化 为 指数 积分 


b b : 
| evmrdx= | eif Wx. .(C) 


的 和 式 (对 v 求 和 )。 他 发 现 由 |F (x)| >r>0 RE: F'O)= 
了 "(x) ,r 和 v 是 无 关 的 ), 可 得 指数 积分 (C) 的 一 个 好 的 上 界 估计 ( 见 
引 理 2.1)， 这 正 是 他 的 方法 比 Weyl 方法 好 的 原因 ， 这 样 ， 当 


1) 最 近 , 结合 这 些 方法 的 思想 ，Bombieri 和 Iwaniec 提出 了 一 个 从 估计 指数 和 


的 均值 来 得 到 单个 指数 和 估计 的 新 方法 ， 并 成 功 地 应 用 于 估计 (1/2+it) 
的 阶 . | 
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三 oo 满足 一 定 条 件 时 ,由 此 就 得 到 指数 和 (A) 的 一 个 上 界 估计 ( 见 
定理 2.3) . 当 厂 (x) 不 满足 所 要 求 的 条 件 时 , 可 以 通过 两 个 途径 把 
这 一 指数 和 化 为 另外 的 指数 和 ( 见 定 理 3.1 及 5.2), 反复 应 用 这 两 
个 办 法 (可 结合 应 用 ) ， 直 至 最 后 得 到 的 一 组 指数 和 中 的 函数 ( 即 
新 的 f(x) ) 的 二 阶 导数 满足 定理 2.3 的 条 件 ,估计 出 它们 的 上 界 ， 
这 样 就 得 到 了 原来 的 指数 和 的 上 界 估 计 ， 这 些 就 是 $4，3 6 讨论 
KAX. | | 

这 一 方法 已 被 推广 到 多 维 情形 . 本 章 内 容 可 参看 : [17], [23], 
[32]. 


SI. 基本 关系 式 
引 理 1 设 f (x) 在 闭 区 间 [a b] 上 连续 ， 则 有 


| b | po 
> e(f(n)) -| e( f(x))dx—b,(x)e (f(x)) 


a<n<b 


-$4 f 《x) {eC f(x) + vx) —e( f(x) - vx) j dx , (1) 


其 中 b (x) 由 式 (2.2.2) 给 出 . f | 
jE: 由 Euler 一 MacLaurin 求 和 公式 (2.2.8) (1= 1) 88 


b b 
> e(f(n)) -| e dooax+ | bi (x) 2ni f (x)e(f(x))dx 


a<n<b 


— b, (x) e ( f(x)) 


b 
由 式 (2.2.4) 知 bi(x) 的 Fourier 级 数 可 写 为 x 
S > L (e(vx) -e(-7vx)), (2) 


它 对 所 有 的 x 是 有 界 收敛 ， 且 在 任 一 不 包含 整数 的 闭 区 间 上 一 致 
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收敛 到 b (x). 所 以 前 式 右 边 第 二 个 积分 中 的 p(x) 可 用 它 的 
Fourier 级 数 代 人 并 逐 项 积分 ， 这 就 得 到 了 式 (1) . 
完全 一 样 可 证 明 
引 理 2 f (x) 和 g(x) 均 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ， 则 有 


b | b 
> g(r) e (fln)) -| g (x) e( f(x) )dx— b (x) g(x)e ( f(x)) 


_ $ 1f horo 80 so ) 


x {e(f(x) +vx)— e( f(x) —vx) Jdx. (3) 


为 了 把 式 (1) 和 式 (3) 中 那 些 可 以 作为 次 要 项 的 积分 估计 出 
来 , 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 3 设 在 区 间 [a,b] ERX G(x) /F (x) 单 调 ， 且 满足 
F (x) /G(x) 2 m> 0 (s& — F (x) /G(x)>m>0). WRA 
4 


, 
| G(x)e:!F%) qx | < . 
， m 


证 : REGO F CO RENER. 由 积分 第 一 中 值 定 
” 理 可 得 : 


b | | 
[ G(x)cosF(x) x= | G(x) F (x)cosF(x) dx 
， ~ F (x) | 


= FE F Cx) cosF(x) dx 


=- (cosF(O) —cosF(2)) , a<c<b. 


因而 
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<—. | (4) 


Hm 


| G(x) cosF(x) dx 


a 


同样 可 证 


b | 
| G(x)sinF(x) dx | < 


以 上 两 式 合 起 来 即 得 所 要 结论 ， 对 其 它 情形 可 类 似 证 明 . 

类 似 于 引 理 3 容易 证 明 

引 理 4 设 在 区 间 [a,b] 上 ，H(x) 单调 , | H(x) 1< M. 那 末 
在 引 理 3 的 条 件 下 有 


b 
| H(x) G(x) e dx 


<8Mm''. (5) 


证 : 先 假定 G(x) /F Co 是 正 的 递减 函数 . 由 积分 第 二 中 值 
定理 可 得 


| H(x) G(x) cosF(x) dx= H(a) af G(x) cosF(x) dx 


a 


b . 
+ H(b) | G(x)cosF(x)dx. 


c 


由 此 及 引 理 3 的 式 (4) 可 得 


b 
| | H(x) G(x)cosF(x) dx 


a 


< 4Mm''. 


同样 可 证 


bb 
| | H(x) G(x)sinF(x)dx < 一 一 


以 上 两 式 合 起 来 即 得 所 要 结论 .对 其 它 情形 可 类 似 证 明 ， 
下 面 来 证 明基 本 关系 式 . 
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定理 5 设 f (x) 在 区 间 [a,b] 上 单调 连续 , f (a) = B, f (b) 
= ,再 设 # 为 一 实数 ，0<n<1， 那 未 ， 当 f (x) 递减 时 有 


Y eln) > e (f(x) — vx) dx 


a<n<b az— n< v< +n a 


+o [+ +log(8-a+2 ); (6) 
当 f (x) 递增 时 有 | 


a<n<b —n<v<z+n 


b 
Y elfn)= È | e (f(x)— vx) dx 
6 a 


ro(+ +losG—B+2) ) (7) 
证 : 先 证 式 (6)， 对 给 定 的 六 必 有 了 唯一 的 整数 K, 使 得 


1 < x 二 类 <1+1. 令 站 (0x=fx)+kxo=x+ 大 7=5+K. 这 样 ， 
式 (6) 就 等 价 于 要 证 明 


| | b 
ye(f(n)= > | e (fi(x)— vx) dx 


a<n<b I<v<B +n wa 
+o ( L + los(8,— at J. (8) 
由 引 理 1 知 | 


b 
> e= e( f. (x) )dx 


a<n=<b 


b . 
-#4 | f.) [e (fo + vx) 


—e(fix)=vx))dx+ O0). | (9) 
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由 于 函数 f, (x) 也 是 递减 的 , H 
n< f(b)=x,<n+1, % < f(x) <p =f (a), (10) 
因此 ， 当 y> 1 时 函数 


f1(x) 二 1 y 
fix) +y ` f(x) +v 


在 区 间 [a,b] 上 是 正 的 递减 的 ， 且 
0< —— <LO <$ a<x<b. 


atv ~ f(x)+v ` A+ v ' 


这 样 ， 由 引 理 3( 取 G(x) = f (xz) , FO) =2n(f,(x) + vx) ) 可 得 


4b, 


一 一 一 一 -一 -一 > 
2r(p8 ty) ' v21. 


b 
| f (x)e(f(x)+ vx)dx| < 
进而 有 x I 


4 & B 
S> 2 v+ B.) 


$4 f Jie Cfi C)+ vx)dx| < 


4B, 4 _ 
< EETA + > log + B,) «log($— a+ 2). (11) 


34 y> B, +n Bh, H 户 (x) 递 减 及 式 (10) 知 ， 函 数 
f(x) _ v 
站 Co 一 ， =i+ fi(x) — v 
是 负 的 递增 的 , 且 


B, Ke Ci 
六 一 ， h f. (x)— v < x= V 
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故 由 引 理 3( 取 G(x) =f (x), FOO =2x( f (x)— vx) ) 得 


, | 
| f, x)e (f, (x)— vx) dx 


40, 
< THB) 25 +n. 
进而 有 
Pi 


?> v(v— B) 


b . 
> + | fiel fG0)—vx) dx 
vzB tn a 


4 
< —Àa-> 
` 2x 


4 B, 4 Btn 
< — + 二 一 
27 11(8 十 7) 2 0g 


< ” +log(B,— a +2). 
(12) 
此 外 ， 由 式 (10) 及 引 理 3( 取 G(x) == 1, F(x) = 2x fi (x)) ul #8 


b 
| elf dx «i . 


HERERO), (1), (12) 就 证 明了 


| x 
DeD E + | ef- d 


a<n<b I<v<B, +n 


| ro[T +1og(8—a+2) ). 
由 此 及 1 


b b 
+ | fiel fi(x)— dx= Í elfi- v)dx+0 (L ) 


就 得 到 了 式 (8)， 因 而 就 证 明了 式 (6). 
当 f (x) 递增 时 ， 可 考虑 函数 (x)= — f(x). 对 (x) 有 式 
(6) 成 立 ， 然 后 取 共 轿 并 以 —v Av 即 得 式 (7). 
用 同样 的 方法 可 以 证 明 
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定理 6 设 g(x), g(x) 均 在 区 间 [a,b] 上 单调 连续 ， H 
lg(x) |< ho,1g (x) |< h, BREEM 5 的 条 件 下 , 4 f (x) 递减 时 有 


b 
2 gef m) = p g(x)e ( f(x)— vx) dx 


a<ns<b <e<f+rJ a 


+ o( 2th hoth +hdog($- a+ D ); (13) 
当 f (x) 递增 时 有 


b 
> g (m) e( f(n)) = > | g(x)e( f(x)— vx) dx 


a<n<b —n< v< +n 


+o (th o+ hi +h Joga- p+ 2 ). (14) 


证 明 时 要 注意 的 是 ， 凡 是 定理 5 的 证 明 中 用 引 理 1 和 3 的 地 
方 要 分 别 用 引 理 2 和 4 来 代替 . 

作为 定理 5 和 定理 6 的 有 用 的 特例 ， 我 们 来 证 明 

定理 7 设 在 区 间 [a, b] EA If (x) |< 09<1. RR, 

(a) 在 定理 5 的 条 件 下 ， 有 


> (fi) = | eoat o[ THs ): (15) 


a<n<b 


(b) 在 定理 6 的 条 件 下 有 


b 


> g(n) e (f(m)) = egtoaxro( J h t ha), (16) 


a<n=<b 


证 : 我 们 来 证 式 (15). 式 (16) 可 同样 证 明 . 现 取 1= — (1— 0). 


当 f (x) 为 递减 时， 由 于 
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@— n> — 0— s: (1-0) >— 1, + n<0+ — 0-0 <1 > 


所 以 在 式 (6) 中 ， 右 边 的 和 式 至 多 有 一 项 v=0. 如 果 这 一 项 出 现 ， 
那 末 式 (15) 就 已 经 证 明 ; 如 果 这 一 项 不 出 现 ， 那 末 必 是 以 下 两 种 


情形 之 一 : (1) a-n>0, Wp f(x) >a>n= > (1-0); 
(2) Btn<0, 即 1 (x) <B<- n=- (1-0). ERTE 
出 现 , 由 引 理 3( 取 G(x) 三 1) 均 得 


b 
| elf) ds < ， 
因此 ， 由 式 (6) 知 式 (15) 亦 成 立 ， 当 f (x) 为 递增 时 可 同样 证 明 
(或 考虑 — f (x) ， 然 后 取 共 力 即 得 ). 


$2 . 基本 估计 式 


由 引 理 1.3( R G(x) = 1) #l, 34 F (x) W, B. |F (x)| 
> m>0(a<x<b)#, 指数 积分 (C) 有 估计 


b f f 
| erodxemin((b- 0), 二 ). (1) 


这 也 表明 了 一 般 的 指数 积分 (C) 的 主要 部 分 是 在 以 下 (x) =0 的 
那些 点 x, 为 中 心 的 小 区 间 上 . 在 式 (1.6) 和 (1.7) 的 右边 出 现 的 
正 是 这 种 指数 积分 . 为 了 估计 这 种 指数 积分 ，van der Corput 证 
明了 下 面 的 基本 引 理 ， 这 是 他 估计 Weyl 指数 和 (A) 的 方法 的 基 
础 ， | 

引 理 1. 设 在 区 间 la, b) EF (x) 连续 , 且 |F (x) |2 r>0. 
BBRA 
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b 
| eiFo)dx<min(b—-a , r 1⁄2). (2) 


E: 不 妨 假定 下 (x) >r>0, 因为 若 不 然 ， 可 考虑 — F(x) .这 
BEF (x) 是 严格 递增 的 ， 在 区 间 [a, b] 上 至 多 有 一 个 点 c tE F (c) 
=0. 分 两 种 情形 来 讨论 : 

(1) 有 零点 c 的 情形 . BO 为 待定 正 常数 ， 


b c-ó . c+ó | b 
| erodx= | +| +| 
a a c— ò c+ó 
由 于 


F (x) --| F u)du< -r(c- x) <—r6<0,a<x<c-6, 


F (x) -| F (x)dx>ró>0, c+ó< x<b, 


故 由 引 理 1.3 得 


rô 


a c+ó 


có b 
| e't x< A+ ， | e if dx« + . 
ró + . | 
因而 有 
b  _ . 
| eiFG) Tx «< +ó , 
a ro 
取 56=r-'?, 由 此 即 得 式 (2) (注意 : 当 c-r <a 或 
ctr? >b hy, 结果 显然 也 成 立 ). 


(I 没有 零点 c 的 情形 . 设 ó 为 待定 正常 数 . 4 F (x) > 0 时 
有 
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F (x)=F (a+ | F'”(u)du>ró>0,a+ ó< x< b, 


故 由 引 理 1.3 得 


b a+ó b E | 1 
| ¿ax = | e FG) ax+ | eiT dx < ô+ -5 . 
a a at ` r 


x4F (x) <0 时 有 
5 5, 
F Xx)=F -| F’(uw)du<—ri<0,a<x<b-5, 
故 由 引 理 1.3 得 
b b-ö O nb 
| ¿ea = | eds | eiF Ody- +ô. 
， ， p-s rô 


这 样 ， 不 论 出 现 那 一 种 情形 ， 取 ó=r 2 即 得 式 (2). (注意 : 
X atr 2>b sk b—- r 2<a 时 ， 式 (2) 显然 也 成 立 ). | 

类 似 地 ， 利 用 引 理 1.4 容易 证 明 

引 理 2 设 在 区 间 [a,b] 上 HCx) 单调， H | HCx) |< M, 则 
在 引 理 1 的 条 件 下 有 C ` 


| H(x)e!F)dx< min(M(b-a), Mr+). (3) 


由 定理 1.5 和 引 理 1 就 可 得 到 关于 Weyl 指数 和 (A) 的 基本 估 
计 式 . 
定理 3 itb- a>1. 在 区 间 [a, 5] E 70) 连续 且 满 足 


0<4<If"O Is |< ; (4) 
那 末 有 
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E e(foD)<hb-aizr2 (9 


a<n<b 


其 中 < 常数 是 绝对 正常 数 . 
证 : 当 加 之 1 时 , 式 (5) 是 显然 估计 . MA kain <1. 显 


然 f Q) 满足 定理 1.5 的 条 件 ， 在 定理 1.5 hikn= — ,由 于 


2 (f(x)—vx)= F) 满足 引 理 1 的 条 件 ， 所 以 用 引 理 1 估计 
式 (1.6) (或 (1.7)) 的 右边 的 积分 后 ， 就 得 到 
> e(f(n))< (|a — B |+ 1)4; 7 +log(|x— B |+ 2) 
| e «lla- |+ 1); 7. 
HK, K I 
Cx) dx 


<hi, b-a), 
即 得 式 (5). 


$3. 基本 不 等 式 
定理 1 设 1 是 正 整 数 ，1< b- a, WA 


(b-a) +2 b-a 
J! v | 


ye f(n) |< 2 
a<n<b 
[一 | 
: |> > e(f(n+r) -f(n) 


P 《9 

”证 : 为 简单 起 见 ， 约 定 
e(f(m))=0， 当 nsa 或 n>b. 
在 这 约定 下 e(~-f(n) ) 表 示 复 数 取 共 轿 ， 而 不 是 倒数 .这样 就 有 


| > elf(n))= È e( f(n)) = È > e(f(m+n)) 


a<nsb I n=7 0 
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= 


= > 2 el(f (mtn)) 


m=1 a-—m<n<b-m 


= È, y e(f(m+m). 


a-I<n<b-1 m=1 


利用 Cauchy 不 等 式 得 


Z e(f@Q)) <@-a+D Í > 


a<n<b 


Y e(f(m+ m) 


m=1 


1 


a -I<n<b—-4 


由 于 


Eee) |= 


È p ‘elfl(mt+m)— f (m+n) 


= I+ 2Re Y. b e ( f(m+ n) — f(m '+n)), 


m=2 m =1 


所 以 有 
ye ( f()) | <l(b—-a +D2+2(b— a+ D) 


a<n<b 


a-I<n<b-1 m=2 m =} 


Ref > > Y e(f(m+ n) — fm AD}, 


利用 约定 (2) ， 得 到 
)) y e (f (m+n) — f(m ° + n) ) 


a-ISn<b-1 m=2 m =] 


= Y Ë) `` e( f(m+ n)— f(m’ + n)) 


m=2 m “=l n=- 7 © | 


-> > Š elfim=m’ +n -fn )) 


1 


+ J 


2 r=} WE 
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-X > > elfin’ +n) -fln’)) 


=Y (nD) Y e(/@' +r)-f@)), 


r=1 a <n <b-r 


由 以 上 两 式 推 得 


| 之 ， e(f(n)) | < <(b-a+l1) {o-ar n 


a<n< 


w. (1- +) > elfin oo ea (3) 

r=1 a<n <b—r 

由 此 就 证 明了 式 (1). u 
这 一 基本 不 等 式 的 意义 在 于 把 估计 指数 和 


` e(f@)) 


a<n< b 


转化 为 估计 指数 和 
> elJ (n)) , 


c<n< d 


J (x) =f(x+r)- f(x), 


7 为 参数 .由 微分 中 值 定理 知 ， 对 f(x) 的 大 次 导数 所 加 的 条 件 ， 
相当 于 对 J (x) 的 k 一 1 次 导数 所 加 的 条 件 . 这 样 ， 连 续 运 用 这 一 
基本 不 等 式 ， 就 可 转化 为 对 J (x) 的 二 次 导数 满足 一 定 条 件 时 的 
MAAARI E. 而 对 这 种 指数 和 定理 2. 3 已 经 直接 给 出 

一 个 估计 式 ， 这 就 是 van der Corput 估计 Weyl 指数 和 (A) 的 
方法 的 思想 

这 一 基本 不 等 式 是 属于 Weyl 的 ， 它 是 由 式 (3) 推出 的 . 而 
式 (3) 右边 实际 上 是 要 估计 一 个 二 重 指数 和 ， 这 就 导致 对 二 重 与 
多 重 指 数 和 的 研究 ， 这 是 极其 复杂 的 ， 这 里 不 加 讨论 ， 除 所 说 的 
文献 外 ， 还 可 参看 Kolesnik, Acta Arith. , 45( 1985), 
115 — 143. 


其 中 
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$4. Weyl 和 估计 
定理 1 设 整数 K> 2, 天 =241 再 设 b- a> 1, 在 区 间 [a.b] 
L, fO) 有 天 次 连续 导数 ， 且 满足 
0<1,< |f (x) [<h4,, | (1) 
那 未 ， 存 在 绝对 正常 数 A, 使 得 


D e ( f(n)) [<4 0*0- a) ACE 
+ (b-a) K ET), (2) 
证 : 不 妨 假 定 4>2. 当 
Sb 一 0 或 2,21 
时 ， 结 论 显然 成 立 ， 所 以 ， 可 假定 
(b—a)*x-d < ),<1 o 
用 归纳 法 来 证 ， 当 k=2 时 ， 由 定理 2、3 知 结论 成 立 假定 结论 
对 Kk 一 1( 之 2) 成立， 现 来 证 明 结论 对 上 亦 成 立 . W 1 为 待定 正 整 
数 ，[ 和 pp- a. 对 整数 1<r<i-1, 设 


J(x) =f(x+r) -fG), a<x<b-r. (3) 
由 条 件 (1) 及 微分 中 值 定理 知 : x 
O<rå, SIJ“? (x)I<h (rà), a<x<b-r. (4) 
这 样 ， 对 函数 J (x), a<sxxxsb-r, 由 归纳 假设 知 
E em) <A(h* (b= a-r) (rà) T? 


— S 


+ (b-a-r) x (rà p £ K-2) (5) 
注意 到 式 (3)， 由 式 (5) 及 式 (3.1) 得 到 : (注意 : k> 3) 
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> e(f(n)) 


a<n<b 


b—a | b-a | 
< 2 +2 — _ / 
AU l A 


l-1 4 — _ | 1- + 一 7 
b> (h* (b—a)(rà) © +(b—-a) “ (rap “2 )) . 


(6) 
HT k> 3, K> 4, 所 以 

-] _ 二 1 i 一 1 | 

Y rÉ < | u K-2 du<2l K-2 , 

r=] 0 

5 = < 1 asp 

r 
r=1 
”由 此 上 三 式 和 
| 和 1 

2 e( f(n)) <? ze +2 A (b-a)h K (l) 2(K-2) 
a<n<b 


+2 J34 (b-a) K a)’ _ (g) 


取 | x | 

l= [4,5], (8) 
由 假定 k23, (b-a) 444-D <4,<1 知 1<I<t b-a) $ 
<(b-a), 满足 定理 3.1 KZ. 因而 ， 由 式 (7) 及 


T Ca 
— A, < 和 4 ki 


推 得 
> e(f(n)) 


. a<n<b 


— 1 . 2. 
<2V7 (b-a) 265 +2/A4 h*(b-a) 


x AED 44 JF (b-a) 1. (9) 
取 4= 20, 就 由 此 推出 式 (2) 对 天 亦 成 立 . 证 毕 . 
作为 一 个 具体 应 用 ， 下 面 利用 定理 1 来 估计 所 谓 上 和 
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Y nit . | (10) 


f a<n<b 
定理 2 il<sa<b<2a,lt|>2, #% k>2, 以 及 
K=2 i .我 们 有 


i _— 
> nitaq 2K-2 || 全 +a K 2k-2 || 2K—2 . (11) 
a<n=<b 
“证: 在 定理 1 中 取 f(x) = —— logx, 则 有 
À= E <|f (x) |< 24, a< x<2a . (12) 
由 此 及 式 (2) 就 推出 所 要 的 结果 . 


我 们 来 对 估计 式 (11) 作 进 一 步 讨 论 . 容易 看 出 ， 为 使 估计 式 
(11) 是 有 效 估计 (不 计 << 常数 ) ;需要 满足 条 件 " 
E < agltl es À (13) 
在 应 用 中 1|t| 和 4a 是 固定 的 ， 问 题 是 要 去 确定 天 ,使 所 得 的 佑 计 
(11) 是 最 佳 的 .为 此 ， 设 l>2, L=2"', & 


Pt , (4) 
由 直接 验算 可 以 证 明 ( 留 给 读者 ) : 当 
ta 6 <a<st, (15) 


时 ， 在 定理 2 PR k=l, 所 得 到 的 估计 式 (11) 为 最 好 . 
此 外 ， 容 易 看 出 ， 当 a<<& 时 估计 式 (11) 右 边 的 第 二 项 比 第 
一 项 小 ,可 以 弃 去 ;而 当 a 之 时 可 弃 去 第 一 项 . 
和 定理 2 完全 一 样 可 以 证 明 
定理 3 ROSS 1 那 末 在 定理 2 的 条 件 下 有 
y (n+ 0)itaa  2K-2 jt]? +a K’? jp) IKT, 
a<nsgb (16) 
35. 反 转 公式 
在 更 强 的 条 件 下 ， 代 蔡 引 理 2.1 的 上 界 估 计 ， 我 们 可 以 得 到 


l 
1) 4 k=2 时 , 条 件 (13) Æ |t]? <a< oo. 
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- -— 人 
Spa AA aaa Q. a, 


指数 积分 (C) 的 渐 近 公式 ( 见 引 理 1). 因而 ， 代 替 定理 2.3 就 也 
可 以 得 到 Weyl 指数 和 (A) 的 渐 近 公式 ( 见 定理 2) ， 它 的 主 项 也 
是 一 个 Weyl 指数 和 ， 所 以 通常 称 它 为 Weyl 指数 和 的 反 转 公式 . 

引 理 1 REKE [a,b] 上 F(x) 四 次 连续 可 微 ， 且 存在 正 
数 4,,4,, 使 得 当 a<x<b 时 , 有 


0<A<|F”) <, W 
F(x) < 4, , | (2) 
FO(x) «A A= A, (3) 


再 设 存在 a< c<b ERF (c) =0. BKE 
[ervas (ee) IF"(O 1 
x +O AS) +Olmin(A; 3, AT, h |F a) 
+ O(min(473 ,477, hlF 4b) |-')), (4) 
其 中 当 F (x) >0 时 取 “+ "号 ， k F” (x) <0 时 取 “ 一 ”号 ， 
证 : 无 妨 一 般 , 可 假定 F”(x) <0. XPF F x) 是 递减 的 ,c 


EF (x) 的 唯一 的 零点 ， 先 讨论 a<c<b 的 情形 . 设 5 是 一 待定 
正 数 ， 满 足 


0<6<min(c—-a,b- o). 


我 们 有 


b c ó +ó b 
| ereax=| evedx+| piF © dx + | eiFG) dx , 
a a c= ó c+ó 
(5) 
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IPL St yK it Eg L" r 


hal 1.3 x 

| b ü c+6 | 

| eiF WAx «IF (c+ ot = -| F (x) dx 
+ó c | 


c 


T <(61) 
(6) 


同样 可 得 


ë I ¿eee a` . (7) 


i 下 面 来 讨论 式 (5) 右边 第 二 个 积分 由 下 《ce) -0 及 Taylor 
公式 知 ,存在 6, Il< 1, 使 得 当 |y|<5 时 有 = 


Foto PO+ TyFAO+ EPFO 


+ =y yF” (e + 0y). 


由 此 及 条 件 (3) ,得 到 - 


c+ó ó 
| erodr=| ep Fory X pO + z F “ec) . 
e= ó _ ó 


+0 ao) 


-erof api Ear F va + > F Po]ja 
一 5 


toa). (8) 


现 来 计算 上 式 右 边 的 积分 . HH e* BJ) 3 BURR R: 该 积分 
等 于 f 
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J ep( 这 F 有 二 (> F'O Jay (9) 


_ ó iy? . | | iy? p ) | 
J| exp ( z F (9 ) Ë br | ç F (c) dy. 
由 引 理 2 .1 知 ， 对 任意 正 数 4, 有 
Š i 2 A 2 
| exp (2 F (o)a= | exp( 2 FXO ]dy+ O(a 27’), 
0 0 (10) 
其 中 O 常数 和 4 X. 由 此 及 熟知 积分 


iF (e) 2 — V2 _ : 2). 
| exp (到 9 y J dy= VIFOF | exp(— iu2) du 


= oyan _ e +, (11) 
2VIF (0o)| 
即 得 
[62 Fojd- == e t+ OSAN’. (12) 


为 了 估计 式 (9) 右 边 其 它 名 项 积分 , 令 y=v, 并 应 用 引 理 1.4 得 到 
| exp (Zro)? Tr (2r "(O ) dy 
Le _1 (im YU (F'O Yasa 

=7 È, (2m)! ( 6 J | ao( 2 中 ? dy 


1 F" ) 2m gemi 
<È (2m)! | Ç | IF (c)| 
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38 24 X IL df rv m 


oo rw 2m 
«(64) 之 Em ao. 2 (13) 


< (óA, 'exp(ó3|F (0)|) «(64,) 'exp(có34,). 


其 中 c 为 一 正常 数 ， 综 合 以 上 结果 得 到 


nb | 
J eiF dx= | FO g 4 FO O((6¿,) 1) + O(ó°4 ) 


+0 (54,)-!exp (c 68,)). (14) 

现 取 
5= 2172, (15) 

当 条 件 
À, + <min(c-a,b-c) (16) 


成 立时 ， 由 式 (14) 就 推出 式 (4) 成 立 ( 且 没有 最 后 两 个 大 O 项 ). 
如 果 条 件 (16) 不 成 立 ， 那 末 不 等 式 
a<c<a+ 1 (17) 
及 _ 1 
b—å,? <c<b | (18) 


至 少 有 一 个 成 立 0， 对 可 能 出 现 的 各 种 情形 的 讨论 是 相同 的 . 先 
假定 式 (18) 成 立 而 式 (17) 不 成 立 ， 则 


a<c—6, b<c+ó, (19) 
这 里 5 仍 取 4 了 . 这样 就 有 


b c= ó | b 
| erodx= | eredx+ | edx. (20) 
a c- ó 


a 


1) 这 时 包括 了 c=a R c= b 的 情形 . 
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7 te 


和 式 (8) 的 推导 一 样 ， 可 得 到 


b b~e ` 2 | " 
| ex = ee exp |: (¥ F (o + +F Me) )} dy 
e= ó @ l E 


-6 


+ O(ó¿ | 
5 | ,2 3 
seref exp u. F (c) + 2 F (o) Jlo 
-5 | i _ | 
+1+ 0 (84), _ (21) 


iF (c Y _ iF (c) l. iy? 7) 3n 
x -exe "i ( s )| om 人 > F (0 )y dy. 
| (22) 
由 引 理 1. 3 可 得 


| ‘exp (2 F o) dy<|F (c) | -(b- 0)! 
b-c . 


«arbo =ar! Eib E Lo Iro 
<h|F (b)|"'. 
而 由 引 理 2.1 可 得 


. ó . 2 f 
| exp (+ F o) dy Àz T, 
b-e 


因而 有 


| ep (2 F o) dy« min (ó, 4 + „h| F b) |"). (23) 


b-c 


再 由 引 理 1.3 可 得 : X n1, 一 致 地 有 
ó . 2 
| ep ( 2 OL a . (24) 
b~e 


从 式 (22) , (23) K (24) 得 


OF (e) |" 


I «min (人 (b) 站 + (óA,) ~! 二 ç 
n=1 : 


«min(6, À; 7 ,天 | 下 (b) 1) + (62A,) lexp(có2A;) . (25) 


综合 式 (20) ，(7) , ( 21), (25) 及 上 面 对 式 (21) 右边 第 一 个 积分 
的 讨论 ， 就 推出 式 (4) 也 成 立 ( 且 第 二 个 大 O 项 不 出 现 ). 

同样 可 证 式 (17) 成 立 而 式 (18) 不 成 立时 ， 式 (4) 也 成 立 ( 这 
时 式 (4) 中 的 第 三 个 大 O 项 不 出 现 ); 以 及 式 (17) ，(18) 都 成 立 
时 , 式 (4) 也 成 立 . 引 理 证 毕 . 

有 了 引 理 1 就 可 以 证 明 下 面 的 反 转 公式 . 

定理 2 设 在 区 间 [ a, b] E, F(x) =2zf 0 满足 引 理 1 的 条 
件 ， 且 f x) 是 递减 的 . 再 设 f (a) = B, f (b) = x, 以 及 对 满足 条 
件 a<v< B 的 整 变 数 y 定 义 fx ,) = v. BR, RTA 


T elf) =ef- +) > > ASSE e (f(x ,)— vx,) 


a<nsgb 


+07) +0h(b-a)43 )+ OChlog(h(b— a) st 2)). (26) 


证 : x 由 定理 1.5 的 式 (6) ( 取 1 一 Jaa 


， | 
> e(f(n)= > POR: 
a<n<b a- 7 << p+ > 
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+ O(log (8— z+ 2)) 


= > | e ( f(x) — vx)dx 


x 十 1<v 近 有 一 ! a 


+0(437 )+0 (log(p- a+2)), (27) 
最 后 一 步 用 到 了 3 引 理 2.1. 由 引 理 1 知 


| e (f(x) — vx) dx 


a+i<y<f-i 


-o( -至 ) Y | 广 (x) -7 e (f(x,) ~ vx,) 
ati<r<f-l 


+0| > 17143 J 


+I<y<vy-1 


+o [h ` (=a) g= ) 


a+i<y<f-i 


-e(- 5 ) 和 2, |f (x) |” Te( f(x,)— vx,) +0077) 


+ O((B— a) 4;! À s )+ O(hlog(B—a+2)). (28) 
注意 到 1- a= fa) -— f b)< hi, (b-a), AR27) 及 (28) 就 扒 
出 式 (26) . 
对 于 f (x) 是 递增 的 情形 ， 不 难得 到 相应 的 结果 : 
y e(f(n)) =e (+) y 
a<ns<b B<v<= 


-=i 


¿(f(x )— vx) 


f “(x,) 


+ O(A;1⁄2)+ O(h(b— a) 1⁄2) 
+ O(hlog((b— a)4,+ 2)) . (29) 
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$ 6、 指数 对 理论 


利用 定理 3.1 或 定理 5.2, 都 可 以 把 一 个 给 定 的 指数 和 的 上 
界 估 计 转 化 为 男 一 个 指数 和 的 上 界 估计 ， 定理 3.1 不 需要 对 f(x) 
”加 上 任何 条 件 ， 是 普遍 适用 的 . 定理 5.2 虽然 对 了 (x) 加 上 了 很 强 
的 条 件 ， 但 在 许多 重要 应 用 中 ， 这 些 条 件 都 是 满足 的 . 现在 的 问 
题 是 如 何 具体 结合 这 两 者 来 得 到 一 个 尽 可 能 好 的 上 界 估计 ， 这 就 
是 本 节 要 讨论 的 内 容 . 

在 本 节 中 ， 讨 论 这 样 的 指数 和 | . 

S= Y elf(n), 1<d<a， (1) 


a<n<sa+td 


其 中 f(x) 至 少 在 区 间 [a, 2a] 上 5 次 连续 可 微 ， 并 满足 条 件 ” 


Ma «if? x) «åa, j=1,2,3,4, (2) 
a> ， (3) 
如 果 存 在 一 对 非 负 实数 (x, å): 
| 0<x < <4<1 ， (4) 
使 得 有 估计 式 
SKAra’” (5) 


RZ, IK, (x, 4) 就 称 为 是 一 个 指数 对 . 这 里 的 < 常数 是 仅 和 
条 件 (2) 中 的 < 常数 有 关 . 

容易 证 明 以 下 的 结论 

引 理 1(a) (0, 1) 是 指数 对 ; (b) 指数 对 构成 一 个 凸 集 合 ，; 
(c) (1/2 ,12 ) 是 指数 对 . 

证 : (a) 是 显然 的 现 来 证 (b). 设 (x ,人 ),，(x “4 ) 是 两 

个 指数 对 ， 那 末 对 任意 的 0<t< 1, 有 | 

| S=S:!'S!"ta (Atai) (A5 a?) Y! 

1) 本 节 内 容 主要 取材 于 [17, $ 2,3]. 最 近 进 展 见 Kolesnik, Acta Arith， 


45 (1985), 115— 143. 
2) 对 j=4 仅 要 求 上 界 估计 成 立 . 
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-—— nanam iP HL rn a he —— 二 


=r N-e) a uta (I-t) | (6) 
所 以 ， 对 任意 的 0<t<1， | | 
(xt+x (1-t), At+4 (1— 0) (7) 


也 是 指数 对 ， 这 就 证 明了 (b). 
当 条 件 (2) (对 i < 2) 和 (3) 满 足 时 ， 由 定理 2. 3 推出 : 


S «alà a UT+ (a 1 > < 1: a+, (8) 
这 就 证 明了 (e) 

由 引 理 1 立即 看 出 ， 由 指数 对 (0,1) X (1⁄2 .12) 出 发 ,反复 利 
用 式 (7) 所 得 到 的 所 有 数 对 都 是 指数 对 。 我 们 把 由 这 样 构成 的 所 
有 数 对 组 成 的 集合 记 作 史 . 

下 面 的 引 理 是 从 一 个 给 定 的 指数 对 出 发 ,利用 定理 3.1 来 得 到 
新 的 指数 对 

引 理 2 BG DERYA RK”, 

(K ', A =r (Q g+ 2), + +4Ck+2)-0 (9) 
也 是 指数 对 . 
证 : 首先 由 假定 (4) 可 看 出 - 


O<x <5 <4’ <l. 
设 1 是 待定 正 整 数 ， 由 定理 3.1 可 得 2 
saarta Y| E e(f@+n-fe)FP. Q) 
对 固定 的 A 设 
g, (n) =g (n) =f(n+ r) — f(n) . (11) 


我 们 有 
g(x) =rf 9 (x+8r), j20,|0|<1. 


FAHR, 4a<sxsatd-r,1<d<a 时 有 


1) 这 里 , 条 件 (2) 仅 要 对 1<j<3 È. 
2) 当 |< d 时， 由 定理 3.1 知 式 (10) 成 立 ， 当 1 > 4 时， 由 于 加 了 六 一 项 ， 式 (10) 
显然 成 立 . 
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rÀ, ai<g')(x)< råa”, Í 7>0 (12) 
WRA, Sa T, 由 (1/2， 1/2) 是 指数 对 及 22 可 得 


. f 


o 
2 Tik+2 a 2+2 


1 
£ — 
sta 2 一 人 4， a?+* 


| «a? 4, Ta igana? o | o (13) 
所 以 引 理 成 立 ， 因 此 可 假定 4>at. ite 是 某 一 一 正常 数 当 


r<cahi! 时 ,由 式 (12) (j= 2) 及 定理 2 3( 因 41>a7， 所 以 式 
(2.5) 右边 的 第 一 项 可 不 要 ) 知 | 


al > 


 r<ca2rl 


> g, (n) 


la<n<ard—=r | ... 


-二 
«al b Crha -3) 2 


-0 Fr <caiT' 


1 
< al 2 > r L&a l ; 


站 昌吉 AMATAR AT 对 其 余 的 + 利用 (x, 2) 
是 指数 对 及 式 (12) 得 到 ” 


》 g, n) 


a' > | xal y (rÀ, a 1)". a’ 
| calilg r <l—1 a<n<atd-r. r<l-1 j 
kara] l 

把 以 上 两 式 代 人 式 (10) 得 到 | 

S ka i+2a F+. (14) 
现 取 

[= [a'- a+T Ar] . (15) 
如 果 这 样 取 的 1 满足 [> 1, 那 未 就 得 到 

S PSG at HADT ah . (16) 

再 注意 到 由 式 (4) 可 得 


TDA OPRA a 在 这 里 应 取 为 c-!rhia-! 和 a, 由 这 里 对 r 的 限制 知 ， 
c'r !>1, 所 以 条 件 (3) 满 足 . 


.405. 


A - 24 
> 
K+ 1 22 K+ 1 


由 此 及 为 > -5 知 , 式 (16) 右边 第 二 项 可 略 去 ， 即 有 
ga 
这 就 证 明了 所 要 的 结果 . 如果 这 样 取 的 1= 0, 那 末 一 定 有 - 


å À 
0<a!- K+I Ài K+1 <ł, 


1+ 


; 


即 
ATT a!t— A > a° 
所 以 式 (17) 显然 成 立 . 引 理 证 毕 . 
我 们 把 由 指数 对 集合 @B 出 发 ， 反复 利用 凸 性 ( 即 式 (7)) 及 
引 理 2 所 得 到 的 所 有 指数 对 组 成 的 集合 记 作 号 ,我们 来 证 明 : 当 
(K, AEL 时 ,一 定 有 | 


3 | 
K+ 24 之 > `: (18) 


因为 具有 性 质 (18) 的 两 个 指数 对 经 过 凸 性 ( 即 式 (7) ) 构成 的 
新 的 指数 对 显然 仍 保持 式 (18) 成 立 ， 所 以 属于 @z, ,及 由 他 中 的 
指数 对 经 凸 性 而 得 的 指数 对 都 有 式 (18) 成 立 ; 而 对 由 引 理 2 得 到 
的 指数 对 (x a), ROE 


py 1 1 
K EU F 2 [+ 2 ` +2 ) 
K 十 24 1 K+] 
2K 十 2 7 2K 十 2 
所 以 式 (19) 成 立 ， 这 里 仅 用 到 了 条 件 (4) PH A 
”下 面 我 们 利用 定理 5.2 来 构造 新 的 指数 对 . 
引 理 3 设 (x, 4) 是 指数 对 ， 且 满足 条 件 (18) ， 那 末 


=1+ 


V 
bl 


(K 4)=(4- 地 ,n+ 地) (19) 
也 是 指数 对 . 
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iz: 由 式 (4) 知 , REOS x'< — S 1 < 1 显然 满足 我们 
不 妨 假 定 f (x) <0. 在 定理 5.2 中 取 b=at+d,4,=hia-!， 
43=41a-7. 由 条 件 (2) (对 j<3, 及 j=4 时 的 上 办 ) 知 ， 引 理 5.1 
中 的 条 件 (5.1) 一 (5.3) 满 足 ， 所 以 由 式 (5.26) 得 到 
s=e(- + J y If œ) Yel f(x) — vx.) 


e<v <É 


L 
3 


l 1 
+O TaT) +0log(,+2))+0(47 a 


(20) 
下 面 来 估计 上 式 右 边 的 和 式 ， 记 为 9 . 设 
g(v) = f(x ,)— vx,, (21) 
则 | | 
S, = 2 1 G| “7 el(g(v)). (22) 
设 x=h(y) 是 函数 y= 了 (x) 的 反 函 数 ， 这 样 就 有 | 
x JO =f) yh agyspB. (23) 


我 们 来 计算 g(y) 的 各 阶 导数 . 
g (y) =f (h(y))h (y) — h(y) -yh (y) = —h(y) ， 


jy) dx _ _ a) | 
g'o=-h 0) =- 学 = [i ey 


=— (f hD. 


x= h (y) 


由 此 知 | 
gqg (yf (h(y))=g (y) f (— g (y)) = - 1. 


进而 有 
g (y) f (h(y)) + g (y)f (h(y) (f (h(y))''=0, 
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g (y) = f (h(y)) (f (h(y))) `. 


Ha<h(y) <2a 及 条 件 (2) (对 1< j < 3) ， 从 上 面 讨论 知 
aliglg’ (y) «aii, j=1,2,3. (24) 


利用 Leibniz 微分 公式 可 相继 求 出 g (y) 的 各 阶 导数 . 利用 条 件 (2) 
对 j= 4 时 的 上 界 们 计 ， 可 得 


gP) «al. (25) 


利用 分 部 求 和 ，(k, 4) 是 指数 对 ， 以 及 条 件 (2)， 式 (24)， (25), 
我 们 就 得 到 

(26) 
由 此 及 式 (20) 就 推出 (注意 条 件 (3) ) 


r L 
S< 2" a’ + 15 aÉ. (27) 


注意 到 4 之  MUER K > 十 ,从 上 式 就 推出 结论 成 立 .如 果 
K < s: , IK, | | 
(i) 当 a> 1-3 Wa - "1! 
时 ,有 
| “1 二 -kg j, .' 
aTa? =l asr " <a, 
Gi) 当 
a< 3e )(34 一 D- 


时 ， 利 用 条 件 +A > 1 得 到 


_ 1 -3x 0-14 )G2 -1)-! 
i—A <a à, K ， 


S<a=aa 
<ia’, 
所 以 结论 也 都 成 立 . 引 理 证 毕 . 
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综合 以 上 引 理 就 得 到 | 
”定理 4 设 .xy. 绍 ,8,(0<t<1) 是 如 下 的 关于 实数 对 的 变 
换 


A (0) = (et D7, 二 + 1 (2K 十 2 -小 (28) 


BDG- Ett), (29) 


8 (CA), K, 2))=Ga+ x (A-t), it+ 4 (-t)) . (30) 


再 设 8 是 由 这 样 的 实数 对 (x, 4 组 成 的 集合 : (0,1)e2£, H(0,1) 


经 过 有 限 次 变换 (28) ，(29) ， 和 (30) 所 得 到 的 所 有 实数 对 .这 样 ， 
当 条 件 (2)，(3) 成 立时 , g 中 的 每 一 个 实数 对 (k, A) 都 是 指数 对 ， 


即 满足 条 件 (4) HAAG RE. 

指数 对 理论 从 van der Corput 和 E. Phillips 开始 研究 ， 至 今 
已 有 60 多 年 ,但 除了 集合 8 外 ,还 未 找到 其它 的 指数 对 ， 一 些 党 
用 的 指数 对 是 o 


[tt + 
2((0.D)-( 士 ， ). 
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在 实际 应 用 中 ， 常 常 由 于 情形 复杂 而 看 不 清 如 何 用 一 种 最 优 
的 方法 一 一 即使 某 个 函数 F(k, 4) 取 极 小 去 选取 指数 对 、 
对 一 般 的 FF, 这 一 问题 至 今 未 解决 ， 但 对 于 F(x,y) =x+y,R.A. 
Rankin 解决 了 这 一 问题 . 他 证 明了 :; 车 设 a=0.3290213568…， 
则 对 任意 小 的 正 数 €, 


TNE ate, $ + > ate) 
是 所 有 (k, Aeg 中 使 k++ 4 为 最 小 的 (在 精确 到 s 的 意义 下 ) 指 


数 对 。 上 面 列 出 的 十 对 指数 对 恰好 依次 接近 这 一 指数 对 . 


习 题 


1. 利用 定理 2,3.1 直接 证 明 式 (1.15), (1.16). 
2. 如 何 利用 定理 2.3.1 证 明定 理 1.5 和 1.6. 
3. 2 1<a<a <2a,x>0. EBR: 
$ elxn') < (xa) 2 +a?x! . 


a<n<a 
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4. 2b> a 均 为 整数 ， 直 接 利用 
> e(f@)) 


a<n=s< 


证 明 : (a) 车 0<4< f) (x) Sh); a< x< b WA 


b-a- 
bat2Re $ Y elfín+r)-fin), 


7 一 1 a<nsb—r 


Y e(f(n)) 


a<n<b 
(b) 比较 (a) 和 定理 4.1 (k=3) 所 得 的 结果 ， 指 出 在 何 种 情形 下 结果 (a) 
好 , 何 种 情形 下 结果 (a) 差 ， 
(c) 利用 (a) 推 出 一 个 类 似 于 定理 4.1 的 一 般 估 计 . 

5. 当 式 (4.15) 成 立时 ， 在 定理 4.2 中 上 必须 满足 什么 条 件 时 ， 估 计 式 (4.11) 

才 是 非 显 然 估 计 ， 进 而 证 明 ， 取 k=1 时 这 估计 是 最 优 的 . 
6. 写 出 定理 4.3 的 证 明 . 
7. 设 1g<a<b<2a,r>0. 证 明 : 


b 
| exp (ixis $ J= Szr ei 4 
+00+A(J4 +1A-r) '!+BG/Bp +IB-r|) '). 
如 果 直 接 用 引 理 5.1 能 得 到 怎样 的 结果 ， 并 比较 之 . 
8. 当 f 《x) 递 增 时 ， 定 理 5.2 应 作 如 何 改变 . 


9. 设 下 (x) 是 区 间 [a b] 上 的 三 次 连续 可 微 函数 ,满足 条 件 (5.1)，(5.2)， 
H#a<c<bfë F (c) =0. 证 明 : 


< (b— a)! 2 + h?! b-a) +1;í 1⁄4(b— a)1⁄4 , 


b 
| ea n | FA eil nAtR D + O (1341 1⁄5) 
+O (min ((4243) 15,171. h| F a’) 


+O (min ((4,43) !5, 471 hI F ®©), 
其 中 下 x) >0 时 取 “+ "E, F(x) <0 时 取 “ 一 ”号 ,由 此 推出 相应 


于 定理 5.2 的 结果 . 
10. 证 明 : (a) 》 nit<< at (b) 2 nial tE ( 利 
a<n<2a a<n<2a 


用 定理 3.1 HR =la t! , 定理 5.2, 最 后 用 定理 4.1). 
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第 二 十 二 章 Weyl 指 数 和 估计 (二 ) 
(BnxnHorpanos 方法 ) 


1934 年 H.M. BnHorpanos 提 出 了 估计 Weyl 和 
(21.A) 的 一 种 新 方法 ， 华 罗 庚 指出 他 的 方法 的 关键 在 于 佑 计 形 
如 式 (1.1) 的 指数 和 均值 ， 从 指数 和 的 均值 估计 来 得 到 单个 指 
数 和 估计 .这 种 均值 估计 ( 见 定 理 1.4) 通 第 称 为 
BaHorpaaoB- 华 均值 定理 . 这 一 方法 被 成 功 地 应 用 于 W aring 
问题 (第 二 十 六 章 ) 和 函数 非 零 区 域 (第 十 章 ) ,得 到 了 这 方面 
至 今 最 好 的 结果 . 有 关 这 方面 的 历史 资料 和 知识 可 参看 [14], 
[17],[18, 第 一 ,二 版 ],[23],[33],[34],[35] ,以 及 Kapany0a 
的 介绍 性 文章 MeTon TpunronHoMeTpuyuecknx CyMM H. 
M. Bunorpa moB(TpyapPl Marem HHcT. CTekTIOB , 163 
(1984), 97— 103). 这 一 方法 已 被 推广 到 多 维 情形 ， 


$1. 指数 和 的 均值 估计 
t k,n, PEERS., ， 指 数 和 的 均值 


I 1 
J” (P)= | -| | y e(w x"+ +a, x)| da da,. (1) 
0 0 


I<x<P 


均值 JO (P) 有 明显 的 算术 意义 . 一 般 说 来 ， 设 4， n 是 整 
数 ， 不 难看 出 积分 


l 
Jp Paad || | > e (a x"+... + a x)|?* 
Ü 


I<x< P 


ella, t eeta A, )) de. da, (2) 


1) 参 看 Apxnunos,Kapauy6a dy6pankoBs,Teopua KpaTHhx Tpurono 
MeTbHqecKkHXx CyMM, Hayka , 1987. 
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的 值 就 等 于 下 述 不 定 方程 组 的 解数 ， 


| )) (x!— y!) 二 i， [=1,.…,n,， 
r=1 


(3) 
I<x <P, 1<y,<P, r=1,.…,k. 
特别 地 有 
J® (P =J® (P;0,.… ,0). (4) 


利用 积分 和 不 定 方程 的 简单 性 质 ， 立 即 可 以 推出 积分 (2) ， 
即 不 定 方程 组 (3) 的 解 数 有 以 下 性 质 : 

(a) J 中 (Pp;41,… AD Z0, JP (P) > 已 .前 者 由 不 定 方程 
组 的 解数 必 为 非 负 推出 ， 后 者 因为 满足 1<x,=y, <PH x,y, 
一 定 是 方程 组 (3) (4,=…=4,=0) 的 解 | 

(b) JP (p; 4,,… ,4,) 是 忆 的 递增 函数 . 这 是 因为 变数 的 
取 值 范围 扩大 ， 不 定 方程 组 的 解数 必 不 碱 少 

(JJ) (PA, AD SJP (P. 这 可 由 对 积分 (2 中 的 被 
积 函 数 取 绝对 入 推 出 . 

(d) JP (P; 41,… ,4,) >0 , 即 不 定 方程 组 (3) 有 解 的 必要 
条 件 是 ]|4, l< (Pr D. l=1, ,nt. 这 由 不 定 方程 组 (3) 的 
变数 的 取 值 范围 推出 . 

() È JP (Pihi ADP 这 里 求 和 号 表示 对 A, 
… ,4, 所 有 的 取 值 求 和 人 (由 性 质 (d) 知 这 是 一 个 有 限 和 ) . 这 是 因 
为 对 不 同 的 两 组 值 ( 4， ,… ,4,) , (A... ,4，)， 分 别 对 应 于 它们 
的 任意 两 组 解 (Xi Xei Yi ot Yk) X1 Xk V1 Ya) 
一 定 不 相同 ， 所 以 该 和 式 就 等 于 变数 xi ，… Yio ,yr 取 
所 有 可 能 取 的 值 而 得 到 的 数组 (x, ,… Ix ly, y |) 的 个 数 ， 
即 p2k . . 

(p J) (P) > (2k) PT", ht (e),(d) ,(e) 可 得 
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a .ip aa Rr alent te 
人 ite fi 


P** = > JP (P;A4,,... sAn) <JP(P) [| 2 kp) 
Iailgk (p l-1) I=1 
{=1,.. ,n 


(2k) "Pi"0+) J™ (p), 


这 就 推出 所 要 的 结论 . 
(g) Z 4 为 整数 . 那 末 不 定 方程 组 (3) (1, =... = ,,=0) 的 
解数 等 于 不 定 方 程 组 
ed 0, l=1,--,n, 
| r=l (5) 
ITASX<P+A,I+A<Sy.S<P+A,r=1-. k 


的 解数 . 这 只 要 作 变 数 兰 换 区 = x +A, J, =y, +A, r=l,- 
k, 即 可 看 出 ,由 此 立即 推出 ; 对 任意 整数 4 有 


JP (P) -|- Í | È e(z,x"+...-+ mx) dai. da, . (6) 


0 I+A<Sx<P+A 
我 们 将 按照 以 下 的 途径 来 估计 均值 JP 的 上 界 . 设 素数 
p>n22, kèn. 以 JP (P ,p) 表示 不 定 方 程 组 (3) 
(=…=4,=0) 的 所 有 这 样 的 解 的 个 数 : x ,… ,x， 中 至少 有 
n 个 数 对 模 p 两 两 不 同 余 ,y, ,… ,yx 中 也 至 少 有 n 个 数 对 模 p 
两 两 不 同 余 . 进而 设 
JP (P)=J® (P,p) + J®,(P,p). (7) 


显然 ， JPOP, p 是 不 定 方程 组 (3) (41=…=4,=0) 的 所 有 
这 样 的 解 的 个 数 : 在 数组 x, x Myo y 中 ， 至 少 有 一 个 
数组 ,其 中 至 多 有 n 一 1 个 数 对 模 p 两 两 不 同 余 . 然 后 分 别 估 计 
J, (Pp 和 J 中 (P,p) ,把 它们 都 归结 为 估计 J (I Pp]+1) . 
这 样 ， 由 式 (7) 就 得 到 了 均值 JP (D 的 一 个 递 推 估计 式 ,由 此 
就 得 到 均值 JO (P) BÓ Em 483. 

为 了 估计 J® (P,p), 我 们 先 证 明 下 述 引 理 . 
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引 理 1 设 n,m 是 正 整数 , 素数 p>n ,以 及 hish, A 
为 整数 .再 设 T 是 同 余 方程 组 


y` x! = h (modp'), I=1,2,...,n, (8) 
r=] 
满足 条 件 
x, x, (mod p), rr ， = (9) 
1+A<x,Smp'+A, r=1,.…,n, (10) 
的 解数 ， 那 末 | 
T<n!m'p Ino-D. (11) ` 


证 : 首先 证 明 ， 可 以 假定 4=0 . 容易 看 出 ， 通 过 同 余 关 
系 
y,= x,(mod mp"), r=1,.…,n, 
可 使 得 在 满足 条 件 (9) 和 (10) 的 数组 (x, ,…,x,) 与 满足 条 件 
y,- y, (mod p) M rr > 
1<y,<mp", r=1,-n 
的 数组 O ,… ,y, ) 之 间 建 立 了 一 个 一 一 对 应 关系 . 同时 ， 若 
(xi, Xn) 满足 方程 组 (8) ， 那 未 它 所 对 应 的 (y|,… ,y,) 也 
满足 方程 组 (8) ， 且 反 过 来 也 对 . 这 就 证 明了 可 假定 4=0 . 
其 次 ， 满 足 式 (10) (A=0) 的 每 一 x, 可 唯一 地 胡 为 
Xx,=2,+1,p", (12) 
[<z,<p", Ogl,gm-1. (13) 
这 样 一 来 ， 若 xorrox, 满足 式 ( 8 ) MR), IR, € fi Xt 
应 的 Zie ,Z 也 满足 式 (8) 和 和 式 (9). mH, F Zis ° 56 Zn 满 
REN (8) 和 式 (9) ， 那 末 ， 对 任意 的 满足 条 件 (13) W, 由 式 
(12) 所 确定 的 相应 的 数组 x, ,…，,x， 都 满足 式 (8) ,(9) AR 
(10) (4=0) ， 且 这 种 数组 x, ,…,x, 共有 m 个 . AE, £ 
设 V 是 满足 式 (8) , (9) 和 式 (10) (A=0., m= 1) 的 解数 ， 则 


T=m"V . (14) 
.415 


下 面 来 估计 V. AF BERAG g), 以 Q (办 表示 
满足 下 述 同 余 方程 组 的 解数 : 


y z = di (mod p"), l=1,...,n,， (15) 


z Æz (mod p) ; rr, (16) 
l< z, <p", r=1, n. (17) 
容易 看 出 ， 
V=} 00, (18) 
这 里 求 和 号 是 表示 对 所 有 满足 下 述 条 件 的 数组 g 求 和 : 
g= h, (mod p!) ° F=l,..n, (19) 
[<g <p", I=1,- n. (20) 


对 每 一 个 固定 的 1, 满足 式 (19) 和 (20) 的 g, 的 个 数 显然 是 
po . 所 以 满足 式 (19) 和 (20) 的 整数 组 g 的 解数 为 


pl. p... p'ap", (21) 
因此 有 | 
V<p? n (n- 1) max 0 (g) . (22) 


这 样 ， 对 了 的 信 计 就 归结 为 估计 O). 我 们 来 证 明 : 对 任 


意 的 TUE 
EN g 0 @)<n!. (23) 


车 同 余 方程 组 (15) ,(16 ) ,(17) 无 解 ， 则 式 (23) 当然 成 立 . 
EAN ” 设 Z1 ，… , z 是 其 一 组 解 ,并 令 

FG) =[[| u- z9. © (24) 

再 设 zooo Z, 是 满足 同 余 方程 组 (15) , (16) ,(17) 的 任意 一 


组 解 . 注意 到 p >n ,由 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 ， 以 及 初等 对 
称 多 项 式 的 性 质 ， 可 推出 
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II (u— z,)= F(u) (mod p”), (25) 
因此 ， 对 任 一 z. (1<s<n), VA 
F(z) =J] (z — z9 = 0(modp”). 


由 条 件 (16) 知 ， 一 定 有 且 仅 有 一 个 r=r (s) ,使 得 
z?= z (modp"). 

由 此 及 条 件 (17) 知 z0= z,. 这 就 证 明了 同 余 方程 组 (15) , 
(16) ,(17) 的 任 一 解 必 是 z?,…, z? 的 一 个 重新 排列 ， 且 反 过 
来 也 对 . 由 条 件 (16) 知 ,这 种 排列 数 为 n!1 ， 即 Q (g) =n! . FE 
以 式 (23) ERZ. 由 式 (14) , (22) 和 (23) 就 证 明了 式 (11). 

现在 来 估计 J (P,p) ， 

引 理 2 设 素数 p>1z2 ,k>n .再 设 m 是 使 mp"> PRY 
的 最 小 整数 . 那 末 有 


J@)(P,p)< (C3) ?n!m" pt Tes PJP, (| |+ J) 


(26) 
证 : 对 不 定 方程 组 (3) 作 整 数 变量 替换 

X=utpw,, ll<u,sp, ll<utpw,<P,r=1,...,k, 

WO „> ISV, <S p, 1<v,+pz,<P, r=1 ses k, 

(27) 

在 所 讨论 的 变量 变化 范围 内 ,这 种 变换 是 一 一 对 应 . 这 样 ,不 定 方 

程 组 (3) (4,=…=4=0) 的 解数 J. (P) WSST Fa AE y E 
组 《有 4k 个 变量 ) 的 解数 : 


Zz 上 
> { Cu, +pw,) '— (v,+tpz,)'}=0 =l, n, 


r=1 


IS<Su<p, 1<u,+tpw,<P,r=1,-,k, (28) 
-k 


l<v <p, I <v,tpz, <P, r=l,. 5 * 


.417 - 


由 JP) (P,p) 的 定义 知 ， 它 就 等 于 方程 组 (28) 的 所 有 这 样 的 解 
的 个 数 : ut 及 v1，…, b, PREDA n 个 不 相等 的 数 . 
以 人 了 ,， 记 方程 组 (28) 的 所 有 这 样 的 解 的 个 数 : uou, 两 两 
不 等 ,v1 ,…,v, 也 两 两 不 等 .容易 着 出 


JO (P,p) < (CT,. (29) 


对 固定 的 u ,1<u<xp, 设 
S(u)= 2 e(w,(u+pw)"'+... +a (utpw)). (30) 


那 末 就 有 
-ff | y . D S (u) -S (un) | 
9 ulus ras 
| > Su) da, da. (31) 


H Hölder 不 等 式 得 
T <p” P ff | 之 ... > S(u,) 


urus, rs 


S(u,) PIS (Cu) P n da -dan . (32) 


上 式 右 边 的 多 重 积 分 (以 u 为 参数 ,1 入 4 入 Dp) 是 下 述 不定 方 程 组 
(以 为 参数 ，1<x< 和 Pp) 的 解数 : 


> {(u,+ pw) — (u,+ pz)! 1+ > [(u+pw) 


— (ut+pz) i}=0 ,1=1,.…,n 
1<u<p, 1<u,t+pw,<P, u, 两 两 不 等 ,r=1 ,nn , (33) 
1<v,<p, l<u+pz < P , v 两 两 不 等 ,r=1,…,n 
Igutpw,<P,1<utpz,<P,r=nt+1,...,k. 
利用 二 项 展开 ， 容 易 直 接 验 证 方程 组 (33) 和 下 述 方程 组 有 相同 
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——— — a um sati a T EE E E TEPEE 


的 解 : 
| 2 [(u,- utpw)!—(o—utpz)!) 


, x 
+X pi(wi-z)=0,1=1,...,n, (33 ) 


F 一 开 十 1 


u, W, b. ，2z ,满足 的 条 件 同方 程 组 (33) . 


容易 看 出 ， 方 程 组 (33 ) ( 即 (33) ) 的 4n 个 变数 u ,w,,v,， 
z , ,了 二 1 ,…,n ,必须 满足 同 余 方程 组 


| > {Wut pw) ~ (v,—ut+pz )!) 

”= 0 (mod p'), l=1 e,n, (34) 
| U,，W,，V,，Z, ,T= 二 1,…,n ,满足 的 条 件 同 方程 组 (33) . 
对 任意 固定 的 o, z. ,1<r<n, 令 = (0,-u+pz)!， 

1= 1 ,…,n .容易 证 明 : 同 余 方程 组 ü 


y (u,—u+pw,)!= h,(modp!), [=1 , h, 
= (35) 
I<u,<p,u, 两 两 不 等 5 I<u +pw,< P, r=1,...,n 

的 解数 等 于 同 余 方 程 组 
) t= h (modp) , [=1 ,on. 

E u ROA p f x (36) 
—u+1<t=<-u+P,t, 对 模 p 两 两 不 同 余 , r=1,…,n 


的 解数 (只 要 建立 对 应 关系 ft, =u, utpw,.r=1, n, IIE 
.出 ) .由 引 理 1 知 同 余 方程 组 (36) 的 解数 <n!m pr”, 
由 于 当 v., z, 满足 方程 组 (34) 的 条 件 时 数组 和,…,h, 的 个 数 


不 超过 P" . 因此 同 余 方 程 组 (34) 的 解数 <n1m"p2"" Upa. 
设 uw. b. z,  1<r<n, 是 方程 组 (34) 的 一 组 解 ， 


令 L= p 2 [(u—u+pw)!- (o,—u+pz)!]. 如 果 这 4n 
r=1 
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个 数 是 方程 组 G3 ) 的 某 些 解 的 一 部 份 ， 那 末 这 些 解 的 其 余 变数 
应 满足 方程 组 


k 
| Y (wi z0 = 1]=1,n, (37) 
r=n+1 
O<w<p''(P-u),0<z,<p (P-u),r=n+1,--,k. 


由 性 质 (c) 和 (g) 知 , 方程 组 (37) 的 解数 和 Ji ([ Pp ]+1), 
综合 以 上 讨论 得 到 , 方程 组 (33 ) ， 即 方程 组 (33) 的 解数 -一式 
(32) 右边 的 重 积 分 的 值 | 


<n!m'p TD pn J) ( |2 |- 中 


由 此 及 式 (32) ，(29) 就 推出 式 (26) . 
再 来 估计 Je (P.p) . 
引 理 3 ERA p>nz2, kèn. BKA 


n 2 n° +n~ P 
人 ns 人 [人 上 由 on 


证 : 以 》 表示 对 满足 如 下 条 件 的 变数 UU D 
v, RA: 1Su, <p.1<u<p,.,r=1l,-.k.B uu, uk 中 
=£ n— 工人 个 取 不 同 的 值 ， 这样 ， 由 式 (7) Bra E BJ J", (Pp) 
的 意义 ,以 及 uisu 和 vv，…,Dv 的 对 称 人 性 ,容易 看 出 


mpp <2| -| X S(u i) S(u,) 


“S$S(0) -SS (v) dae.da, , 
其 中 S$ (wu) 由 式 (30) 给 出 . 利用 Hölder 不 等 式 得 到 


(n) * | ' 2k | y 
J. (P,p) <2 >: | IS(u)ltda da | ... 
0 0 


(ff |S w) pdar-da, ) (39) 
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<2(> 1) I<u<p | |S (u)|?* da ,--- da 
容易 证 明 : 
> *1< C1 (n-1)*p*< Cr n p ptt! . (40) 
A (39) 中 最 后 一 个 积分 等 于 下 述 同 余 方程 组 的 解数 : 


| $ {(u+ pw) '— (ut+pz,)'}=0 ,I=1,.…,n, 


r=1 


(41) 
I<utpw,<P,1<utpz,<P, r=1,.…,k, | 
其 中 u(1<u<p) 为 参数 ， BR, 方程 组 (41) 可 化 为 
{w= 0, l=1,.…,n, 
r=! (42) 
O<w,<p` I(P-u),0<z,<p''(P-u),r=1,-..k. 


它 的 解数 不 超过 JE ([P/p]+1). 由 此 及 式 (40) (39) 就 
正明 了 所 要 的 结果 ， 

有 了 引 理 2 和 3 , 就 可 以 来 证 明 本 节 的 主要 结果 ， 它 通常 
称 为 BHHorpanos 一 华 均值 定理 . 

定理 4 设 整 数 n> 2,r>0,K>7m2+rr,P>l1. 那 末 有 


Ji? ( P) < (3 n) 2kī p2- F m2+n)+ó+ ， (43) 
其 中 
Ó = Ó -TLoanmfi- 1) (44) 
r 2 n ° 


证 : 对 + 用 归纳 法 证 . 先 假定 P>(2n) OT. A 
t= 二 0 时 ， 不 等 式 (43) 显然 成 立 . 假设 z=d >0 时 不 等 式 (43) 
成 立 ， 现 来 证 明 对 +=d+ 1 CRY. 
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由 于 Pz (2n)*" ,所 以 一 定 有 素数 p ,满足 


z | 一 


2n?< — P+ <p<P (45) 
i P =[p P]+1, %8 
IT <P, <3PI 7 . (46) 
应 用 引 理 2 , 由 于 m<[p "P]+1<2p "P, 
JE (Pap) < -Z kaprini- p vpn J (P), (47) 


不 难 验 证 ， 当 n,k, P 满足 t=d+1 时 的 条 件 时 , n.k- n, P, 
满足 t=d 时 的 条 件 . 故 由 归纳 假设 得 


J”, (P ) < (3 n) 2 a p 200) - + (n2+n)+óq f (48) 
进而 利用 P,<3Pi2 及 p< P'%, 由 以 上 两 式 推 得 


JË (P< k?" (3 n) 204320 pI Tt , (49) 
» H! 


利用 2<mn<pz ,k>n?+n( 因 d+1>1), 以 及 Jr (P )< 
PYJE, (P) ， 从 引 理 3 推 得 


27n | 
J® (P,p) < "r ni-2npkriJO(P ) 


n?” 3 . Q) 
< pr PPPJ EP) 
N?" p ak-L n?n) (a) 
< 2 PiS (P). 


进而 , 由 此 及 式 (48) ( 即 归纳 假设 ) 就 得 到 


2n 
J (p.p) < E5 34 (3p 0a paipai, — (50) 
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这 样 ， 由 式 (7),(49) fa (50) 就 推出 (注意 大 >mz2) ， 


Jp ( 忆 ) <3? k?” (3 n) 24-m4 pa- L ntn) tóg 


< (3 n) 2k (a+1) płk- T G?+n)+óq+1 ; (51) 


这 就 证 明了 不 等 式 (43) 当 t=d+1 时 也 成 立 . 所 以 在 条 件 
P>(2n)20-7) “下 定理 成 立 ， 


下 面 来 证 当 P< (2m2"4- 关 ) 一 时 定理 也 成 立 . 仍 对 t 用 归 
纳 法 . 当 +=0 时 不 等 式 (43) 显然 成 立 . 设 当 t= d>0 时 不 
等 式 (43) 成 立 ， 现 来 证 明 对 t=d+1 也 成 立 . 分 (a) 


P>(2n) "40-w) 和 (b) P<(2m)*”4- 二 ?两 种 情形 来 讨论 . 
当 情 形 (a) 成 立时 , 用 前 面 已 证 明 的 结论 来 估计 J, (P) 
(rz=d 的 情形 ) ,由 不 等 式 
Jo (P) < P*" J”, (P) (52) 
可 得 
了 ( P) < P27 (3 n)? (k-n) 4 p2(k-n)- + (n2+n) +6a (53) 
<(3 n) 2kG+1) p2k- y G? +n) tgi l 
这 就 证 明了 这 时 式 (43) 当 rz=d+1 时 成 立 ， 最 后 一 步 用 到 了 
k>n?2+n (8 d+ 121) 及 


-d-1, + lyd 
pòaòdria ptni- tode ((2p)2r0- 1) 4 3 +DU- 工 ) 


<(2n)2k ， 


当 情 形 (b) 成 立时 , 则 由 不 等 式 (52) 及 用 归纳 假设 估计 
J) (P) ,同样 得 到 式 (53) .所 以 这 时 式 (43) 当 t=d+1 时 ° 
也 成 立 ， 因此 当 P< (2n)?"-w)“ 时 定理 也 成 立 . 至 此 定理 
全 部 证 毕 . 
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$2. Weyl 和 估计 (a) 


在 习题 19.13 rh, 我 们 用 Weyl 方法 估计 和 式 
S (ap) = 之 e(f(x)), (1) 


其 中 fO) 是 实 系数 多 项 式 
| f(x) =a, XxX" 十.… 十 1 x, n22. © 
现在 要 用 Bunorpanop: 方法 来 信 计 ， 当 n 大 时 这 里 所 得 
的 结果 好 .  “. | 
5 1 Bk, 了 为 任意 正 整数 ， Y < P . 再 设 


= + ,gqg>1,(a,g =1,101<1. (3) 


那么 有 


| | Í , n De i. 1 qlogg 
S (Co <a Qp P ( ot yt YP ) 
JO) | Ta Y, (4) 
其 中 << 常数 是 绝对 常数 . 
| 证 : 显 有 | 
Sa =Y E E e(f+y)=W+o0(), © 
其 中 O, o 
W=Y™ > > e(f(x+y) . | (6) 
把 f(x+y) 写 为 


f(x+y) =a, x". +g, (y) x"+ .+ g Q) x+ g y), (7) 
其 中 | o 

ga(y) =(n+ oar yta, . (8) 
这 样 , 利用 Holder 不 等 式 得 
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P 


Iwl <Y l> | > elan Xx +g, O) x+ .+ g | (y)x)|] 2 
y=1 x=l 


kaa 


=Y > TOP 


y= |] 41 s „Å nti 
-elap Anat gn Ant Tg y) ) > 


其 中 第 二 个 求 和 号 是 对 41,…,4,+1 所 有 可 能 取 的 值 求 和 ， 由 此 
及 


2 Jern (P;A I, 4,44) =JP (P ;4 EET B) 》 (9) 


n+1li 
并 利用 Cauchy 不 等 式 得 到 
W| <y 了 JP (P; 5 4) 
21... Àn | 


JÈ e( g,(y)A,+ .+ 9 (y)1,)| 


SY Y WUw(P AD) 2 
A 


1 n 


Y 
| . > P. elga Aat + AD) 1⁄2 


< Y~ Pt (J ”(P))'⁄? 


F 


i 


Selg, gà, +. +g, (4) | ) 2 , a0) 


y=1 


最 后 一 步 用 到 了 31 的 性 质 (c) 和 (e). 
下 面 利用 yt 的 性 质 及 线性 指数 和 估计 的 结果 来 估计 式 
(10) 中 的 最 后 一 个 和 式 . 由 31 性 质 (d) 知 
1 41<KPI ,l=1,.…,n. (11) 


利用 式 (8) 和 式 (3) ， 由 此 及 估计 式 (20.1 .3),(20 .1.13 ) 得 
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> | 2 e(g,(y)1,+ tg OA) 


À 1 Ua n 


Y ; 
= > > e((g,(y) —g, y )) A, 


y=1 y=1 141， 


<$ Y |Y e(n+Da,a(y-y)4) È 


1 
4 dn i 
Ln 
<@Q 1 pP T"? 
DE Or ) 
. min nn 
= =, (2kp Mat Dan OG- yi 


< (2k) n-i p Tre) 


(n+ D) Y | 
. > ` min r. 
y'=l y"”=1 


l 
|x, y —(n+l1)a,a y ll J 


Y 
<< (2k) "PTD > (DY +1) 


y'=l 


(2kp"+ qlog q) 


n D L n(n+1) y 2 1 1 qlogq , 1084 ) 
< n 2k)" P 2 Y (+ yt “YP pr 


nlk pT” v: + 


l i 
q Y YP” 
最 后 一 步 用 到 了 当 q< Y 时 有 


log q < log Y «L 
P” Y Y 
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由 式 (5) ,(10) R (12) 即 得 式 (4) . 
由 引 理 1! 及 定理 1.4 立即 得 到 
定理 2 设 整 数 t>0,k>n*+nz. 那 末 在 引 理 1 的 条 件 下 有 


+ (1 1 gloggN\\ar 


其 中 << 常数 是 绝对 常数 ，6, 由 式 (1.44) 给 出 . 

证 : 把 估计 式 (1.43) 代 入 式 (4) ,并 注意 到 这 时 有 
| (n (2k) ") 7r <<1, 
即 得 式 (13) ， | 

进而 得 到 

定理 3 设 n 之 2, an, 由 式 (3) 给 出 . 那 未 当 p*< q 
< P"t1- + 时 ， 有 

S (xi << (3n) "osn Po gm ， (14) 
其 中 << 常数 是 绝对 常数 . | 

证 : 取 r= [4nlogn] 1 ,k=n?+tni , R Y= [ p'en], 

这 时 有 


| t 4nlogn 
š = L (m+m)| 1- — ] < — m+n) 1- 二) 
2 2 n 


n 
— 2 — 16 ° = - 
1 l qlog q _ 工 +Uvgon2) 
— + — + << "1 
qg yt yP <" og P 


19 
<<nP % , n22. 


注意 到 k<5n'llogn ,把 以 上 两 式 及 所 取 的 值 代入 式 (13) 即 得 
所 要 的 结果 . 
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从 以 上 的 证 明 可 以 看 出 估计 Weyl 和 的 Bunorpanos 方 
法 的 基本 想法 (a) 首先 利用 某 种 方法 ， 把 所 要 估计 的 Weyl 和 
归结 为 估计 有 两 个 变数 的 指数 和 


Y Ye(F(x,)), — (15) 
其 中 F(x,y) 是 x,y 的 二 元 多 项 式 :(b) 然后 利用 Holder 不 
等 式 ， 把 指数 和 (15) 的 佑 计 转 化 为 估计 均值 JO (P) 及 某 种 
线性 指数 和 ; (c) 最 后 利用 BaorpaamoB 的 均值 定理 和 他 的 估 


计 线 性 指数 和 的 方法 ， 得 到 所 要 的 Weyl 和 的 估计 .这 一 方法 
在 应 用 中 可 以 有 不 同 的 形式 ,下 一 节 将 用 这 一 方法 来 估计 所 谓 的 


C 和: 
S on", 


从 形式 上 看 ,证 明和 本 节 有 所 不 同 ， 但 方法 是 一 样 的 . 
本 节 的 结果 将 在 第 二 十 六 章 Waring 问题 中 用 到 . 


$3 . Weyl 和 估计 (b) 


Ë 1 和 N<N 和 2N. 本 节 估计 Weyl 和 
| l 
S(N)= X n= y (en). (1) 
N<nsg< N N<n<N 


通常 它 也 称 为 《 和 .下 面 将 证 明 
定理 1 存在 绝对 正常 数 c, c. ,使 当 1< Nst 时 有 


log: N 
sl eon en (ei ) . (2) 
先 证 明 几 个 引 理 . 
引 理 2 设 100<Nst,0<d<1. 再 设 
a= [N:“ j (3) 
_ log t 
=| ai log N j: (4) 
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那 未 有 


SODIxa- X IonOl+oOND， 0 


N<nsS N 
其 中 
W,(n,a)=. X X, ela,x'y't--+a,xy), (6) 
x=] y=] 
— m— it 
A m = í 1) ; m=1,2,... ,7. I (7) 
2x mn” < ' | 


证 : 对 任意 整数 x ,y ,有 


S(N) = 2 e( tog n+ x ) J 
. N—xy<n<N —xy Ea 1 


= È A oa 


N<n< N 


进而 有 | 
a: s (N) = y . £ > (Heut )+ od 


x=1 y=1 N<n<N' 


IS(N) | <a? > y ye GS log TES) + O(a?) 
Neng N’ | xFl ysl ri” | H 
=a? 》 |W(n,a)| +O(N:) , (8) 
N<n<N ” ' 
其 中 | 


vao Eei) o 


由 于 当 1< x,y<a=[Ni2],n>N,， 及 7 由 式 (4) 给 出 时 ， 
aN EN <1, 


(2 ) Nm op -0-a 
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log t 
+ — — Z... U Uu... .. < d-i 
(r+ TP) iN jien } N°, 


因而 由 Taylor 公式 得 到 


tog (1+ Æ )=rF, (2 )row ), (10) 
e( Æ 1og(1+ Pa ) )=e( 去 Fi 2 Jj om) 
(11) 
其 中 

F (Dz tt EDT y, aD 

这 样 ， 从 式 (9) 和 (11) 得 到 x 
= Wn, =W,(n,a) + O(a2 N°!) , (13) 

由 此 及 式 (8) 就 推出 所 要 的 结果 . 


下 面 来 估计 二 元 多 项 式 指数 和 W (n a). 
引 理 3 在 引 理 2 的 条 件 和 符号 下 ， 对 正 整数 k 有 


| W, (n ,a)[ Ca (JO (a))? 


2 ela 1,4,) . (14) 


m=! lu ml <kam limi<ka™ 
证 : 对 式 (6) 连续 两 次 利用 Holder 不 等 式 ， 可 得 
IW, (n ,a)|? t <a?" 5 | $Y ela x’ y+.. +a xy) |k 


x=1 y=1 


=a > JP (a;4 1 4) 


41 A 


. 3 ela, A x+... +a, x), 


x=1 
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2 2 —2k _ ~ 
IW, (n a) lea 2{ 2 (ECan A) TT YE] 
1 


] 


a 
> | > elx, À, xt... +m A x)|? 
Md xl | 
lim! <ka™ 


24k 0 
<a k J U (a) 


oL LÈ elah, xt tahx), (15) 
limi<ka™ ai | 
这 里 用 到 了 》1 WHEE (c) , (d) ZÉ (e) .进而 再 利用 这 些 性 质 可 
得 
IW (n a) |4 = a34 y O) (a) > > JP(a:m,, 
41 Ar HI, Br 
liml<ka™ 


u, )e (a, 1, u + … 十 a, ÀH) 


<a- (JO (a) 


Hlecotr |All resår e(«,H,å,+ "ta HA), (16) 
lumi<ka™ |à ml<ka™ 
这 就 证 明了 式 (14). 
这 样 ,Wi (n ,a) 的 估计 就 转化 为 估计 式 ( 14) 右边 由 线性 指 
数 和 构成 的 乘积 . 


引 理 4 ”在 引 理 2 和 3 的 条 件 与 符号 下 ， 若 取 d= 全 
WH kr 时 有 
| > e (un H, À, ) | 


m=1 [pml<kam [iml<ka™ 


r gr? 2r A r2+r _ 4 log’t 
<cs8'" 2k)” a = ( 5 eei), (17) 
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其 中 c, 为 一 绝对 正常 数 . 
证 : 由 线性 指数 和 估计 式 (20 .1.3 ) 得 


. 1 
pam (Ghar, ). 
on S mbm hn )|<min a > Viant 
如 果 x 可 表 为 Ea 
| 0 
x = A 7 本 ，gn>3 (anan) =1,0nl<1, (18) 


则 由 估计 式 (19.1.13 ) 得 到 :对 1<m<r 有 
L | X enphnhn)l 


lumi<ka™m liml<ka™ | 
<< (2 kam”) minl1 (二 + dn jos (19) 
| "Aq, 2ka" Qka") “nm). 


为 使 上 式 左 边 能 得 到 一 个 比 显然 估计 (2ka" )? 要 好 的 估计 ,gq， 
必须 取得 尽 可 能 大 ,但 又 要 比 (2ka")? 的 阶 要 小 .因此 ， 需 要 
进一步 讨论 由 式 (7) 定义 的 这 些 x 的 表示 式 (18). 

设 m=rh ,由 式 (4) 得 


tiq <N"=N" <t Trt, l1<m<r. (20) 


所 以 由 式 (7) 知 ， 当 1<m<r hj, 


dami TT < <2" amt TTO (21) 
因此 , 当 h> 1—-— d,ËBD m>(1-—- d)r 时 有 
|z, |< 二 . (22) 


现 取 q,= [lanl], a,=(—-1)"'  , R £ 33 (-d)r<m<r 
时 ， 


— m-i 
-LDT y Sa s q I26 ,10,|<1. (23) 


2 


dm dm 


í 


m 
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HK (3) ,(20) ,(21) 3, 4 (1— d) r<m<r ht, 


p> L samui” 
m 21a,l 


. h d 
2kan>21-mk NE >27» kt? 1-2 , o (24) 
(2 ka")? > —2 k° Na-Omi > 2 大 2 pk- 

dm z m 8" x m 8 m" © 


由 此 可 知 ， 为 使 式 (19 ) 得 到 的 是 非 显 然 估计 ( 先 不 计 系 数 ), 只 
要 1-d<h<(2-d)~', Bp 


(1— d) r<m<(2— d) !r . (25) 

显 见 ， 只 要 q 适当 接近 于 1,m 的 这 个 取 值 区 间 是 非 空 的 . 现 
取 d= ír IPRA k2>r, 

广 r=2(1— d) r<m< s: (2— d) `! r= 1 r (26) 


时 ， 由 式 (19) 和 (24) 可 得 
| 2 e(a,1, u,) | 


|uml|<ka m là mi< kam 
<< 8" (2 ka")? t T log q, 
<<8”"(2ka”)? t7 Tlogt 


<ca8” (Oka? t t, (27) 

这 里 c。 为 一 正常 数 ， 并 用 到 了 
log q, < log a <<logt, 1<m<r, (28) 
从 式 (19) 和 (27) 就 推出 : 当 d= r ,Kk?>r tt, R07) 的 


左边 ， 
< 由 cs(2ka")3 I! &m £ + 
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r Q r2 2r rtr _ lo 't 
<cer 8" (2k) "a exp ( ç pe) 


最 后 一 步 用 到 了 式 (4) .这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
定理 1 的 证 明 : 不 妨 设 100< N . 在 引 理 2 的 条 件 和 符号 下 ， 


取 d= 了 ,=6 hr, k=r°+rt=17r2°. 由 式 (14),(17) 及 定理 1.4 得 
|W, (n ,a)|* < c38" (37) kr(2k) ?ra a’: 


5 
其 中 28,=(r°+r) (1- + . H a<N'" rs 12 OEC ; 
我 们 有 
; 1 \ logt 1 log’t 
qa?’ <ep(7 (1- ) log N ) <p (4 Jt ) | 


这 里 用 到 了 +=6r K 


r 5 | 
由 以 上 两 式 即 得 
3 log? 
| W, (n,a) | <c; a° exp (- 20 7 EN J 
3 log? N 
<c a? exp [ - ooo. logit J > (29) 
HERR (5) 就 证 明了 定理 1. 
JEE S 设 1<N<t， 则 有 绝对 正常 数 c, ,Cg 使 
N I : 1 N 
È nil <er Neap (=c BEN). (30) 
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证 : BOE k ME 2-%*0 N< Jy S2 tN. 
由 定理 1 得 


Y mi- > n+ È > n" 


n=] n<2 TEN j=0 2-(j+1) N<n<2 jN 


was 
和 定理 1 及 推论 5 的 证 明 完 全 相同 ， 可 以 证 明 
定理 6 设 1<N<t,0<09<1 存在 绝对 常数 Cos CoC» 


及 ci ,使 得 


log’ N ` ; 
> (n+ 0) š: <e Nep- e et ),N<N <2 N 9 
N<n<N' og t 
h (31) 
IP. | log? N 
2 (n+ 0) i <en Nexp(- cu Ten ) (32) 


证 明定 理 6; 只 需 将 定理 1 和 推论 5 的 证 明 中 的 n (不 包括 求 
和 指标 ) 以 n+ 0 代替， 其它 均一 样 . 
习 题 
1 , 设 k,n,P 是 正 整数 ,4 是 整数 ， 再 设 
! 2k 
rew- È e(ax")| 


x< P 


e(—A ua) dx. 


证 明 : (a) In PDS L TB 
1 ,mn 一 1{ 
W J) (…) 的 定义 见 式 (1.2) , 求 和 号 表 对 所 有 可 能 的 41，… 
À n-i 求 和 . 
(b) 7 ® (P ;0) > max ((2 k) PE p). 
1 $ 
2, e(ax")| da 


x<P 


(c) 对 整数 s>2 ,有 


0 
> max (2[ (s+1)/2] 1P", p52). 
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(d) I) (P,0) << Pm 2 (Pp). 
` 2 . 设 h, 3... vAn 是 正 整数 ， Rk (P; h+ A ) 是 不 定 方程 组 | 


kuwa , [=1,2.,... ,n, 
O<x <P , j=1 ,2,.… sk 


的 解数 .证 明 :对 任意 整数 1 ,… ,) ， 有 
JP (P; 4, )= >x R, (P 3h,» ,h,) 


的 h + À, x" "° ,h,+ 4,) * 


这 里 求 和 号 表 对 所 有 可 能 的 hl ，,…,h, 求 和 . 
3.34 p=n 时 ， 引 理 1.1 还 成 立 吗 ? 
4D RRA p>n>2,k>n. 以 J) (P. p) 表 不 定 方程 组 (1 3) 
(41=… 二 14,=0) 的 所 有 这 样 的 解 的 个 数 Ex ,… :xx 及 y: y, 这 
两 组 数 中 , 都 至 多 有 n-1 TARR p 两 两 不 同 余 . 证 明 : 
JP (P)<2J® (Pp) +2 Pp), P JP PP 的 定义 见 
(1.7). 
5. 设 B 是 一 个 有 限 集合 BiB; 是 它 的 子 集 ,以 | .ez| 表 和 集合 .ex 的 
元 素 个 数 . 如 果 存 在 4>0 使 得 1B,| >41Bl,r=1,…,s , 那 末 ， 对 任 
意 正 整数 上 <14s , 必 可 取出 上 个 子 集 B,，… ,BB,, ;使 得 


IB, O B», (NB >0-1h) G1(s—t)16D IB . 
6. 设 n. ,P 是 正 整 数 .证 明 : 存在 常数 c(n ,1) ,使 得 


21n- n? +n) /2+n| 
5 


J (P)<C(n.l P 
其 中 n=(⁄2)n2(1-n 71)! .证 明 按 以 下 途径 进行 ， 
(a) 当 P<n" 时 结论 显然 成 立 , 当 P> za 时 对 ! 用 归纳 法 .证 明 结 论 对 
1=1 RX. 
(b) 假设 结论 对 /一 1(1>2) 成 立 ， 那 末 对 任 一 满足 P< p<25"P'” 
的 素数 p: VA 
J® (P)<2J® Pp) +c, (nD P 
1) 第 4 一 7 题 给 出 了 定理 1.4 aE. 
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21n— (n2+n)/2+n, 


其 中 ci(n,D) 是 和 nd BAKERS J) C) 定义 见 第 4 题 . 

(c) 如果 存在 素数 PPIms p< 25" PI" ,使 得 Juy (Pp) < 

(1 ⁄4) J" ) (P), 那 末 结论 对 | 成 立 . | | 

(d) 如 果 对 所 有 满足 条 件 Pp 'n<p<25" pl 的 素数 p, 均 有 

J 六，(P,p)> (1A)JCn (P), 那 末 必 有 正常 数 cz (n D (和 n,! 有 关 )， 

使 得 J) (P) <c, (i) P? 进而 推出 结论 对 ! 也 成 立 . (利用 第 5 
E,D B 是 由 不 定 方 程 组 (1.3) (41=…=4,=0) 的 解 组 成 的 集合 ， 并 

注意 到 至 少 有 Sn 个 素数 p 满足 P'?*<ps25"P1”?). 

7. 定 出 第 6 题 中 的 常数 c (n ,1) .并 把 第 6 题 的 结果 与 定理 1.4 作 比 较 ， 

8. 设 nn>2,P>(Cmn)2nt-lI4) ,整数 tz>0 .选取 0 AE Qn) 2"<0<1, 
且 使 当 v=1,2,…,t 时 ， 一 定 存在 满足 以 下 条 件 的 素数 p: 
(1+0)7' Pó <p, SP RE P.=P.,P,=[p, P „il+ ,证明 
aJ (Po pı) <2 k2np2 2k— na+1)/2 pin g (P, ), 

(b)J E (Popi) <n?" p "mp? (P ) . 
(o) JP (P) <J) (p) 3k? prt pir gE, P). 
(d) J ? (P) Gk? prep) 2 "Pr , 


(e) J ™ (P)<(1+2 0) 2K n+ (3 k2") + p°% a (nt 11/245; , 

这 里 的 符号 同 式 (1.7) 及 定理 1.4 .比较 (e) 和 定理 1. 4 所 得 的 结果 . 
9. 设 P>2, Slan) 由 式 (2.1) 给 出 ， 正 整数 组 成 的 集合 多 c[【1,P| , 

| 多 | 表 其 元 素 个 数 .证 明 : 


=] 


| O í A | 
(a) 对 任意 正 整 数 e Y efx- +xB) 
0 


Pty 
e(—zf)48. 


=1+ 


(b) S (oo )<<|2/] `! log P max Y È G= y)+xB)|. 


0<p<l ye@ x=1 
(c) 若 w + 1 满足 条 件 (2.3) , 则 对 任意 正 整数 k 有 
S (xc D <{n(2 k)" (Qp) tr ti) (gri+P-I+P lqlogq) 
JP (P) H 4k|og P. 
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(d) 利用 (c) 和 定理 1.4 ,定理 2.2 及 2.3 可 相应 地 改 为 怎样 的 结果 . 
(e) 利用 (c) 和 第 7 题 ， 定 理 2.2 及 2.3 可 相应 地 改 为 怎样 的 结果 . 
以 下 习题 10 一 18 是 为 了 改进 Sapt) 的 估计 . 

10.8 5j>0 (/=1…1), 工 是 ! 维 欧 氏 空间 的 一 个 非 空 点 集 ,满足 这 样 的 条 
ËF: 对 每 一 点 ?= (7 ，… ,y1) ET 决定 一 个 开 集 RO) {p= 
Pi): NB y |<6 .0<8,<1,1<j<!y,Bri BF R(r) yer, Æ 
两 两 不 相交 的 .再 设 Ni (1< j<1) 是 给 定 的 正 整 数 A 是 所 有 |! 维 整 
点 m=(mi Mi) ,1< mj< Nj, 所 组 成 的 集合 .再 设 a m) 是 任意 复 
数 ,S(B)= 2 a(m)e(m-B) ,其 中 m:B =m Bi+t---+ miP i: 证明: 


和 sor tf], +ó/')) D la m) |°. 
(这 是 多 维 大 第 法 不 等 式 , 利用 $28.3 方法 证 ， 见习 题 28.8) . 
11. & y (y)= È aci) h-j, (1<j<n). 证 明 : 
Do 
=y, (y) x" + -+7 O)x+anrx + Xi 一) 
12. 设 ml ,… ,mn 是 正 整数 t 为 一 实 参数 ， 以 及 
aa ， 
这 里 .表示 对 满足 方程 组 
xhi+...+xË=m,, 1<h<n, 1<x;<2P 
的 所 有 解 x1 ,… ,xx RA . 那 末 在 第 9 题 的 条 件 下 有 : 
TEPE È ey œ- tn) 


<|@ | | È a(mi,;::: ,m,) 


yew mi> My 


-e (may, (yt + my D, 


这 里 是 对 所 有 可 能 的 mi 3. Myn 求 和 y; (y) 由 上 题 给 出 .此 外 ,还 有 


X lami m,)2 SJP OP). 


Mmi ‘My 
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13. iZ O n+l °. . X |í 是 给 定 的 实数 ， yQ) H 11 题 给 出 * 再 设 Xx s Y) 是 整 
数 ， 满足 1<x.y sP, UKR Bp,=ðp (ht 1) (y— x) , 1<h<n 5 


(nt)! i (=x) tt- (y) t 
p” pl CH yx .1<j<h<n, 


a, =0, 1<h< j<n. 


以 A 表 下 三 角形 矩阵 (a,;) .证 明 : 

(a) un=B A ,其 中 u=(k! y  (x)—y (y)),... k! (x)—y,G))), 
B=(B1,… ,PP,) 是 行 向 量 . 

(b) £ I É n KRÄMER, J=(n+1)! I, UK B=A-J. 那 末 ， 
对 任意 正 整数 v< n, 设 B'=(b% ), M| b >. <cph'i, h2>2j+u; 
b=0 ,h<j+v .特别 地 ，B" EPER. 

(c) D=J"''1- J"? p+... C "IB UL IEBI:AD= (n+ I)! r, 
因而 u D=((n+1)!)n 8. 

(d) 3 2<;j<n+1 时 有 


dl ((n+1)!)"ja;(x—y)|| << § Hya O y Q PHI. 
h=j-1 


14. 设 L.R 是 正 整数 L>R . 整 变数 x,y 取 值 于 1<x.ysL. ĦRARA 
9 (x ,y) 仅 取 值 0 ,1 ,满足 p(x,y)=@p (y ,x) p (x ,x) =0 .如 果 对 每 
一 个 x ,至 多 有 RR 个 y 使 g(x,y)=0, 那 朱 , 一 定 有 正 整 数 集合 

Wc[1 ,DL], 当 RIL i 2/2 L/R;4 RTL BF ,l2/|>[L/Ri+1 ,使 
得 当 x e@7,ye@/, xz#y 时 一 定 有 9 (x y)=1. 

15 . 设 ,+ :xi 是 给 定 的 实数 .如 果 存 在 一 个 1) ,2 和 ji 和 n+1l ,使 得 有 
Qa,g)=1,1< qs Pi 满足 |w —aql<q 一 , 那 末 一 定 存在 一 个 整数 
集合 Bc [1,Lj ,这 里 L=min (q ,P) ,使 得 
(a) %@!2L/R , X É R=(((n+1)!) "Lg +1D(24P 7 
+2((n+1)!) "=! Lg 1+1). 

(b) HERH xe@%/,ye@/,x=y 有 

l(@m+1)!)"ja; (x— -yll >P. 
(c) 存在 一 个 严 ,j 一 1 入 天 入 7 ， 使 对 任意 的 xe@ ye , x #y ' A 
ly, 0) 一 7 QIP", (y) 由 第 11 题 给 出 . 
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16. Z S lapt) =S anaa sn p. :0X 1) 由 式 (2.1) 给 出 .利用 第 9 题 (b) ,第 


17 


10, 11,12,15 题 ,证 明 : 如 果 存 在 j,a,g 满 足 2<j< n+l， 
|z —a/q] < q 2, (a,q)=1 ,1<q< Pi, 那 末 ， 
S (arr g) {Pp mt (qp +P +g (OP) klog P . 


. 利用 上 题 及 关于 JP (P) 的 各 种 估计 来 推出 Saperi) 的 相应 的 


估计 ,特别 地 ,利用 第 6 题 结 果 证 明 : 在 上 题 的 条 件 下 有 
SU<<PP1 I (qP i+p tq)} 2" ogP, 
其 中 n 由 第 6 题 给 出 .进而 当 P<<q<< Pi l 时 ， 
Slapped) <P logP. 
这 里 o= max (Qn) 7 (- n). 


.(a) 设 c 同上 题 ,证明 当 n—=oo 时 , 4an’ logn —>1. 


(b) 证 明 当 n211 时 ,第 17 题 所 得 的 估计 比 习 题 19. 13 ( 即 Weyl 
方法 ) 所 得 的 结果 好 . 


19. 设 co 是 给 定 的 正 数 , 正 数 4 满足 1<41<3/2,m#0, 及 P>1 .再 设 


f(x) =exp(co(logx) 2), S=Y e(mf(x)) 证明 : 如 果 
x=ł 


0<|m|<exp ( (og P)3-2 = ), XE 0<eo<3-214, 那 林 ， 存 在 正 数 
ci c. 使 得 
1SI 和 ciPexp (一 c (log P) 224) . 


20. 设 1<a<a’<2a,Sla)= È nn. 比较 用 定理 21 .4.2 和 定理 3.1 


a<n<a 


去 估计 S (a) 所 得 的 结果 ， 指 出 对 固定 的 (充分 大 的 ) Itl 当 a 相对 
于 |t| 较 大 时 用 定理 21.4.2 估计 好 , 当 a 相对 于 |t | 较 小 
时 用 定 理 3.1 估 计 好 . 并 明确 指出 “ 较 大 ”,“ 较 小 ”的 含意 .( 利 用 
习题 21.5) . 


21. 设 p>3 是 给 定 的 素数 k=p"' ik IS<n-l,n+I—-1>]m2n- . EB: 


存在 (aj,p) =1 ,1<j<m 使 得 


-一 ind (1+p'u)= a p'u+ > a,(p'u) +- 


+ 一 a, (p'u) "(mod p" !) , 
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其 中 inda Ra HAR k 的 指标 〈 以 某 一 原 根 为 底 ) ,相约 后 可 能 出 现 的 
1% 表 整 数 v1 :满足 vv 三 1 (modp"”'). 
22. 设 p>3 是 给 定 的 素数 , k=p",y 是 任 一 模 天 的 非 主 特征 . 再 设 实数 r 
满足 1<r<n/2,N' =k .证明 : 


IE x (mge N4? 
m< N 
(利用 上 题 把 特征 和 化 为 指数 和 ， 然后 利用 定理 3.1 的 证 法 ,) 
23. 在 上 题 的 条 件 下 , 证明 在 区 域 : 


|Ims| <exp{c, (loglog k) 2), Res>1—c; (logk) 23 (log log k) 2 
中 工 (s ,x) #0 (利用 $10.3 的 方法 及 $324.2 的 方法 ). 


.441: 


第 二 十 三 章 ¿(s)J L(s,y) KAAR 


¿(s)HIL(s,y) fE PC 380< Re s< 1 中 的 性 质 是 十 分 重要 的 ， 
为 了 研究 它们 在 这 一 长 条 中 的 性 质 ， 就 需要 它们 有 一 个 易于 进行 
研究 的 表达 形式 一 一 这 就 是 它们 的 各 种 各 样 的 渐 近 公式 , 这 是 5(s) 
与 L(s,x) 理论 中 的 一 个 极其 重要 的 基本 问题 . 虽 已 对 此 作 了 不 
少 研究 ， 但 离 期 望 的 结果 相差 其 远 . 本 章 只 讨论 这 方面 的 一 些 最 
基本 的 结果 ， 和 研究 这 一 问题 的 基本 方法 . 本 章 的 结果 将 在 第 二 
十 四 ， 二 十 五 ， 二 十 九 章 中 用 到 . 有关 这 方面 内 容 可 参看 [14], 
[17], [18], [32]. 

一 方面 是 为 讨论 也 (s,y) 的 渐 近 公式 的 需要 ， 一 方面 由 于 对 
L(s) 和 (s,Q 的 渐 近 公式 的 讨论 是 相同 的 , 所 以 以 下 讨论 5(s,a) 
的 渐 近 公式 . 


$1. ¿(s,a) 的 渐 近 公式 (一 ) 


“首先 来 证 明 最 简单 的 渐 近 公元 . 
”定理 1 设 C >1， B,>2zx!), s= o+ it, 以 及 
t *=max(B,, ltl). (1) 
再 设 实数 x 满足 
2nxXx>Ct* (2) 
那 末 ， 当 o>0 时 有 
_— 1 _ x _— x 
¿(s,a) = bo Cys -— +o[ 4 一 (3) 
其 中 O 常数 是 绝对 的 . 特别 地 ， 取 a= 1 得 
l X's x 
s) = 之 n° 1 一 4) 


1) 引进 Bi 仅 为 了 以 后 应 用 方便 ， 一 般 可 取 B, =2 x. 
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证 : 设 入 为 充分 大 的 整数 ， 由 定理 7.1.1 知 : 34 G> 一 1 时， 


= l (N+ a)!" b, (N) 
¿(s,a) = PN mia s t Ny 
sb (N) ° b.(u) | 
(N+ a)! — s(s+ l (u+a)*? ds. (5) 


R glu) =(u+a) °, flu) = — (27)`' t log (u+ a). 由 条 件 (2) 
知 


| 
| f (WI= 2n(ut+ a) 


所 以 由 式 (21.1.16) 45. 
_ 1 人 
n (n+ a)° -| (u+ a): +0 (T= 
-ta to( @ 


令 N= co， 由 式 ($) (6) 就 推出 式 (3)， 

应 该 指出 的 是 ， 渐 近 公 式 〈3) (4) 中 的 和 式 的 项 数 不 能 少 
FABR, 所 以 仍 是 相当 多 的 ， 这 在 应 用 中 产生 很 大 的 缺陷 . 下 
面 我 们 要 利用 定理 21.1.6 来 得 到 一 个 包含 较 少 项 数 的 渐 近 公式 . 

定理 2 设 B, 1 * 由 定理 1 给 出 ，s= c++ 让。 再 设 实数 x，) 


满足 
2mxy=t*,x2> / B /2m ， y2 VB/2r ` (7) 


TK, 当 0 <o Sool, t> 0 时 ， 
.= av) 
((sa)= > _ mrar 1 AG) > av 


O<n=<x—-a I< y<y 


< > > x— d. 


L 
C 


+o(x -jog(y+2)+y° (lt|+ 2) i) (8) 


其 中 A(s) 由 式 (7.1.20) 给 出 ，O 常数 和 o). o; , B f >e: `4 r< 0 
时 ， 上 式 中 的 e(C ay) 以 e(aə) KRE, Sah, Hza= 11821 
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¿(s)=> LA S) 2 -mt o(x"iog(y+ 2)+y° (|t|+ 2) > 2) 
v Sy 


| (9) 
证 ， 先 假定 t> B. 在 定理 21.1.6 中 取 glu) =(u+ a) °, flu) 
= — (2z) 'tlog(u+ a). 4 u+a>0 时 , 三 (是 递增 函数 ， 因 此 
由 式 (21.1.14) 得: 对 任意 的 N> x 一 a, 有 
1 — y Í e(vu) du 


x—a<n<N (n+ a)' -2—n<v<-B+n (u+ a)š 


+ O [= + x "log(y+ 2) , 


其 中 一 IC2r(N+ 本) 8= 一 上 2rx) =- y. WR y= 
及 NN 充分 大 使 得 — x< + . 这 时 上 式 变 为 


N 
t _ du evu) 
Lumoj Tert 2 | a 
+ O(x 'og(y+2)), 
当 0 <o <1 v 21 时 


| eu auzel- | E -e (vu) du 


-( 去 )i ra- 7 ge (10) 
这 里 ji= e , 此外， 


N 1 一 
| du (Nt ° O00-w-o). 


_, (ut a)’ 1—s 
令 N> co, 由 以 上 三 式 及 式 (5$) 得 到 : 当 0<o<1,t> B, hl 
1) 这 条 件 是 为 了 计算 式 (10) 中 的 积分 . 
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ts,a)= Y (二 三 ra-ə yx £E% ap 


O<n<x-a 1<v<y+ + Y 
_ > e(a) | (vu). du+ O(x “log(y+2)). 
I<v<y+ > 0 u 


H K(7.1.23) 可 得 
49=( 去 J ra-9Ga+ og), t> 0. (12) 
骨 注 意 到 式 (7.1.24) ， 当 > 中 时 我 们 有 
i pa e(—av) _ eCa) 
( ) ra-ə y LGA ao) y Ea 


2n i<v<y+ + I <v<y 


+ OCET "°y 21). (13) 
当 g <1,t> B, Bf 


‘e(vu) 27 iv -il-0 
[pe 
(14) 
对 1<v<y- s; , 当 0<ugx 时 有 (注意 到 2zxy = t) 
_d (í. S =y- —! _ <. L 
du Q 27 logu) =» Iru S S T > 


因此 , 由 引 理 21.1.4 得 : 当 1<v<y- +, S1,t2B PHI 


| u efu- 2 > logu)du < = -~ . 
由 此 及 式 (14) 得 到 : X o<1,t> B, 时 有 


D eCa f =€ e (vu) Su t tyx e+ p'e > Y 


i S+ I， 


«x-log (y+ 2). (15) 
最 后 来 估计 对 应 于 y- + <v<y+ + 的 这 项 积分 
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| ebu) du. 
0 u 

d? t 

du? V" 2 OT 


因此 ， 由 式 (14) 和 引 再 21.2.1 得 到 | “y= <v<y+ >, 


t t 
— > — , 0<u<£< x. 
2ru? 2rxx? > 


1 1Y _ 
“(vu) du < t Ixl- +yt Iyi- at 2 K y" Ir 2 , (16) 
0 u° 


综合 以 上 式 (11),(13) ，(15) 及 (16) 即 得 式 (8) 

对 tg 一 B, 的 情形 ， 可 讨论 i:(5,a)， 然 后 取 共 罗 即 得 .对 
由 < B, 的 情形 ， 可 直接 由 定理 1 推出 . 

式 (8) 通常 称 为 Hurwitz 渐 近 公式 ， 式 (9) 称 为 (s) 的 渐 近 
函数 方程 ， 若 取 x=y= (1*/2x) T, 那 末 这 两 个 渐 近 公式 中 的 和 
式 的 项 数 的 阶 都 是 |t|7 ,显然 比 渐 近 公式 (2) 和 (3) 中 应 取 的 项 数 的 
阶 要 小 多 了 . | 

注意 到 式 (7.1.24) ， 从 式 (8) 和 (9) 可 推出 : 


‘(二 +it,a )- a T K ADT, (17) 


[+ +i) < (t+ 上 2 ) +. (18) 


最 后 ， 我 们 指出 为 了 消除 式 (8) 对 t> 0A t<0 的 形式 上 的 
不 对 称 性 ， 可 统一 写 为 : 当 0<c<1 时 对 所 有 + 上 有 


ss,a)= 2 L TU- fe -4t a-9 Y elay) 


O<n<x—a (n+ a): (27) 1s ylI~s s 


]<v=< y 
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zi (1— > 


ESES 


+oGe rlogly+ 2) 


G 


+y (|t1 2) z- ). (19) 


这 是 很 容易 证 明 的 .因为 当 t> 0 时 右边 花 括号 中 的 第 一 个 和 式 
可 并 和 人 误差 项 中 ,而 当 1<0 时 第 二 个 和 式 可 并 入 误差 项 ， 此 
外 ,还 要 利用 式 (12) 及 t< 0 时 它 的 相应 的 公子 
$2. 了 工人 s,y) 的 渐 近 公式 


设 q> 1, x modq. 如 果 利 用 关系 式 


L(sx) = q: Y rcs, E ) (1) 
h=1 


> x (mn- gy h > 


n< x Osg<k<x/q— ( 


那 未 从 定理 1.1 和 定理 1.2 立即 可 推 得 L(s,x) 的 相应 的 渐 近 公式 . 
定理 1 设 C>1,s=o+it, B, 和 + * 由 定理 1.1 给 出 ， 以 及 x 
满足 | 


k+ h E (2) 
q 


2nx> Cqt * (3) 
那 末 , 对 任意 特征 xmodg, `4 o> 0 时 有 
_ n) ola) x! ( p(q) x- -) 
L(s, y) 2 ns — Ép P T +0 I C~ (4) 
HPE =1, 4 y= x? 时 ; E,=0, 其 它 情形 . 
证 : x =q, 由 式 (1.3) 得 


_s 1— $ 
(s, 2)= > C+) _ 1 +o[ = xi =) (5) 
Q/  o<n<xy h q l= s 1 一 


利用 定理 13.1.7, 由 式 (1) ，(2) ，(5) 就 推 得 式 (4) ， 
定理 2 RB OBER 1.1 给 出 ,s=o+ 让 0<osc 
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<o,<1. FR x> qV Bi/2n > y2 / B,/27 ， 且 满足 


2mxy= qt *. (6) 
那 末 ， 对 任意 特征 Xx mod q, 3 t> 0 时 有 


L(s,x) => aw., TO Gov 


pi — 5 
+ O (qx "log(y+ 2) tg sys (led +2) 12), (7) 


H GC, x) 由 式 (13.3.3) 给 出 ; 4 t<0 时， 上 式 中 的 GC- v,x) 
改 为 G(v,x) ， 其 中 OO 常数 和 cj, a, , BER. 

证 明 的 方法 和 定理 1 完全 一 样 ， 只 要 用 定理 1.2 代替 定理 
1.1. 5 x 为 原 特征 时 ， 利 用 


G(—v,z) =XC1)r(x)x(v) (8) 
可 把 式 (7) 作 进一步 简化 ， 如 果 我 们 用 式 (1.19) 就 可 得 到 形式 上 
统一 的 结果 : 当 0<o<1 时 , 对 所 有 tt 有 


L (s,x) = > 1m, Ts = feg GO, 


Zi (- -F a Y GC v.) la O(qx "log(y+ 2) 


v < Y 


+q ey (lA +2)7 °). (9) 

由 式 (9) 和 式 (8) 就 得 到 : 若 x 为 原 特 征 ， 则 当 0<o<1 时 , 对 所 
有 的 上 有 

rs = > aw + Als, DE zę 


+ rye- (jt | + 2) oy. , (10) 
HPAC, x) BA (14.2. 12) 25 iB. 这 通常 称 为 工 函 数 的 渐 近 函 
数 方程 . 

最 近 Rane' 证 明了 : 34 y 为 原 特征 时 ， 式 (10) 中 的 大 O 项 中 


1) Math . Ann . 264 (1983) , 137—145. 


x "logly+2) 
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的 模 4 的 方 次 可 以 减少 1/2 . 他 证 明了 
定理 3 设 d >3. 在 定理 2 的 条 件 下 , 4 y 是 模 4 的 原 特征 时 ， 
对 所 有 的 + 有 


K 


+O(q* x “logq(y+2) +y q(lt| + DED, (D 


其 中 O 常数 和 o, , o,, B, 有 关 . 

他 的 证 明 方法 不 是 直接 利用 已 经 得 到 的 Ls, a) 的 渐 近 公式 
(8) (或 (1.19)) .而 是 从 关系 式 (1) 及 (2) 出 发 , 象 证 明 £(s, a) 的 
渐 近 公式 一 样 ,直接 把 van der Corput 的 指数 和 估计 方法 与 特 
征 和 估计 相 绪 合 ， 通 过 对 余 项 作 精 确 的 估计 而 得 到 的 . 原则 上 和 
定理 1.2 的 证 明 一 样 ， 并 不 困难 . 下 面 来 证 明定 理 3. 

定理 3 的 证 明 . AREte B... 设 x,=xq !', N 为 充分 大 的 
整数 ， 由 式 (7.1.1) (1= 1) 及 式 (2.2.8)(1= DD 可 得 : 当 c>0 时 ， 


((sa)= X (k+a)`- f buza dut ble ~ a) xi" 
O<k< xa xi 


I-s -9 
-A L o [ N ) | (12) 


由 此 及 式 (21.1.2) 得 


O<k<x(—a l v=1 X| 


i(s,a)= È (ra + E f -r {eb (ua)) 


1-s -o 
—eC v(u— a)) įdu+b,(x,— a) x° — I ) 


由 此 及 式 (1)，(2) ，(8) 得 到 : 4 o > 0 时， 


- { e(vu)x(— 1) —e(— vu) }dut xF y(h) 


h 
onl-—o 
q o 


这 里 还 用 到 了 x 是 非 主 特征 及 定理 13.1.7. 下 面 来 估计 上 式 右边 
的 第 二 和 第 三 个 和 式 . 

用 估计 式 (21.1.9) 右边 的 积分 的 办 法 来 估计 第 二 个 和 式 . 由 
引 理 21.1.3 得 : "M o> O Ff 


“ e vu) XI s 
| “yn du du < "+y ， V21. 
BERIG) q7, ABR (21.1. 11) 的 右 半 边 可 得 ; X o > 0 Bf, 
Sq _ TX) ri 10) — -1-6 
> [< w du < < qz Pm: v(v+ y) 
< gT ss <q x ° log(y+2). (15) 


同样 由 引 理 21.1.3 得 : 4020h, 


(yu) XT 7 1 
e\vu 


x1 


0 


sgt) xO) ebu) 
2zi 2 | =] š fp du < qz x ° L YG y) 


< q "log (y+2). (16) 
这 样 ， 由 以 上 两 式 得 到 ': 当 c> 0 时 ， 


q) L Z 22 É s= { x © l)eG@u) —e(— vu) }du 


2ni 


1) 下 式 中 我 们 保留 了 相应 于 e (一 vw) 的 一些 项 ， 这 对 推导 式 (11) 是 方便 的 , 这 些 项 
实际 上 可 放 在 大 OQ 项 中 . | 
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Pri v< y+ + Y 


_ q r (2) y rof -m {x(— 1)e(vu) —e(— vu) du 


l 


+ O(q 7 x“ log(y+ 2)) (17) 


=q Tt (2) z, zaf {x (— l)e(vu) + e (— 


v<y+ > L 


+ O(q7 x 'log(y+2)), 
最 后 一 步 用 到 了 分 部 积分 . 
S N 一 oo ,由 式 (1t4) ，(17) 及 (1.10) 可 得 : 34 0<o<1 Bf 
q 
L(s,y) =>, —— am, yx) reL 一 二 b(a E) 


H< x v<y 


-g 之 af {xC Debw + evu) } ds 


vsy+ 


+ Olq7 x “log(y+2)), (18) 
这 里 把 右边 第 二 个 和 式 中 y<v< y+ 1/2' 这 一 项 放 人 误差 项 .类 
似 于 估计 式 (1.15) ，(1.16) 可 得 0 


— q T(x) X, zo | {x (~ 1)eGu) + e- 


<< q+ x” log (y+2)+y (gt) 77, (19) 
最 后 ， 我 们 来 估计 式 (18) ( 即 式 (14) ) 右边 的 第 三 个 和 式 . 设 
x= [x,]+ [x]. 必 有 1<ho<g 使 


1) 对 所 有 相应 于 el- +?) 项 的 积分 之 和 ， 同 样 地 可 和 和 式 (1.15) 一 样 估计 . 
.451: 


ho— 1 h 
7 Sias > : (20) 
这 样 就 有 
Be 1<h<ho, (21) 
' q x]—1, hj<h<4. 
进而 有 


CE- 人 -攻关 POA 


因为 x 是非 主 特征 ， 故 由 定理 13.1. 7 及 定理 13.4.1 得 
PEOIA +)- > xX(h) — LY h(n) <<q7 logg. (23) 
d p= 


hzko 


(22) 


综合 式 (18) ，(19)，(23) 就 证 明了 式 (11) 5 t> B, 时 成 立 . 
X t< 一 B, FF, mhp. 当 |< B, 时 ， 可 同样 证 明 ， 只 
要 注意 到 在 估计 时 以 B, 代替 t. 


$3. ((s,a) 的 渐 近 公式 (二 ) 


利用 第 七 章 的 复 变 方法 ， 通 过 估计 复 积 分 可 以 改进 定理 1.2, 
使 得 式 (1.8) (或 式 (1.19) ) 对 0<o< 1 一 致 成 立 ， 且 在 大 0 项 中 
不 出 现 因 子 log (y+ 2). 

定理 1 设 B,> 8n 


t *= max(B, ll) X (1) 
以 及 x, y 满足 | 


2mxy=t*, y2x2 /B./2n 22. (2) 
AR, 5q0<s<1,sZ1 时 ,一 致 地 有 


(s,m)= Y tn) Te -29 Lial va) 


0 <n< x-a lxv<y 


+e (0 eal, OETA- s)ly Tx TF). 
Y (3) 


I<v<y 
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证 : 显然 ， 只 要 讨论 t>0 的 情形 ， 类 似 于 引 理 7.2. ! 易 证 : 
当 g>1 时 


1 e mtou d (4) 
a= —l + u° 'du, 
bs,a)= = 2. -a (n+ a): T e "一 上 
其 中 m=[x—a]2> 1. (5) 
再 设 G 是 如 下 的 正 向 围 道 : 0<ó< + , G=G(6)= Gi+ 
G, + G. ， 
G: rett, 0=0, Ó <r< + c, 
G,: re'®, 0<0<2x, r=ô 
G;: re!°, 0= 27, ó<r<+ c. 


类 似 于 引 理 7.2.2 及 定理 7.2.3, 易 得 0 
¿((sa)= Y l Le"™T(l-s) 


Ongx—a (n+ a) ° 2ni 


—(m+a)w 


w° dw, (6) 


上 式 右边 的 积分 可 解析 开拓 到 整个 s 平 面 ，s=1 为 一 阶 极点 ， 留 


数 为 1, 上 式 在 整个 s 平 面 成 立 . 


再 设 c 为 一 正常 数 , 0<c< 二 ， 


2 
1 一 27y ， k= [y] >2, (7) 
以 及 有 HH= H(c) = H,+ R,+ H,+ H, 是 如 下 正 向 围 道 : 
Hi: Ut ib, chSu<+ o, v=n+o), 


H,: ， 连结 cy 十 i(1+ e)n #— cn+ iO -eon 两 点 的 直线 ， 
H,: u+i, u= —cn,—-(2k+1)z << (1- c)", 
H,: u+iv, —en<u<+ œ,v=~(2k+1)r, 
而 其 中 的 H, , 当 它 和 圆 lw- 2kzil|=x=/2 相交 时 ， 改 为 
万 :由 原 直 线段 H, EWE |w- 2kzi| >z /2 的 两 直线 段 
RA iw- 2kzi|=z/2 上 的 这 样 一 段 弧 组 成 : 它 使 得 
w= 2kzi 在 万 的 内 部 ; 


1) 那里 的 积分 围 道 C 是 这 里 的 围 道 G 旋转 一 交角 而 成 两 者 是 同样 的 . 
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当 它 和 圆 lw- 2(k+ 1)z il =zx/2 相交 时 ， 改 为 
HP: 由 原 直 线段 H, 上 满足 lw 一 2(k+ Drxil>r/2 的 两 直线 
BERE |w- 2(k 十 1) zil= x= /2 上 的 这 样 一 段 弧 组 成 : 
它 使 得 w=2(k+ 1)xi fE H 的 外 部 . | 
在 围 道 G 和 互 所 围 成 的 区 域 中 ， 上 函数 (w 是 变量 ) 


emta)w 

e”— 1 w 
有 极点 

+ 2jri, 1<js< k, 
它们 都 是 一 阶 极 点 ， 留 数 为 
e(Tja)(+2jzi)'),  1<j<k. 
由 确定 围 道 G 的 幅 角 的 取 法 知 ， 这 里 
i= e? :, —i=ei (8) 

利用 留 数 定理 ， 从 式 〈《6) 推出 : 
(sa)= 2 = D: eT K w° !dw 


ys] Zi (1-5 eva) va) as | 
十 (27r) ri-o D2 ( D) eba) (9) 


KI T 
I<v<y PEF yl sl 


上 式 在 全 平面 (s 关 1) 上 成 立 ， 下 面 来 估算 右边 的 复 积 分 .以 下 假 
定 S$= 5 十 让 


| 0<c<1， (10) 
以 及 在 围 道 昌 上 设 w=utiv=pe'%0<oq<2x. 这 时 
|w !|= De 9， (11) 


在 直线 H, 上 的 积分 的 估计 “w eH. 时 ， 


5 2k+1 5 
2z — z, p> (2k+ 1)x2 —— a 12 -y n 


这 里 用 到 了 式 (7) ， 以 及 |e 呈 1=1e*+ 1|2 1. 因此 ， 当 c 科 1 时 
-(m+a)w © _(m+a)u 
| 上 -一 wdw erie | e "Pdu 
H ew— l -cH 
4 
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~] 一 ] 
_ ° -2 zmt+c (m+a)n _ - mt+cxn 
= e 4 < e 4 

(m+ a) m+a 


<< ne CT -or (12) 
在 直线 及 ,上 的 积分 的 估计 weh, tt, 


T c 
> > — 
PĒC, Q0 之 2 + arctg i-e ` 


由 于 
w >O, 


Q 
arctga> -7 > 
所 以 ， 有 正 数 A = A (c) > 0, 使 当 we H, 时 有 


p> -5 +C+ A (o), c> 0. 


此 外 ， 当 we H; 时 


le*~ il> 1— e °"2> min e ; en)>e O<c< + . (13) 
因此 ， 当 c 和 1 时 有 


— (m+a)w | | 
| e" w! dy < 1 ec- 人 (至 tetA1)+etm+taln 
u £ -1 C 

<< 一 n svih $+ e+ arter << 一 re-!( 皇 +Al ). (14) 
在 直线 H, 上 的 积分 的 估计 当 w eH 时 , u2 cry, 故 由 式 (13) 

知 ， | 
|e*—1l>e’—1>e'(l~e %) 2 ce, 0<c< +. 
注意 到 m+a+ > x=+*q ~, 我 们 有 : “we H ,,c < 1 Bf. 


~ (m+ a)w 
e"— 1 


o- 


e l 
2 


w57! 


< 一 (u?+ (1+ c)2n2) 
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L 
< (ut (1+ O) 02) ; 


xoxp (Ct Wa ton, x)). 
由 于 (利用 取 主 值 时 aap < b, b> 0) 
arctg eon +c) + — = -2 


u u 
— arct 一 一 十 一 
2 8 G+on n 
元 u u T c? 
> — — 二 一 2— + —— , uc, 
2 (1+ cn n ”2 14e > “Z0 


KA, 记 4=4(oO=cz1+o，, 当 co 和 1 时 有 


| e m+a)w 
1 w° dw |< l]. | 
Hi € cn < u<xn u2 mn 


xn po | 
= -一 工 i 一 一 * 

<< n° | e (3 +az)du+ n° | e t! w" du 

c . 


x n 


|+ 


(15) 


<< er(F 14h)+ (t 7! 1e 
<<, n’ e(t +a), 
在 直线 HA HP, HP) 上 的 积分 的 估计 这 是 证 明 中 最 


困难 的 一 部 分 ， 也 是 误差 项 的 主要 部 分 .现在 取 定 " 


c= (2./2 ) `. (16) 
我 们 要 把 wi | ES w=in 展开 . 34 w £ H, (R H), H Q 的 直 
线 部 分 ) 上 时 ， 


N 


=int+Ae™ = en(1+ + s), AIS V2 cn=n/2, 
所 以 (以 下 对 数 取 主 值 ) 


1) 对 这 样 取 定 的 c, 直线 H; 不 会 和 图 w 一 (2k+ Dxzil < n72 |w-2kril < 
/2 相交 ， 
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w*'l=exp(G—1)logw) 


= kes terp fs- Diog (+ tet) a7 
设 工 是 连结 原点 到 z 的 直线 ， 我们 有 
log(1+ z) -| +y -| wawt | ES dw 
一 > 一 1 2 w? 
=Z 2 z +| I [Lw dw. 
当 z=|zle-* ,lz|< V2 /2 时 
izi 
w? f p? 
| 
| l+ w | 0 1 一 V2 rt r° . 
izi ET 
<| r? (1+ 2r) dr= A. + H ， 
这 里 用 到 了 | 
TV rtr: <1+2r, Ogrg V2 /2. 
所 以 ， w |< — n Bf, 
1 sa) 4 a 1 [AY a 
og (1+ ne 4 )- 4. 4 -4 (2). 2 + R,. (18) 


1|1146 114 7 A, V° 
rcti tla (19) 
ARUN, (18) 及 (19) 就 推出 : 4 0<0<1 Ë wE HRH 


H? 的 直线 部 分 ) 上 时 ， 
V2 1 1/4Y,7 (y) 
— i n t 
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(1) 
2 9 


1 
lw — n le 7"iexp | 


V2 1 5/17 
— s —_1 -L zt — ma -a — 一 一 一 
re top 2 n” A 
Va | 
=e ied] > Aix— > ( Jer. (20) 


此 外 , 34 w€ H HE, H? 的 直线 部 分 ) 上 时 有 


—(x-1)/2 1⁄2 > 
| +w = e m+ta)/2 472 < sy | ° o 
le*|= e? 2⁄2, 
以 及 
-e| >1, 2420, l> 1|>>1, 4<0. 


BB, 40<0<1, wE H HY, 下 ”的 直线 部 分 ) 上 时 有 


-(m+a)w 2 
—€ uu ys] s- lo 二 ri 2 : A 
<< — 
ev] W n e 2 exp ( >4 [ " Je) 


所 以 ， 当 0<o<1 时 ， 


| e mt+a)w _, _ _ L r ( 5 2 ) 
LO wdw y eT" - -> -^t då 
J, pw] w<<n e aP 24 n 
<< ye T" (t 7, (21) 
以 及 | 
| e Mta) w w St nt - 
Pagans I W dw<<merue9-t.j=12. (22) 
最 后 , 我们 来 估计 可 能 出 现 的 有 "(j=1,2) 的 圆 弧 部 分 上 的 积 
分 . FEE H Y 的 情形 , 对 五 2 的 讨论 是 完全 一 样 的 . 当 w 在 
HH 的 圆 弧 部 分 上 时 ， 


w= 2Kri 十 S e= 2kme > ( Wr +), 
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9- — 1 
log w= 7 itlog(2kn) + -77 je e+0 (+. ). 
H+ 0<o£< l, x< y, MA 
S t * 
K y: << 二 <1. 


因此 ， 


w° 1 一 exp |- s: nt+(s—1)log(2kx) + E e4 o1) } 


4k 
“s lo -二 nt ee 
<< (2kr) "bo [+ 4k )| 


此 外 , 在 这 部 分 圆 弧 上 


n+oaw| 一 


exp [ — (m tae") . 


je 
由 于 x < y, 所 以 


(m+ a) z — 5 = (m + a) x— i + O(1) 


= c (2(y+ 00)) (x+ 0ü))z— r *)+ O(1) 


= 0(1). 
Hm, 当 0gog1,xgy 时 ,在 这 部 分 圆 狐 上 有 


t 
yw le m+alw << e" T (Okr)! << e` ZL q, 


由 此 及 w AE 8 ay jak F 8(e"— 1) !<< 1, 就 推出 


g7 m+a)w xt 
——ww* dw<<e + y, (23) 
| m emaga el 
同样 可 证 
e m+a)w _ xt 
0) p w dw<<e 2 1", (24) 
H2 HARHA € — . l 


综合 以 上 所 得 的 估计 (12)，(14) ，(15) ，(21) ，(22) ，(23) 及 (24)， 
从 式 (9) 就 推出 所 要 的 结果 . (注意 到 yz>X K t*= 2nxy). 
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利用 工 函数 的 估计 式 (3.3.22) ， 从 定理 1 可 推出 
推论 2 We 为 给 定 正常 数 ， 那 末 在 定理 1 的 条 件 下 ， 当 
is- 1|2 £ 时 ， 式 (3) 中 的 大 O 项 


e HE 


ra- siy” TET (ty) Tye Zx T <x, (25) 


当 a=1, 即 人 (s,a) =¢(s) 时 ， 可 把 限制 <y EH. 这 就 是 下 面 
的 
推论 3 设 B,,t * 同 定理 1， 
2nxy=t*, XV B27 > yy B,/2x. 
那 末 ， “ososi, sAN 致 地 有 | 
1 


(t )= Q — ; FADL r L olera- sls rx + 


ie Iy Tx J | (26) 
此 外 ,者 还 满足 |s 一 1>s> 0, 则 上 式 中 的 大 0 项 
<<, X(T sys (27) 


证 : 车 y 之 x, 则 由 式 (3) 及 (7.1.23) 推 出 式 (26) (没有 第 二 个 
KOTRA. 者 y<x, 则 由 此 推出 


(1—s) = È + A 9X rt O(e EHO et- sy"), 


上 式 两 边 乘 以 A(S) 由 式 (7.1.21)， (7.1.22) 及 (7.1.20) 得 

《(sS) =Y tAG)Y a= + (eF [seo 25 |y- 7 xT e) ; 
这 就 证 明了 式 (26) 成 立 . 由 式 (26) (25) 及 t*=2rxy 就 推出 式 
(27). 

附注 1: 本 节 的 结果 容易 推广 到 o| < k 的 情形 , 上 是 任意 给 

定 的 正 数 > 1. 当然 , 这 时 的 O 常数 和 AX. 
附注 2: 由 定理 1 可 推出 相应 于 定理 2.2 WJ) L(s, y) RAI R 
数 方 程 
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$4. C(s, a) 的 渐 近 公式 (=) 


在 定理 3.1 的 证 明 中 已 经 指出 ， 式 (3.3) 中 的 误差 项 所 以 有 
这 样 大 ， 是 由 在 H, (sË HI), HO 上 的 积分 引起 的 ， 如 果 对 这 一 
积分 作 精 确 的 计算 ， 就 可 得 到 比 式 (3.3) 更 好 的 渐 近 公式 .为 了 


简单 起 见 ， 这 里 仅 讨论 = — HR x= y 的 情形 


定理 1 设 有 ,是 一 个 充分 大 的 正常 数 , s= L +i, 以 及 
t*=max(B,,lt D, t*=2rx?. 


WBR, 我 们 有 


1 . _ 1 s— 1 一 
e (+i a)= > Gr a + (2z)° T(1— 5s) 


0O<n<x—a 


1 tiq- -F ta Cg 十 六 本 (> -dF a 


1 YXx lV v 


| I N x 
totengQx-2gtb-a)( 28 六 +097), (1) 


其 中 | 
gle) = cos ( (4 e-e- y )) (cosroj - (2) 
=[x], m=[x-a], b=q- m; (3) 
f(t, a) = + log + ng + 2nx (b— a) 
+ (b— a)’. (4) 


先 来 证 明 几 个 引 理 . 
1) 参看 [32, $4.16], Æ J.London Math .Soc . (2) ,21 (1980), 203—215. 
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引 理 2 its=o0+it,t * 同 定理 1, 以 及 


Ma) =exp fis- Dilog (1+ 7; )-iz t 十 ial, (5) 


ARR, h(z) 在 |z|< V1 * 内 解析 ， 其 寡 级 数 展 开 式 (7) B5 # SH 
足 估 计 式 (8)， 以 及 


h(z) << exp 5 izl (t 时 -六 |z] < _ Vt* . (6) 
证 : h(z) 在 lz|< J + 内 解析 是 显然 的 . 设 
h(z) =Y az" ， 1zI< 7>. (7) 
n=0 


HK (5) 可 得 
dh _-(o—1)+ i(t— t*) + iz? 
dz 一 z+ Jt * | E h (2). 


由 此 及 dh/dz= na,z"! 得 到 


OO 20 
(z+ Sp» )} na,z™'=(0-1+ilt-t 9} +iz2)5 a,z". 
n=1 n=0 


比较 两 边 系 数 就 得 到 ca。 的 递 推 公式 : 
ao=1, Vi*ai=(0—1+ilt—t) 


2Vt*as=(0—-2+i(t-t 9)a, 
(n+ 1) /rí*a, =(c-n-1+iG-t*)aia,,, n>2. 
我 们 来 证 明 


a, << (t *) -n/t S31 n=0,1,2,-..., (8) 


其 中 < 常数 和 o ,n EX. 4 n=0, 1,2 时 估计 式 显 然 成 立 , 假 
设 估计 式 (8) 对 < n(n2 2) 都 成 立 ， 由 此 及 递 推 公 式 即 得 


1 1 
a, << (t 9 7 a dnei ng (1*) 7 atig 1} 
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= (t ATD dy (09 T OHD DI 
<< (HT, 
故 由 归纳 法 就 证 明了 估计 式 (8). 
当 lz|< — Jr * 时 ， | 
logh(z) = (s— DÈ Lu (去 六 TSS 


= (ao 一 D u T J -i *) 


| ， tz? (=p n 
| "Fart d aaa (Z)! 
进而 有 | 


1 izl 3 Y_ 5 dzl 
llog h(z)|< O(1)+ 3 Es 5 )=0D+ 6 /+ . 


这 就 证 明了 式 (6). 
设 N 为 正 整数 ， 
h(2) =a, z" + ry (2. (9) 
下 面 来 估计 六 (2) | | 
引 理 3 aas 4 VE a= 2 1 (2) Es 
27x 
N< so t * (10) 
zl< A (N/T)? (11) 


1) 只 要 Bi 充分 大 ,NN 就 可 取 足 够 大 的 整数 ， 
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时 ， 


2N, /px \-FN x 
r (2) < Í — ) x 
证 : DZ |[z|< p< px, L EURR ALEEN p BS Bl. 由 于 

对 任意 正 整数 N£ 


(12) 


t QS L l z Q 2 
ww-z) w-z w w Wn?’ 
所 以 利用 复 变 函数 的 Cauchy 公式 知 
o z“ | _ h(w) o. 
ry (z) = dmi | ww- dw. ` (13) 
四 Ap<s 3 A A 
20 “SPS 5 Vi* 
时 ， 由 式 (13) 及 引 理 2 推 得 z 
ry (2) <<|z|s prep TŠ, 大 (15) 
容易 验证 ， 函 数 o 


f(y) -yexp| Š T | 
当 y= (2N./r x /5) 2 时 了 到 极 小 值 (2N\/T < /5e) -M3 如 果 p 可 
取 (2NVE* /5)'3, 那 末 ， 由 此 及 式 (15) 就 推出 引 理 的 结论 ; 而 
由 式 (14) 知 这 只 要 条 件 
21 — | 
L< [2 nr) < 3 3 Jr (16) 


满足 即 可 ， 而 条 件 (16) g eslmtk O. 证 毕 . 
容易 看 出 ， 取 p= 21lzi/20, HA (15) 就 推出 


e= (B Joof (A J et 
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特别 地 有 
14 1 
r (z) << exp (4 ze) , lis — Vt* : (18) 


定理 1 的 证 明 : 显然 可 假定 f> 0, 从 定理 3.1 中 对 各 个 积分 
的 估计 可 以 看 出 ， 为 了 证 明 式 (1), 只 要 精确 的 计算 积分 


— (m+ a)w | 
L.= | € w' dw. (19) 
H , 


e"—1 


a3? 


这 里 为 简单 起 见 ， 把 积分 线路 为 H), H? WARES H H,. 注 
意 到 现在 有 1 = 2xy= 2rx, 由 式 (3.17) 得 到 | 


w=!=(e%* n): exp Lu m+ i 一 一 (一 mha n (21), 


Npr 


| (20) 
设 六 为 待定 正 整数 ， 由 上 式 及 式 〈9) 得 到 


n= | tetp epi L(w- m) + 2 Ow in) 


ja JE (ei nD)” 


rw). [= RE 


. exp E (w— in) + 4 (w— m- (m+ a)w 


. w-—in 
"(i 2n jis 


=l. + Ín. (21) 
这 里 也 是 主 项 ， 要 把 它 计 算出 来 ， 我 们 先 来 估计 In. 仍 取 
c= (2.2 ) -并 把 1 分 为 两 部 分 


r= | +| = Lt Im ， (22) 
H> 的 直线 部 分 Ho HAARA 
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在 H, 的 直线 部 分 上 表 
| w=in+ ìe} , Mi< 4, (23) 
所 以 
=m k <+ F. (24) 
在 H, WARDER 
w= 2qri+ > e sk 2 (q+ 1)zi+ > (25) 
所 以 
w—i 2g7 一 了 Vx x _ 5 
mm S| bs TEN aN 2x， 
(26) 
或 
w— in 2(q+1) z-—n| , Vr , 
Jan | — Tx. aJa > 2 (26) 
在 H, 的 直线 部 分 上 上， 由 式 (23) 得 
H (w- in) + ye (w—in)?—(m+a)w 
=— (m+ a)in— 4 +A(x—m-a)e+ . (27) 
因而 
wg P HL (w— in) + 去 (w- in) 2— (m+ a) "|, 
—w|- 1 AX V2 - 2 /(áx 
|i- e "| cp 4n > je im | << een 
|e"— llexp 上- ra + v2 4 (x—m— a} << g/m) 
A<0. (28) 


. 466 . 


在 H,BJBI3K ab 2 L, MAOS 得 (这 里 仅 讨 论 第 一 种 情形 ， 另 一 
完全 相同 ) : 


> (w— in) + 十 (w— in)°— (m+ a) w 
= -ÈL Qqn— n) — iqn(m+ a) + 001), (29) 
因而 | | | 


f 
e"— 1 


exp 去 (w— in) + F: (w— in) 一 (m+ a)w} << 1. 
| (30) 
由 式 (28) ，(18) ， 及 引 理 3 知 ， 当 N < 27t */50 时 ， 
n⁄2 mi 
L, < re 全 | e 127(m) r Í Ae 4 ja 
-12 ` ly 2 


V 27 Aai (NST)? 1 3 
_ ,2 
ny le" > | | e À “e Í —) 


0 


/ -NĀ n72 
` (一 站 di 十 | eg 
Se JE A Ts 153 


2N./r + =Ë 
< a | r( a L) 


t * 
Se 


十 eve i ， (3 


其 中 4, 为 某 一 正常 数 ， 利 用 Stirling 公式 (定理 3. 3. 2, 取 
m = 1) 得 到 . 


N N/6 
L, << g'e 7 K A + eTA Nyro? °) ， (32) 


其 中 4; 为 某 一 正常 数 . 因而 ， 一 定 存 在 充分 小 的 正 数 
A, < 27 /50, 使 当 _ | 
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和 


NSA» (33) 


时 有 N 
TES ' t| Ass) . . (34) 
由 式 (26) ，(30) 及 引 理 3 知 ， 当 取 B, 充分 大 时 ， 在 条 件 (10) F, 
必 有 
La sem 3 [ > Ja) (= ) (35) 


<< qe T (AN? t 3 + ， 
因此 ， 当 条 件 (33) 成 立时 ， 由 以 上 两 式 及 式 (22) 推 出 
. ' NÁ | 
la << y" ' Ta A ) > (36) 


其 中 4 为 某 一 正常 数 . 

下 面 来 计算 a. 由 由 留 数 定理 知 积分 线路 H, 可 用 这 样 的 积分 
线路 H; 来 代替 : (1) xz 整数 ， 即 e” 关 1 时 , H; 总 取 为 连结 
cn+i(1+c)n 和 一 cnt+i(1 一 c)m 的 直线 段 即 原来 的 五 , (不 是 
HP? R HP); (2) x= 整数 ， 即 ei"=1 时 ，H; 取 为 原来 的 HH . 
FEP H; # H; 两 端 向 无 穷 延 促 所 成 的 积分 线路 ， 为 计算 就 
要 计算 | 


| zi no . 
| m= | — epi 直 (w— in) + 4 (w— in)2 


= (m+ aw} =m Ja dw 


iJ? 


-| - |, = -1®, 0<n<N-L (37) 
l py 到 一 型 | 


我 们 有 
1) 不 管 44 如 何 小 ， 只 要 Bs 充分 大 ,总 可 使 N 取 适 当 大 的 正 整数 ， 
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I) << re 全 | — ex i- 
2n SS KNER Nial . Pl2 72 7 = 


Vo (mta) ja 
| | -72 ( 一 4 ) o I | 
ermet EAC ep | 了 其 4 
' _ 1 一 ei 2 2 F 
i An _ V2 (m+ a) aa . (38) 


HTm+a+l12x=n/2x,0= J 2m *, 所 以 当 B， 足够 大 时 ， 上 起 
右边 第 一 个 积分 


<< y! | (=+ 
À 


容易 验证 ， 当 4>2V%n 时 ， (h Ja 显 
A 只 要 取 式 (33) 中 的 4 < 1⁄8, %4" >2V nr (0< n n< 
—1)— EHE, 所 以 式 (38) 右边 第 一 个 积分 | 
(y 


ye Ceed. 


<< q le e t *A1l6z) | | O<n<N- 1. 
类 似 地 ， 对 式 (38) 右边 第 一 个 积分 可 得 到 同样 的 估计 ， 所 以 


I® << yT ¥en XE ) , O<xn<s N- 1. (39) 


由 引 理 3 知 
2 * y3 
a, ,=vr(1)—r. (1) < (21 J , 0<n<N. (40) 


Se 
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故 由 式 (38) (39) 及 (40) 推 得 


Ë N=! ar f Na * N$ 
1- Ea I< Ei y (322 J ). (41) 
n= 0 


N, l6n 


容易 验证 (1 */m)"? 当 nst Ye 时 是 递增 的 ， 由 于 4,< 1/8, 所 以 
N <t */8, 因而 N<t %8 当 然 满足 . 所 以 


r Aat */3 Aqat */3 
Set * ($ fe) 4 ( 1 J 4 
1 十 << Á,t* — 
kU) < 4 E + 
<< exp i: [A aos 于 ) t 中 (42) 
4 


所 以 只 要 
A,<e , (43) 
从 式 (41) F (42) 就 得 到 
T2 ec e Th. (44) 
因此 当 条 件 (33) (43) 成 立时 . 
L; -Z a,l M+ OlT e >= 2) . (45) 


i L EH H 往 下 沿 虚 轴 平移 2gr 所 成 的 积分 线路 ， 且 方向 和 H; 
相反 . 这样， 


_ zi s-i . 
[0P = lezy)! (exp [i (w+ 2gni— in)? 
L 


(2n )" 
+ > (w+ 2qri— in) — (m+ a) (w+ 2qri) | 


+ 2qni— in)" dw 


ev 一 | 
_ n) (D 
7 W )" Jan. | (46) 
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现 考虑 含 参 数 “ 的 积分 


J(¿) = Eats rP (w+ 2qgri— in)’ + — -二 z (w+ 2qgri— in) 


— (m+ a)(w+ 2ani) + E(w+ 2qri— in) |= . (47) 


PR, Ji, 就 是 J(E) 的 竹 级 数 展 式 中 名 的 系数 乘 以 由 .下 面 来 
计算 A(E). 提出 常数 因子 ， 经 整理 后 得 到 


JCE) =expliQgr- nD (总 -4 L +)- 2gr(m+ a), 


: [anfi + [2 -qtm+a +e)| 
. L 


—— : (48) 
»— 1 
由 习题 7.36, 或 [32, 32.10] 知 : 对 任意 实数 ec ， 


e w+ ) _ {ee 5 
a CE e — 5 ) gc .C49) 
L 


e"— Í 


因而 


J(ë) =2zGg 2 x— 2q+ b— a+ č)exp f-ri ?十 zič(b— a) | 


(50) 
其 中 
G= cp 十 -一 +i 2rx(b 一 a) +i (一 a)2— atl. 
(51) 


容易 算出 JE 的 震级 数 展 式 中 ¿" KRKA 
2rG2 3 >》 (4! 2” utv!) 1g9)(2x—2q+ b-a) 


` (mi)“*"(g—m-a)” . (52) 


现 取 N=3. 显然 这 些 系数 (0< n< 2) 是 有 界 的 , 而 当 n=1, 2 
时 ， 由 式 (8) 知 a,<<(t*) "n=1,2. 故 由 式 (19)，(21)，(36)， 
(45)，(46) 及 (52) 得 到 : 


l= -2xGle? n) [g 2x—2q+b—-a) +O((t 9-7) }. 


(53) 

X g= + 时 ， 由 此 及 式 (3.3.17) 得 
ZU, = e't ag (2x— q+ b- o(p PAUPA 4). 
(54) 


由 此 及 式 (3.9) (3.12), (3.14), (3.15) 就 证 明了 定理 
$5. 另 一 种 类 型 的 渐 近 公式 


为 了 证 明 前 几 节 中 的 渐 近 公式 ,需要 用 到 较 复 杂 的 指数 和 估计 
方法 ( 见 第 二 十 一 前 ,或 较 复 杂 的 复 变 函 数论 方法 ,这 些 结果 在 证 明 
í ORLE, O 的 积分 均值 定理 ( 浙 近 公式 , 见 第 二 十 五 能 时 是 有 
用 的 . 但 是 ， 在 有 些 问 题 中 仅 需 要 它们 的 积分 均值 的 上 界 估计， 
为 了 证 明 这 种 上 界 估计 仅 要 用 到 证 明 很 简单 的 另 一 种 类 型 的 渐 近 
公式 .这 种 渐 近 公式 之 一 是 由 Ramachandra' 给 出 的 ， 它 适用 于 
相当 广泛 的 一 类 具有 某 种 形式 的 函数 方程 的 函数 ， 实际 二 是 
Mellin 变换 的 一 个 简单 应 用 . 

定理 1 设 整 参数 k>1,F(s,k), G(s,k) k>1 时 是 s 的 全 
纯 函 数 ， 当 上 = 1 时 它们 均 为 至 多 在 s= 1 有 一 个 极点 的 半 纯 函数 . 
再 设 在 任 一 垂直 长 条 ci< cs< cs 中 , “isio 时 一 致 地 满足 


F(s,k) << (kls|) 1, (1) 
其 中 c 及 << 常数 仅 和 cb az 有关; 以 及 | 
| Fish =F aln, k) nS, c>1, | (2) 


n=l 


1) Ann .Scuola Norm. Sup . Pisa C1.Sci., 4 (1974) , 81—97. 
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G(s,k) =Y bnn, o>1, 有 b(nk) <<ns (3) 


其 中 s 为 一 任意 小 正 数 ， 以 及 << AA k EE. WRAK 
ys,k) = F(s,k) /G(1 — s, k) 
当 |c| 和 49 /50 时 解析 ， 且 一 致 地 有 | | 
VS) << (k(]s+2))2, lol< 49/50, (4) 
其 中 c 为 一 常数 ，<< 常数 和 天 无 关 ,， 那 末 ， 当 lc- 1/2|<0.01， 
l> T> 2, 及 2<x<(kT)4(4 为 任意 正 数 ) 时 有 


F(s,k) = > aln, Kk) ne" + g(s,k)> b(n,k)n* ! 


n< x 


1 


pr] (st w,k) (2b( nk) n" DT (w) x"dw 


(-3 74) n> x 


一 - VW (s+ w, k) (5 b(n, k) n+ jronzan 


“Ti (1⁄4) n< x 

+ O(E,T-"), (5) 
这 里 O 常数 和 大 无 关 ， 及 

p- n s= 1 Æ Fls, WRA, 

' |0,s=1 RÆ F(s,1) 的 极点 ， 或 上 > 1. 


证 由 定理 6.5.4 HI, 34 |a — L⁄2]< 0.01 时 有 


》 aln, k) ne "n = > F(s +w, DT(w)x*dw=I (6) 
n=l (2) 
另 一 方面 ， 由 式 (3.3.22) 及 条 件 (1) 知 ， 上 式 中 的 积分 直线 可 移 
到 Re w = 一 3⁄4, 得 到 


1) 由 证 明 可 看 出 ， 当 不 存在 极点 时 ， 可 改 为 | | >0， 
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= 3) FG+w,DT(w)x"dw+ F(s,k) + O(E T) , 
(— 3⁄4) 

(7) 
其 中 F(s,k) 是 极点 w= 0 处 的 留 数 ， 而 大 OO 项 是 由 F(s + w, 1) 所 
可 能 有 的 极点 w = 1—s 处 的 留 数 所 产生 的 ,这 一 估计 是 由 式 
3.3.22), RE lt|> T, 及 条 件 (1)( 注 意 F(s, 站 的 各 阶 导 数 也 满足 
条 件 (1) ) 所 得 到 的 . 

当 1g—1/2|< 0.01, Rew= -— 3⁄4 B$, 


—0.26< Re (s+ w) < — 0.24 , 
Re(l—s—w)> 3 31⁄25 >1 , 


故 有 
F(s + w, k) =ġ(s+ w, k) G(1 — s— w, k) 
= (s+ w, k) 2 b(n,k) nts"! 
+y(s+ w, k) 2 b(n,k) nti, (8) 
由 式 (7) 和 (8) 即 得 


I= F(s,k) + s | Ú (s+ w, p [> b(n,k) i) w) x"dw 


(— 3⁄4) 


+ | y Gtw,h (x. bln,k) er w) x"dw 


n< x 
(一 3 /4) 


+ OE T”). | | (9) 
由 条 件 (4) 及 式 (3.3.22) 知 ， 上 式 右边 的 第 一 个 积分 线路 可 移 至 


Rew= 闻 , 移 过 唯一 一 个 一 阶 极点 w=0, 留 数 为 VG) 了 b(n Dn 
由 此 及 式 (9) 和 式 (6) 就 证 明了 所 要 的 结果 . i 
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应 该 指出 的 是 这 里 之 所 以 仅 在 lc- 1/21<0.01 的 范围 内 讨 
论 ， 是 因为 以 后 仅 需要 讨论 在 直线 — 十 让 上 的 积分 均值 只 要 
条 件 作 相应 的 改变 , 我 们 可 以 得 到 更 一 般 的 结论 . 34 ymodk 为 原 


特征 时 ,， L" (s,x) (k= 1, 即 6”"(s) ) 就 满足 定理 的 条 件 ， RIRI 
到 了 L”"(s,X) 的 渐 近 公式 . 


习 题 


1. 设 w 是 复 参 数 larg w|<r .证 明 : 
T (s/2)¿(s) -F n T (sZ2, zwn D+F aIr — s) /2,nw`'n?) 
n=1 n=1 


— a! (1-8)! (nw) P2- s7 aw), 


其 中 不 完全 下 AR: |argz|<zx/2, 


on 
T(z,7) -| e "qz" dn, 


积分 线路 是 : argn=argr, lr|< n< + oo.( 考 虑 函数 f(z)=x= 22212: 

e (s—z) 7T (z0 WAA Re z=c> max(1, Re s) 的 积分 . ) 

2. 利用 上 题 证 明 式 (7.1.17) 及 式 (7.3.3). 

3. 利用 第 1 题 证 明 推 论 3.3 当 一 kgo<k(k>0 的 正 数 ) 时 一 致 成 立 . 

4. 利用 式 (7.1.17) 给 出 第 1 题 的 一 个 直接 证 明 . 

5. 如 何 把 第 1 题 的 结果 推广 到 “(s,a) ， 并 进而 得 到 相应 的 一 些 结果 . 

6. 由 定理 3.1 推出 工 函 数 的 相应 的 渐 近 陋 数 方程 . 

7., 设 x 是 模 glg>3) 的 原 特征 ,5=(1 一 x CC 了 1))/2. 证 明 : 在 第 1 题 的 条 件 和 
符号 下 有 : 


r( 呈 oem- y(n) r( stò- nwn? ppa (2) 
2 n= n° 2 q z(y) \ x 


. Š 20) p (+ 一 5 十 0 zÈ ) 
> ， ; 


n=1 n! 
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8. 设 Xx 是 模 g 的 特征 . 由 定理 2.3 可 推出 怎样 的 L(1 /2+it, x) 的 阶 估计 . 
9. 具体 写 出 当 F (s,k)=C(s), Ç (s), C4(s), CE (s), L(s,x), L (s,x), 
L4(s, xX). LE (s) it, EH 5.1 的 条 件 和 结论 ，x 是 模 q 的 原 特征 . 
10. 2 k>1 是 固定 整数 ，T>2, h=log’T.s=0+it, 0O<o<1,h’<g<tgT, 
1<<yY<<7T" ,以 及 Mz(37)57-1. 再 设 0<x<l,xzoci 6,=1, 若 a>0o; 
ó .=0, 其 它 情 形 . 证 明 : 对 o 及 :一致 地 有 
¿k (s )= È dime tO n ró, AOF dk (n)n” ' 


K< M 


1 wts— lw W dw 

-E [Aet y un ly r(e n J ve +0(1), 
其 中 也 表 直线 Re(c+w)=ow,|Imwl 和 及.( 类 似 定理 5.1 的 证 明 方 法 ). 
试 把 这 结论 推广 到 L sy). x 原 特 征 . 

11. 试 把 定理 4.1 推广 到 it(s,a)，0< oa<1 的 情形 . 
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第 二 十 四 章 (3s) 与 L(s,7x) 的 阶 估计 


本 章 讨论 5(3) 与 L(s,X0) 在 临界 长 条 0< Res< 1 中 当 上 此 >o0 
时 的 阶 的 上 界 估计 . 特别 重要 的 是 在 直线 go=1 附近 ， 及 直线 
05=1X2 上 的 阶 估计 . 在 第 二 十 三 章 已 经 得 到 了 它们 的 渐 近 公式 ， 
但 直接 从 这 些 公 式 得 到 的 估计 是 很 弱 的 . 本章 将 利用 估计 指数 和 
的 van der Corput 方法 (第 二 十 一 章 ) 及 BHHorpanos 方法 (第 
二 十 二 章 ) 来 估计 出 现在 这 些 渐 近 公式 中 的 有 限 和 ， 得 到 更 好 
的 阶 估计 ， 在 c=1 附近 BaHorpaaoB 方法 可 以 得 到 较 
好 的 结果 ( 见 定理 1.6, 2.1)， 而 在 zc=172 及 其 它 情形 则 van 
der Corput 方法 能 得 到 较 好 的 结果 . 这 就 是 研究 这 一 问题 的 基 
本 方法 . 应 该 指出 的 是 ， 对 L(s, x) 的 阶 估计 由 于 同 特征 和 估计 
有 关 ， 至 今 还 没有 得 到 对 g A-AA ¿(s) 一 样 好 的 估计 . 
本 章 内 容 可 参看 [17], [28], [32], 以 及 下 面 提 到 的 有 关 文 献 . 


S1. LZ(s,a) 的 阶 估计 


在 这 一 节 中 , 我 们 要 利用 van der Corput 方 法 (第 二 十 一 章 ) 
来 估计 5(s,a) 的 最 简单 的 渐 近 公式 (23 .1.3) 中 的 和 式 ， 从 而 得 到 
¿(s,a) fE 2 0 <o < 1 中 的 阶 估计 . H-T t(s,a) 一 a :和 (3) 
的 估计 是 完全 一 样 的 ， 所 以 下 面 只 讨论 L(s) ， 而 相同 的 估计 式 对 
t(s,a) 一 4 :也 成 立 ， 
EHI” 设 t * 由 式 (23.1.1)( 取 了 ,= 27x) 给 出 . 对 所 有 的 :有 
| ¿(1⁄2+ it) <<(t*)'#]ogt* | (1) 
证 : 不 妨 设 t> 2z. 由 式 (23.1.4) R x= t, c= 2z) 48 


1) 利用 $21.5 的 方法 就 可 以 把 式 (1) 中 的 指数 1⁄6 减 小 . 由 于 这 一 问题 和 除数 问 
题 的 处 理 在 方法 上 是 相同 的 ， 所 以 我 们 将 在 第 二 十 七 章 对 除数 问题 证 明 相应 
的 较 好 的 结果 , 而 把 这 作为 习题 6 . 
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¿(1⁄2+i) => nra O(t 1⁄2) (2) 


len <t 
- }Ì nai > n ai oD. 
tenge? (23511 <t 
当 q<b<2a<t22 时 ,由 定理 21.4.2( 取 大 = 3) 及 分 部 求 和 可 得 
y` n l itec a 1⁄2 q121/2 1 /6— rt 6 (3) 
a<ns<b 


y Wu y > p12 (4) 


ienai o< j& logt 271265. 4271 2 
<< t! logt. 
当 P4< aua<b 和 2a 时 ,由 定理 21.4.2( 取 上 = 2) 及 分 部 求 和 斌 得 
| L maiat”, (5) 
a<n<b 


进而 有 
> p`! it = > > ni (6) 


22 Osj logt 2j? < emin (it 23,0 


<< > (2: t 2⁄3) ~ 1⁄2 t!2 << ti 


由 式 (2) ，(4) ，(6) 就 推出 所 要 的 结果 . 
定理 2 设 l>3,L=2"， 
o,=1—1(2L—2)-.. (7) 
那 未 对 所 有 的 t 一 致 地 有 
CCo, + it) << (t*) Dogt*t+ (t 9!“ (1— etit), (8) 
其 中 t* 同 定理 1, << 常数 是 绝对 正常 数 ， 特别 地 ， 当 
lo, + it- il> c, (c, 为 一 正常 数 ) 时 有 


¿(a + it) << (和 2210g t * (8) ' 


<n<t 
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证 : 容易 看 出 ， 4123W, 1⁄2<o,<1,KD3 P co Bf, c-> 1. 
而 1!=3 时 这 就 是 定理 1. 由 式 (23.1.4)( 取 x=txC=2r) 可 看 出 ， 我 
们 只 要 证 明 
11Teme<c (ICL-2)1og £ * (9) 
I<n=st* 


因此 ， 不 妨 设 t> 2r. W t, 由 式 (21.4.14) 给 出 . 利用 定理 21.4.2( 取 
k=), MFA (5) 可 得 | 


> n “17 一 > > Sisa 


1<n<t, 0s j logt 277l, <as2 Viy 
< È (25e) (27t) s pe» 
sj logt . 
<< tL-jogt , (10) 
当 
ti<a<b<2a<t (11) 


时 ， 必 有 唯一 的 2< mg 11, 使 得 
` t, 4 <a<t, 3 


由 定理 21.4.2( 取 k= m) 得 到 


> n 11” š << (t |) Item p MT2) (12) 
a<n<b 


= p0 m0) m-1+M 1) +QM-2) 


下 面 来 证 明 : 当 2<m<1 时 有 
(co -cl)(n 一 1+M-D-I+(CM-2) -<< QL—-2) 71, (13) 


容易 验证 上 式 等 价 于 : 当 2< ms [时 有 


2L— 2 mM -—- M+1 /“ TEA  mM-M+1 ° 
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而 这 当 2 m 时 显然 成 立 (等 号 仅 当 m= [一 1 时 成 立 ) ， 这 就 证 明了 
A (13). 因此 ， 当 式 (11) 成 立时 必 有 
> norit << 2 I (14) 
a<n=<b 


由 此 即 得 
> nei << 0 Dogt , (15) 


t< n<t 
ARAO, ，(15) 就 推出 式 (9). 定理 证 毕 . 
从 证 明 容易 看 出 ， 定 理 2 对 1=2 也 成 立 . 注意 到 cz= 0, 所 以 有 
¿Git) <<(t 91]og t * (16) 
从 定理 2 的 证 明 还 可 以 看 出 有 下 面 结论 成 立 : 
定理 3 在 定理 2 的 符号 和 条 件 下 ， 当 c2 o, 时 ， 对 所 有 的 上 一 
致 地 有 
CCa + it) << (t HY log t*+ (t 9!" (l1— c |+) 7 , (17) 
其 中 << 常数 是 绝对 正常 数 . 
证 : 由 式 (22.1.4) 知 ， 只 要 证 明 : | 
P poite (re) L-2 logt * , (18) 


lsnst* 
即 式 (9) 中 用 e 代 o 时 估计 仍然 成 立 . 容易 看 出 用 oa fÜ o 时 式 (10) 
成 立 ; 以 及 用 o Ro, 时 不 等 式 (13) 显 然 成 立 ， 所 以 式 (14) 用 o 代 oa 
后 也 成 立 ( 先 在 式 (12) HH ofo, ). 这 就 证 明了 式 (18) RE. 
下 面 来 给 出 在 o = 1 附近 的 估计 . 


定理 4 在 区 域 
o> 1— (log loglt|) 2 (oglt) !, [2 10 (19) 
P, AE ¿(c+ it) << (loglt|) ° (20) 
成 立 . | 
证 ， 不 妨 设 t> 10. 由 定理 3 知 ， 对 任意 整数 | 23 , 当 
O20, t> 10 (21) 
HJ, | 
t(a+ it) << tC? logt. (22) 
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设 是 足够 大 的 正 数 ， 对 tot, 我 们 取 


1 log t 
= — > = 9 23 
l | [og log Ea log i J! log log t2 3 (23) 
这 时 必 有 区 >4 及 | 
1 logt i1 log t 
— <L= < — . 
4 loglogt L= 2 2 loglogt (24) 
由 以 上 两 式 得 


L -l (log log t}? 
L-2 > 2L ?> oet x 
因此 ， 当 tzt 且 式 (19) 成 立时 ， 必 有 ac>oj .所 以 , 由 式 (22)， 
(24) 推出 
(a+ it) <<tUL log t << t *loglogt/logt Jog t= jog t. 

这 就 证 明了 所 要 的 结果 . 

利用 这 结果 可 改进 4(s) 的 非 零 区 域 ( 见 定理 10.3.1) ,这 征用 van 
der Corput 方法 所 得 到 ， 下 面 将 用 BHHorpazoBa 方法 来 改进 这 一 
结果 .在 此 之 前 ,我 们 仍 用 van der Corput 方法 来 得 到 一 个 在 
某 些 方面 改进 了 定理 4 的 结果 : 

定理 5 对 任意 正 数 c, , 在 区 域 


cy>1- c (log logii) (ogil), W>10 (25) 


中 有 估计 
| ¿(c + it) << (log Itl) (og loglt|) ~? (26) 
成 立 ， 其 中 << 常数 和 cy AR. | 
证 : 不 妨 设 o> 2, 以 及 上 是 充分 大 的 正 数 使 得 1- c (log log t) : 
(log t) !> 1⁄2. it r 是 待定 正 整数 ，f ,由 式 (21.4.14) 给 出 ， 对 任意 
的 


t <Sa<b<2a<t, (27) 
必 有 了 唯一 的 m, 2<m<r- 1, 使 得 
ta Sa<tn <t , (28) 


利用 定理 21.4.2( 取 = m) 及 分 部 求 和 得 到 
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> nti! < a! ~m /QM-2) 1 /0M-2) 
a<n<b 
<< fi ° £ m/QM- 2) 1/QM-2) 
m+1 (29) 


< (log D) it /GMm << (log patt: 


这 里 R=2"!, 现 取 r=[ log log t] , 当 上 充分 大 时 必 有 
rR < (log log t) 2 P£bs:< (logt)’,, 0<0<1, (30) 
9 为 某 一 常数 ， 利 用 以 上 结果 就 得 到 
<< (log t) t Rr << (log beie-tg0 ”<<1， 
此 外 ， 我 们 有 (利用 式 (21.4.14) ) 
Y n sh nn-! (32) 


< ti logt, < (log t) (log log t) `. 
由 以 上 两 式 及 式 (23.1.4) 就 证 明了 定理 . 
对 满足 式 (27) 和 (28) 的 a,b, 当 m 大 时 ,对 于 指数 和 


,2 n 用 BanorpanosB 方 法 可 得 到 比 Vvan der Corput 方 法 更 
好 的 估计 (见习 题 22.20). KER r= [log logt] 是 很 大 的 , 所 
以 相当 一 部 分 m 是 比较 大 的 ,因而 ,， 在 co=1 附近 可 用 
BHHorpaaoa 方法 来 得 到 更 好 的 估计 . 

定理 6 存在 绝对 正常 数 c , , 使 在 区 域 

1⁄2< o, lt|2> 2 (33) 

中 有 估计 | 
Elot it) < ltl eog lth) 222 (34) 
其 中 f(o) =(max(0, 1- s))12⁄2 << 常数 是 绝对 的 . 

证 : 不 妨 假 定 1⁄2<c<2, K t É ë 3 X BJ IE 32. JR 
logN= (log 023, 我 们 有 
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> n it < > nis n`! x Nmaz (1-0) log N 


1<n< N I<n< N 
< exp {max(0,1-— o) (logt)? } (logt) 2 
容易 看 出 ， 当 (1 一 go) (log1)” ”<1 时， 上 式 < (logt); 而 当 
(1 一 o)( log 1) 22 >1 时 ， 有 ( lI-o)(log)’ < (1— )22 - 
logt = f(o)logt. 所 以 无 论 何 种 情形 都 有 


> n° it < exp (Í f(o)logt](log 2⁄3. (35) 


I<n< N 


另 一 方面 ， 由 推论 22.3.5 可 得 " 
t t 3 

Z mef ya (Tw) et ea EL) 
: N log’t 


N<n<t <n<y 


log t 3 
— +Í —c c l — — V 
=t | +| exp fa o) v— c, log% ba 


log N 


1-0- Cv? 
<t ° ad max exp (-or =) 
| og 


logN < v< log t 
Í| p? 
i exp r 一 一 一 一 ju 
os N = 2log’°t 
o & t'est Í max exp(...) } (log t)2⁄, (36) 


当 1-a>cs 时 ， 只 要 常数 c， 取 得 适当 大 ， 由 定理 7. $. 2( 取 
k= 1) 知 估计 式 (34) 成 立 . 当 ez> 1 时 ， 由 以 上 两 式 及 式 (23.1.4) 
知 式 (34) 也 成 立 ， 所 以 ,, 只 要 考虑 1 一 cs<o<1 的 情形 . 设 g (o) 
=(1—o)u—2- !c u (logt) 2. H g X(u)=(1—o)— (3/2) - 
cav? (logt) 2 #l, 4 p= vo = (2 (1—o)/(3 c ))'2 logt Et, 
qu)=0, 且 gu 是 最 大 值 . HJEK EK: 当 1 一 c,;<o<1 时 


1) cs 是 推论 22.3.5 中 的 常数 . 
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rr = ns - ` 


| 1⁄2 
>. n" "it < api - (去 J (1 一 cj32log 上 (log t)? 
. 


N <n<t 


| (37) 
由 式 (39) ，(37) 及 式 (23.1.4) 就 证 明了 这 时 定理 也 成 立 . 
由 定理 容易 看 出 : 对 任意 正 数 c, , 在 区 域 
o>1-cs(loglt) 22 li>2 (38) 
Wd (otit) < (og|D22 , (39) 


其 中 << 常数 仅 和 c， 有 关 . 以 及 对 任意 正 数 c，, 在 区 域 
c21—ci (loglt) 23 (og log t)? ltlz 10, (40) 
中 有 估计 | | 
| ¿(s + it) << (log ltl) s+22, (41) 
Eihc,=c,(c 22 有关 的 正常 数 ，<< 常数 是 绝对 的 . 
注意 到 定理 21.4.3 及 定理 22.3.6， 并 利用 渐 近 公式 
(23.1.3) ， 容 易 看 出 : 4H tls, a)— a (0<as 1) iE is) 时 以 
上 结论 全 部 成 立 ， 即 
定理 7 当 用 t(s,a) 一 as RE L(s) 时 定理 1 一 定理 6 的 全 部 
结论 以 及 估计 式 (39) 和 (41) 都 成 立 . 
读者 容易 写 出 这 些 结 论 的 具体 形式 和 证 明 . . 
目前 关于 51/2+ 认 的 阶 估 计 的 最 好 结果 是 Bombieri 和 
Iwaniec" 利用 他 们 所 证 明 的 指数 和 的 某 种 均值 定理 ”而 得 到 的 : 对 
任意 的 E>0 有 
t(1⁄2+ it) << Id ere (42) 
在 此 之 前 较 好 的 结果 都 是 用 十 分 复杂 的 多 维 van der Corput 方 法 
得 到 的 . Kolesnik” 证 明了 式 (42) 中 的 9 56+ e 要 用 较 大 的 数 
139 858 来 代替 . | 


1) On the order of £ (1⁄2+it), FER. 
2) Some Mean — Value Theorems for Exponential Sums , FER. 
3) Acta Arith ,45 (1985), 115—143. 
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$2. L(s,x) 的 阶 估计 


式 (14.1.7) 可 写 为 
L(s,x)=> xh +q} x(h) fe ( na )- (Ë) 1 (1) 
h=1 h=1 


q 


ke4- 
h=1 | . q q 
由 此 及 定理 1.7 就 可 立即 推出 相应 于 定理 1.1 _ 1.6 BJ LCs, x) BJ 
阶 估 计 ， 以 下 所 用 的 符号 同上 节 
定理 1 设 g> 1, xmod q. 那 末 ， 
L(1 /2+ it, y) << q1⁄2(t Y's logt*; (3) 
在 定理 1.2 的 条 件 下 有 
L(o +it,y) <<q °l Hor Ploglilt È hr", W> 2, (4) 
其 中 << 常数 是 绝对 正常 数 ; 在 定理 1.3 的 条 件 下 ， 当 o> 0 
时 有 
L(o+it, z) << q!" 2 1/21- 2) gl 二 和 t22, (5) 


其 中 << 常数 是 绝对 正常 数 ; 在 定理 1.4 的 条 件 下 有 
Llo + it, x) << (loglit) ° exp { log q (log 用- ' (log loglt|) 2 }, 


-6 


(2) 


4 
IL(s,y)|< Y” h 
h=1 ` 


| lr|> 10; u (6) 
在 定理 5 的 条 件 下 有 
i y) ce Ell op 1 S'logqloglogii | 
L(o+ it, y) << log log l * | log ld | 
H210, 5 (7) 


其 中 << 常数 和 c ,有 关 ; 在 定理 6 条 件 下 有 
Ll(ot+it,xX) <<q' dao Qog)? +E K, R|>2, (8) 
其 中 << 常数 是 绝对 的 ; 在 条 件 (1.38) 下 有 | 
L(o+ it, z) << (log lt)? exp{c, log q (logltl) ° 1, |> 2, (9) 
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其 中 < 常数 和 c 有 关 ; 以 及 在 条 件 (1.40) 下 有 
L(o+ it, x) < (log |t]) s*22expíc,logq (log |t|) 2 (log loglt])”?) 


ltlz 10. (10) 


其 中 < 常数 和 c, 有 关 . 

上 面 所 得 到 的 估计 ， 对 上 取得 了 较 好 的 结果 ， 但 对 9 的 方 次 
却 增 大 了 . 这 是 因为 我 们 是 从 式 (1) (或 式 (2)) HE, X qg 事实 
上 是 用 了 最 然 和 估计 . 把 估计 (3)，(4) 和 习题 14.6 相 比 较 ， 就 可 
看 出 用 现 有 的 方法 来 估计 时 ， 关 于 gq 和 上 的 结果 相互 制约 着 .为 


了 要 同时 改进 4 和 的 方 次 ,情形 就 变 得 相当 复杂 ， 当 c= + 
时 即使 是 单独 要 求 4 的 方 次 < 十 也 是 很 困难 的 . 应 该 指出 的 


是 ， 在 这 方面 Burgess 首先 证 明了 : 对 任意 s>0 有 

(4 titz) < qte(|d +1). 
AAE Heath-Brown FERD MA T — 6 j: — F E, 
特别 是 证 明了 : 对 任意 s>0 有 


L [+ + it, r) < (q Celt 1)) +s, 


这 些 证 明 是 很 复杂 的 . T RKE Heath — Brown 的 一 个 结果 
( 引 理 3)， 由 此 ， 他 利用 推广 了 的 Burgess 方法 和 van der 
Corpu 方法 证 明了 上 和 式 和 其 它 结 论 . 由 这 一 结果 能 十 分 容易 
地 推出 

”定理 2 对 任意 的 x modq 有 


L [T +u] <a D) (11) 


2 
先 来 证 明 | 
引 理 3 设 q>1,xmod g 是 原 特 征 , T=|tlt 1. 再 设 N Æ 


1) Quart .J . Math . Oxford (2) , 31 (1980) , 157-167. 
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整数 ， 


M(N) =max X y(n)n" f (12) 
M<N lN<n<M+N | 
我 们 有 
1 . _ 
L [z + it, x ] <<1+ M29 12 
/ k=0 . 
. exp | =, log? (1+2+(47) 1) | (13) 


证 : 不 妨 假定 t>0, 并 记 s= 1/2+ it. W (s, ú H = (14.2.5) 
给 出 ,考虑 积分 


l j d 
I(s,y) = pr | sr+ w, X) exp (w- Je . (14) 


把 积分 直线 移 到 Re w= - 1, 移 过 一 阶 极点 w=0, 留 数 为 5(s,X) ， 
再 利用 函数 方程 (14.2.6) 就 得 到 
I(s,x) =e(s,x) — iqt) sx). (15) 
Kls Os 21I(s,y)]. (16) 
进而 利用 式 (14.2.5) 得 到 | 
ILDIS IE n Jamg, (19) 


因而 


w= x" fe (w?- mw.) de dw ,x>0, (18) 
(1) 


fw =T (tts J (2 J . (19) 


下 面 来 估计 JO). W w=u+io. 由 Stiding AR (3.3.17) 
知 ， 当 Rew= -— 1⁄4 BÍ 


f(w) <<exp EG t+ vl) — -HogT + O(log(lv [+ 2)) (20) 


及 
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因此 ， 把 式 (18) 中 的 积分 移 到 Rew= —1⁄4 (过 极点 0 , 留 数 为 
2ri) 就 得 到 


J(x) <<1+ (xT `!) asaf exp [- D ?十 ++ v— |t + s|) 


or Ea | (21) 
其 中 4， 为 某 一 正常 数 . BER rt p<] ol, 故 得 
x)<<1+(xT 2) + O 
进而 估计 J (x). 对 式 (18) 求 导 可 得 (容易 验证 这 样 做 是 可 以 
的 ): | | 
JO -- <| fap — jn (23) 
$ J ` ;: c + 
当 Rew=0 时 ， 由 Stirling 公式 (3.3 IDA | o 
f (w) <<exp fe- lt + oD+ O(log(olt >]. (24) 


所 以 ， JEA has Re w= 0( 不 移 过 极点 ) ,用 类 似 方 


法 可 得 | o 
J x) << x`. (25) 


当 x 相对 于 了 较 大 时 ， 我 们 可 改进 估计 式 (22) 和 (25). 设 
k>1, L= L+ L+ L, 是 如 下 -的 积分 线路 : 工 ,: u=0, 
-æ <v<S —k;L,:lwl=k,e2>0;L, :u=0,k<ue<coÁ. 显然 有 


Jœ -| x-f (w) exp (w= iw) de | 4 | +Í , (6) 
L | L, "L Yiz, 
由 式 (24) 知 , 在 Li,L; 上 有 E 


TOLI 2 mw] a 


.488 - 


所 以 , 


f+] <| = e tafe -40 为 四 
Li L, k 0 


(27) 
| <et? 
EFA L, 上， 由 Stirling 公式 (定理 3.3.1) 得 
Re (— wlog x+ log f(w) +w’— inw 4} 
=—tlog(xT !2) + 于 (t+ 0 一 |t 士 四) 十 2 一 7 
+ O(ulog(k+2)) ` 
S 2e—u log (xT 14) -k?+ A, klog(k+ 2), - (28) 
4 为 一 正常 数 . 如 果 
x2 Á; 7 | (29) 
AKR, 5 A, 足够 大 时 ， 可 取 大 = 


一 > Jog(xT 2) > 1, HE 
Ref- log + log ff w) +w 


2— imw /4 1 
< ispa k2+ A, klog (k+ 2) 
<- k+ A,klog(k+2) < — 2⁄2. ` (30) 
综合 以 上 估计 ， 对 充分 天 的 A,, 当 式 (29) 满足 时 ， 
J (x) << ce-erp| s. (log(xT-2))2), (31) 
在 同样 的 条 件 下 ， 类 似 地 可 证 
J ‘(x) << x 'exp - 于 (log (xT), (32) 


不 难看 出 ， 事 实 上 估计 式 (31) 和 (32) 对 x>0 都 成 立 ， 这 时 
<< 前 数 和 4 有 关 , 且 把 xT 全 改 为 1 十 XT '” 


W g(y) =y IIn gr y). 把 式 (17) 写 为 
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L(s p< X Í > TOOD (33) 


k=0 \akleng2k 
由 分 部 求 和 可 得 
zk 
i- L, x (n)n gln) = | sal oo 


ak 
= (> , r (ndn) g29- |. (> T g (y)dy. 


由 以 上 对 J(x) ，J 《x) 的 估计 可 得 
g (29 << (217!) -12 exp f- (log (1 +2*1(gT) -12) y.) 
R42! x< 2* 时 有 


g (x) << (2 0) *2exp r — (log (1+2*-1(gT) | 


由 以 上 四 式 就 推出 式 (13). | 
定理 2 的 证 明 : 当 g=1 时 ， 这 就 是 式 (23.1.18). 先 假定 
q>3,x modg 是 原 特征 ， 设 整数 上 ,满足 
2to< (qT)!2<2 kotl 
由 引 理 3 知 


L( 士 + it z) < 1+9 2k2+ Y 2k2exp r r; (log (1 


k<ko k>ko 


+2*(gT) =a) 


< 1+(qT)!⁄A+ Y 2k2exp r 4 oge} 
k=0 
< T)”, | 
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所 以 定理 成 立 ， 当 xmodg( q2>2) 为 非 原 特 征 时 ， 设 
xmodq —— x*modq *q *⁄?q . 那 末 ,由 式 (14.1.3) 及 已 证 的 结论 
得 

A + it, x)= 工 (二 + it, y ") [[ (1- x*(p)p ?2-7) 


přa pa 


«<(g*T)' || (1+p-22)<<(qT)!/* 


pha *p/q 


也 
定理 证 毕 . 
如 果 把 Heath— Brown 的 方法 和 Bombieri— Iwaniec 的 方 
法 ( 见 $1 结束 ) 结合 起 来 ， 应 该 可 能 得 到 好 的 结果 . 


3] 题 

1. 利用 定理 4.4.1 及 其 附注 ， 从 定理 1.2 及 定理 2.1 的 式 (4) 推出 Lt(s) 及 
L(s, x) 在 长 条 g， | 中 的 阶 估计 ， 

2. 写 出 定理 17 的 全 部 结论 的 表述 和 证 明 . 

3. 写 出 定理 2.1 的 证 明 . 

4. 证 明 : 对 任 给 s>0, 存在 c=c (e)>0, 使 当 c >1-c logt? (log loglt)24 
jk|210 时 有 (a) ((c+it) << (loglt|)2⁄2**; (b) IESER Kk. 
p O (otit) << (log|ih)24k+0243+s << 常数 和 大 有 关 ( 利 用 Cauchy 积分 定 


4). ` 
5. 相应 于 31 中 的 结果 ， 试 求 《(s),“(s,a) 一 a 在 长 条 0<<o<1/2 中 的 估计 . 
(对 “(s,aJ) 要 用 渐 近 函数 方程 ). 


6. 证 明 : ¿(1⁄2+it) < W 1A (利用 习题 21.10 (b) ). 
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第 二 十 五 章 0 5 L(g,») 的 积分 均值 定理 


ERAS L 函数 理论 中 ， 对 积分 均值 
kE + i i 


dt , (A) 
wro- | 
| p (q) x modq 


(k 正 整数 ) 的 研究 占有 十 分 重要 的 地 位 ， 它 们 在 解析 数论 的 许多 
著名 问题 中 有 极 重 要 的 应 用 . 4 k=1 Bf, I(k,T)#ü ICk.T; gj 
都 已 经 得 到 了 渐 近 公式 ， 这 是 31 一 833 所 讨论 的 内 容 . 当天 = 2 
时 对 Ck, T) 也 得 到 了 渐 近 公式 ， 这 将 在 34 讨论 . 但 对 I(k,T;gq) 
仅 得 到 了 所 希望 的 上 界 估计 2( 见 》29.3)， 而 没有 渐 近 公式 . 猜 
测 对 大 > 1 1(k, T) 1(k, T; q) 都 应 有 渐 近 公式 ， 但 事实 上 ， 当 
k 之 3 时 ， 我 们 还 不 能 证 明 2: 对 任意 正 数 e 有 
I(k,T)<<T:, 大 >3， (C) 
Ik, TiQ << T'*, k>3. (D) 
Heath — Brown? 证 明了 i i 
16, D <T? (log TD)", 
T.Meurman” #gdf T Heath— Brown 的 结果 , 证 明了 
I(6.T ;q) < (q*/0(q)) Ts, 


T t ae 
L(+ +it,x|\ dt (B) 


1) 最 近 有 一 些 进展 , 见 Rane, Proc. Indian Acad Sci.Math.Sci.90 1981) 273286. 
王 炜 改进 了 Rane 的 结果 (将 发 表 ) . | 
2) 从 Lindel6f 猜想 可 推出 估计 (C) 和 (DD) 成 立 . 
3) Quart .J.Math. Oxford (2), 29 (1978) 443— 462 ;J.London Math .Soc .(2) ， 
. 24(1981), 65— 78. 
4) Amn . Acad .Sci. Fenn .Ser. A , Math .Disser., 52 (1984). 
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= 


为 任意 正 数 . 

¿(s, 由 的 一 次 积分 均值 定理 的 证 明和 *(3 的 是 完全 一 PER, HB 
从 前 者 可 推出 L(s,x) 的 二 次 积分 均值 定理 . 所 以 在 》1 和、2 中 
”我 们 讨论 Ksa) 的 二 次 积分 均值 定理 . 

关于 积分 均值 (A) MO) 及 其 种 种 变形 和 推广 已 作 了 广泛 深 
和 的 研究 , 有 关内 容 可 参看 : [15] ,[17] ,[24] ,[26] ,[32] . 


81.c(s,a) 的 二 次 积分 均值 定理 (一 ) 


对 0 <a<l, H Š2. 2 的 例 !( 取 m=1) 及 
1 1 
> (n+ J) 2, n+ 


. ,mr 
= a140- -oË rr tow 


=c(a)+ O(w `!), w2 1. (1) 
立即 推出 | | 


> y =logw+y+ cla) + 0(w 5, w>1. (2) 
O<n<w | 


首先 ， 我 们 利用 L(s,a) 最 简单 的 渐 近 公式 (23.1.3) 来 证 明 
定理 1 设 了 > 0. 我 们 有 


T ' 
| (4 + isa) dt=Tlog T*+(y+c(a) )T 
0 . 


+O(TJlogT * +a '2 T). (3) 
其 中 ， 对 任意 实数 u, 记 
u*=max (|u|, B), (4) 


B>3 为 任 一 给 定 的 常数 ， 以 及 0 常数 仅 和 B 有 关 . 
证 : 在 渐 近 公式 (23.1.3) PR x= T *C= 2, 得 到 
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(4 + it 路 Y (nta) "+ O((T 9'2(1+ t) 7), 


O<ng<T*-a 


O<t< T. (5) 
(4 ti aj=a = +o, O<t<T, 
I fa 

| (4 Tisa) 


由 此 及 c (a) 的 定义 (1) 知 式 (3) 8 T < B 时 成 立 . 
当 T>B 时 ， T= T * 由 式 (5) 推出 (利用 Cauchy RFA) 


故 有 


2 
dt= Ta !+ O (Ta !2), 


T<B. (6) 


T I > 
| (4 +i a) =] +O(T+ [!2T1⁄2), (7) 
0 
其 中 
T 2 
-| Y (n+a)''2-it] dt 
o !O<gngT-a 
(mta Yay (8 
= ( taam a) "a| maja 8 
到 DEIN n 0 nta 
=T > (nta) + } (nta) '!2(m+a) P ` 
O<n<T-a O<n#m<T-a 
(sess y (22 1 
1108 nta nta 
=+ I,. 
由 式 (2) 知 


1 = TiliogT+(y+c(a))T+O(1). (9) 
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此 外 ,容易 看 出 


L=—-i > (nta)- “(mt+a)-'? (ata) (os m+ ay 


O<n#m<T-a a. n+a 


<<a 22 (nta) +) È (n+a)-2(m+ a) 2 


lsnsT-a lgn¥m<T-—a 
(e) (eta Y 
nta Ë nta 
aT’ + |, (10) 
其 中 无 利用 Hilbert 加 权 不 等 式 (定理 28.4.4) 可 得 
p< y He <. (11) 


i<a<T-a 天 十 和 


综合 式 (8) 一 (11) 即 得 … 


I=Tliog T+(y+c(a))T+O(T+a AT). (12) 
注意 到 式 (1 ， 由 此 及 式 (7) 推 出 定理 当 T> B 时 也 成 立 . 

应 该 指出 的 是 ， 定 理 1 的 证 明 看 起 来 是 很 简单 的 ， 但 为 了 得 
到 估计 式 (11) ,我们 利用 了 将 在 第 二 十 八 章 中 证 明 的 Hitbert 加 权 
不 等 式 ， 这 一 结果 的 证 明 是 很 困难 的 . 利用 经 典 方 法 ( 见 下 面 引 
理 2) 仅 能 得 到 
| I ,<< T log T. | (13) 
这 样 ,利用 最 简单 的 渐 近 公式 (23.1.3) 就 不 能 证 明定 理 1 ,而 需要 
利用 渐 近 公式 (23.1.8) 才 能 由 式 (13) 推出 定理 (证 明 是 完全 一 
样 的 ， 见 习题 6). 这 种 经 典 估计 方法 是 简单 又 易于 应 用 的 ， 下 

面 来 讨论 这 一 方法 . | 
引 理 2 设 T>2,0<o<2. Ftb, 为 复数 ,| b.|< n°. BB 
末 对 任意 正 数 4 有 


> b, b, (iog ay 
I<m<n< T m 


.495 . 


< 0<og1- A(ogT)-1, | 
lg T,- l-AGogT) !<o<1, (14) 


其 中 << 常数 仅 和 4 有 关 . 此 外 还 有 
> bn b, b (iog a): << min (log T, (o —1)?),1<0o<2. 


I<m<n<T 
(15) 
证 ; 以 F(T,o) 记 式 (14),(15) 左 边 的 二 重 和 把 它 分 为 两 


部 份 : 
F(T,)=> + = 2+2, (60) 
mn n /2<m<n | 
当 O<c<1 时 ， A O n 0 U 
> < 53 n ° y m << (2 m) (17) 
 l<n< T I<m<n /2 l<n< T 


<(| =e Y =(T “一 1)? (1- -0) 2, 


m= n— r, 利用 :一 = log(1— x) >x (< x< DT 


È -了 a > (n— pf: log S) o 


2<n<T | igr <n/2 


<< nt y r << >, m'etllog n 


1<n< T 1<r<n 2 2<ngT ` 
<< (log r) | x+! dx < pr ie T, (18) 
由 以 上 两 式 及 微分 中 值 定理 就 推 得 式 (14). 
当 a>1 时 ， 


F(T,o} < Y (mm ` ~ (iog za.) <<togoT, (19) 


Iem<n< T 
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最 后 一 步 可 从 式 (17) 及 (18) 的 证 明 中 推出 . 当 c> 1 时 ， 同 样 可 
> <[ > n") (1+2 m) o (20) 


n>] m>1 


< (| dx) (1f erdo )= olo- 1) 2, 
1 1 f 


> < > Kai log n< | x tl logxdx= + (o—1)?. (21) 
由 以 上 三 式 就 证 明了 式 (15) | E 

利用 渐 近 公式 (23.1.8)( 或 (23.3.3) ) 可 以 证 明 比 定理 1 要 好 
的 结果 ， 由 于 我 们 将 在 $2 中 利用 更 精确 的 渐 近 公式 (23.4.1) 来 
推出 更 好 的 结果 ， 所 以 这 些 将 放 在 习题 中 (见习 题 7) . 这 些 结果 
都 是 基于 (sa) 的 渐 近 公式 得 到 的 . 下 面 我 们 对 于 ks) ， 利 用 它 
的 函数 方程 ， 用 复 变 方法 来 证 明 它 的 二 次 积分 均值 定理 ， 且 得 到 
比 定理 1 更 好 的 余 项 估计 ， 先 证 明 一 个 引 理 . a 

引 理 3 设 4(s) 由 式 (7.1.20) 给 出 ,，c>1,T>2. 那 末 有 


1 [| 4 d 

2 万 ; 

T c—iT n 

| 2+0 (nT 2(1+ (logT/2nn) °) ,1<n<T/2x, 


o m T° 21+] logT/2nr |" 1)), n> T/2x, (22) 


其 中 O 常数 和 HR. | | 

证 : 先 证 第 一 式 . 设 m 是 正 整数 ， T, =2eT, K L 是 以 
c+iT,, - (2m+ 1) +iT, 为 顶点 的 正 向 矩形 围 道 . 由 式 (7. 1. 23) 
和 (7.1.20) 知 


A(1— s) =2. ‘z T (3) ors /2 2 sx!" ‘(TO s) sinns 2)- ' 
(23) 
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以 s= —2j(j=0,1,2,...) 为 一 阶 极点 ， MNC 219 
m ’iK2j)!. 所以, m> oo 时 


1 AU- , 2(2xzn) 2; _ 
7ni k ds -Ë (- )š OD 一 2cos2xn= 2. 


(24) 

由 式 (3.3.13) 知 ， 当 Res= — (2m+ 1), m 之 1 时 有 
 T(I-s)=—sT (=s) = /ə2xz Cs) e+ 912 | 
25 
这 里 O 常数 和 m 无 关 ， 及 —x/2<arg(— s) <z/2. BERRA 

(23) 就 推出 在 直线 Re s= — 2m+1), (m> 1) 上 有 
A(1 — s) < (27) 2m+3202M+I(2m+}) ~ Qm+3⁄2) o rltl/2 (26) 

<< 常数 和 m 无 关 . 因此 ， 对 固定 的 TI 和 nn 有 


— Qm+1)+iT, 


A-9 s) ds<<T, (2x/(2m+ 1))I2 


~ Cm+1) 一 
'(2men/(Qm+ TD)zslesn2 (27) 


令 m œ, 由 上 式 及 式 (24) 就 得 到 


c+i T| c+iT] 
1 A(1-s) i24 AU-s) J. 
2ni c—i n° 2ni 7 n° 
1 . -wo-iT G- ) f ， 
+ - | ALS. 一 一 ds. | ` (28) 
2mi eiT, n | 


下 面 来 估计 上 式 右 边 的 两 个 积分 . 在 直线 Ims= 十 
— o0 <o<c 上 式 (25) 也 成 立 ， 在 此 两 直线 上 有 | 
(— s) s 1⁄2— e6- 1⁄2)og|sl| o i6- 1 2)arg (— s), 
| Jarg (- s)| <z⁄2, -wo<og0, i (29) 
arg(—s) =+zx/2+ 0.(T7'), 0<ca<c,Ims=F T.. 


. 498 - 


所 以 ， 在 此 两 直线 上 总 有 
exp {i(s—1/2) arg( — s) }<< ex 1⁄2, (30) 


注意 到 在 此 两 直线 上 sin !(zs/2) <<e 41%, 从 式 (23) (25), 
(29), (30) 就 推出 在 此 两 直线 上 


A(l—s) <<(2z)!⁄2-s eos! (31) 
因而 x 
c+i T I Aa 9) c 2 . . 
— n 1/2=0 o 
|. r ds <| m iT, ; (en) “do (32) 


<< -1/2 ⁄ T a = T' c—-1⁄2 (人 -1 
n Iren o=T° 2n ‘(logT nm) !, 


最 后 一 一 步 用 到 了 条 件 T = 2eT > 4nen. 为 了 证 明 所 要 的 结果 ， 还 
要 来 估计 积分 


Ni A-9) p 


e+iT n 
由 式 (3.3.17) 知 ， 当 a= c, T < t< T, Bf, | 
AU- s) n= n (2 A) 12 e001+ oliti- D, 33) 


其 中 
F(t) =- z/4+ tlog (tA2nen). | f ' (34) 


所 以 ， 利用 引 理 21. 1. 3 就 得 到 
cCTIT . ， . T, ， /2 e-i 
| Aü- ui (2 y ro (Th 2) 
eir Ho rf m 
c=-1⁄2., —-c T =l 
< T“ !2hn (i+ (e Inn ) ). (35) 
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同样 可 得 


J AU- is < TAn (1+ (loe T )) (36) 
cif; n f Znn - 
H (28), (32), (35) K (36) 就 证 明 式 (22) 的 第 一 式 . 式 (22) 


的 第 二 式 的 证 明 是 十 分 简单 的 ， 同 式 (35) 的 证 明 相同 . 利用 式 
(33) 及 引 理 21.1.3 得 到 (注意 条 件 T<2xn) 


ctiT 
| A410 ase f pr s) dst O (n=) 


n’ 


. T 2 1⁄2—c . 
= —;in ° | (2 ) e Odt+ O(T c-1⁄2n_ c) 
1 


log | | (37) 


« Te 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
定理 4 RT 2. 对 任 给 的 s>0 有 


j 


4 B+ | dt= T log T+ (2y— 1 一 log27) T+ O(T 1/2+8) : 
(38) 
证 : 由 函数 方程 (7.1. 21) 可 得 


` T T 四 
1 í 1 
‘(二 + i) a=| [1 一 Jel jao (39) 


1/2+iT 


-i | A0- 3628) ds 
1⁄2—iT 


由 估计 (7. 5. 10) (这 结果 用 不 到 “(s) 的 渐 近 公式 ) 
‘(十 tit)<<(Ii + 1)1⁄4+: (40) 


‘$00. 


可 以 看 出 ， 这 里 可 假定 T/27 为 半 奇 数 ， 设 工 是 以 1⁄2 + iT, 
(+e) +iT 为 顶点 的 正 向 矩形 围 道 ， 由 留 数 定理 知 


i | A(1-— s)¢?(s)ds= Res A-9 =0(1). 
L | (41) 
设 c= 1+e. 我 们 有 


ctiT 12+iT . 
We Ja i- alhas w | ) 
t 2-iT evif. eHiT. lo, ` 


| i A dE dt 00D. (42) 
由 估计 起 GT) 及 (7， 5, 7, a 5. D 可 推出 5 


.. c+iT I . ; 

| Ai -9P eT" © (43) 
1 二 

而 由 引 理 3 可 得 | a | 


oeo d ctiT | 
+ . A gC) E. l A= k 


c= T ciT 


dn) g 


(AD 


ax zl o | 


一 2xy ae opam dn) (| 


n< T/2 m" 
熟知 
Ë > d(n) = yiogy+ Or- Dy+ 002, (45) 
n< y 
È dinel (40) 
n=1 
此 外 ， S 5 x 
ë dn) |, r _ ` ` ü 
log 一 一 | = 十 十 (47) 
2 n° o 2nz. pA A >, 
<< T+ log T ELS 
TAr<ngTA | E 2nn . | 
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<< T1 n- -L | +00) <<1 
Tám<n<T/k 2 
这 里 用 到 了 
a _ ~ du a- b 
log b -| > a>b. (48) 


”从 式 (42) (44), (45), (46) ,(47) 就 证 明了 式 (38). 


52. ¿((s,a) 的 二 次 积分 均值 定理 (二 ) 


”本 节 要 利用 更 精确 的 渐 近 公式 (23.4. 切 来 改进 定理 1.1, 并 
进而 在 下 一 节 推 出 L(s, Xx) 的 二 次 积分 均值 定理 . 
+O(T'“min(1, T' (a +logT 9). | (1) 


ERI 在 定理 1.1 的 条 件 和 符号 下 ， 我 们 有 
证 ， 当 T< B 时 ， 由 定理 1.1 知 式 (1) 成立, 故 可 假定 


‘($+ it a) i 
T> B. 由 式 (23.4.1)( 取 B=B,) 及 式 (3.3.17) 知 


dt=TlogT * (c(a) +2y— 1—log2x) T 


¿(12+it,a)=I+I+I5+IL, O<t<T. (2) 

其 中 (以 下 符号 同 定理 23.4.1) 
I, = " (n+ a) 12, (3) 
L=exp{i(tlog 2r #+t—x/4) ) Èe C na) n! (4) 
I=e tog (2x-2[x]T b- d Qr 9, (5) 
LZS. | i (6) 


因而 有 


1) Rane ,J.London Math. Soc . (2) , 21(1980) , 203—215. 
' $02. 


i ER 让 ` = 


i T T T 
a= | PPat | | |? dt+ 2re| I, L, dt 
0 0 0 


(4 +ita) 


T T T 
+ zre | I L, dt + Ref L L dt+ | ILF dt 
0 0 Ü 


f 


pT T 
+2pe| (I + L+ Diart| ILV dt. (7) 


下 面 分 别 估计 这 些 积分 ， 前 两 个 积分 为 主 项 , 其 余 均 为 余 项 . 设 
M= VT/Arx 一 0， 


T,=min {tlt > max(2x (n+ a)?, 2x(m+ a)’)}. (8) 
t20 | . 


由 式 (3) 及 交换 积分 号 与 求 和 号 得 x 
T T | 
fin dt= 2 (m+ a) 12 (n+ a= ( mta) P 

= 》 (n+a)!(T-T)”+t 2 (m+a)'!2(n+ a) 12 
| 0<n< M  O<m#nr<M | 
Cee 
taj nta nta 
O =L t>. 
ke a 
= -T ig +te(a)T-2r È 
S y og, 二 ?CQ Tn (n+a) 
VB/2r —a<n<M 
+ a Xr < 
= + log 3 十 orea- 一 4) OT). 


1) 这 里 的 TT| 是 m =n 时 的 值 . 
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分 出 n=0 或 m=0 的 项 ， 利 用 引 理 1.2 可 得 


. y <a": > (n+ a) -+ > (m+ a) -12(n+ a) in 


Isns M 1<m<n<M 


+a \-! 
. Í| h , 
(es mta J 


. _1 
<<a 1⁄2T1⁄41_ B (m+ 1)- (n+ 1)- (og 二 +1 ) 


1<m<n<M m+! 


<<a ?Ti + T'?10g T ， 


由 以 上 三 式 得 
2 T T _ 1 
hu. |*dt = log 一 一 >x +a; t)r 
+0 (a 1⁄2 T1⁄4+ Ti2log T ). (9) 
完全 一 样 可 证 (相当 于 a= 1 的 情形 ) ， 由 式 (4) 得 


fi Pd= -£ log +[ _ 4) T+ O(T'logT). (10) 
设 C=M+a=VTOr > | 
T,=min {tt *> max(2z (m+ a)’, 2an?) }. (11) 
由 式 (3) ，(4) ， 以 及 交换 积分 号 与 求 和 号 得 到 


T 
| Ldt= X > (mta) rec ei %;m.m)qt, 


O<m<M I<n<Q 


(12) 
其 中 _ 
F(t) = F(t;m,n) = -tlog 3 +t- + +tlog(n(m+ a)). 
(13) 
显 有 


F '() =- logtA2rn(m+ a)), F% = 一 上 (14) 
把 式 (12) 右边 和 式 分 为 两 部 份 : 
.404 . 


rk steer Pr A Ho。 


T ， . 
| Lhd= È 2 + 
0 


O<m</B/m a i<nsJp2r OSMSM 1<ngQ 
. > 


=L +>... E (15) 
由 引 理 21.2.1 RRON 的 第 二 式 可 得 


£ <a T". | o (16) 
EE 再 分 为 两 部 份 x 
>, TA TAR ARTE K 


由 引 理 21.1.3 及 式 (14) 的 第 一 式 ( 这 时 了 ;=max(2r(m+a) °, 
22) ) 得 到 


-1/20712 [og ax ((m+a) n) Y ' 
> < >, mta | n [los (m+a) n ) ， 


| m—niz2 


(18) 
当 |m-n|>2 时 有 


max(( m+ a) m) 
( m+a)n 


_ 和 Amt nt a) m+a>n, 
logn Am+ a) >(m- n)/2(m+n+a), m+a<n, 


log 


所 以 
> << y y (m+ a)n’ -min+a 
O<m<M 1<n<Q Im— nl 
| m-nl22 


<<a 1⁄2 Y n+ 》 (mn) `!2n An- m) (19) 


2<n<Q0 l<m<n<Q0 ` 
<< q T+ T 1⁄4 )2 m"? > pr-1 
i<m<Q Il<r<0—m 


<< q 1⁄2 T1⁄4 + T'?logT. 
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再 利用 引 理 21.2.1 及 式 (14) 的 第 二 式 , 得 
> < Ti > > (m +a) `n’ 


"SmeM rse 


<< T'2(a -V2+]ogT). | (20) 
综合 式 (15)，(16) ，(17) , (19) 和 (20) 即 得 | 
. T 

| L L dt<< T'2(a ?+logT). (21) 

容易 看 出 ， 由 式 (5) ， 式 (6) 可 得 
| | 1,|?2 dt << T!2, (22) 

T 

| | LPdi<<1l. (23) 


由 此 及 式 (9) ， 式 (10) ,利用 Cauchy 不等式 可 推出 
T 
| sk ase T'200g7)'2+a taa, j=1,2,3. (24) 
0 


最 后 来 估计 式 (7) 右边 的 第 四 、 第 五 个 积分 ， 这 是 比较 麻烦 
s. 8 T,=min | tlt *> 2an +a)?}. I (25) 
由 式 (3) , 式 (5)， 及 交换 积分 号 与 求 和 号 可 得 
Í ras | Oza A eisa g(2x— 2[x] + b— a) 


` È (n+a)- 12+tiüqt 
O<n<x-a 
T 


=}, (n+a) '2] (2zÁ39'!24g(Qx— 2[x] + b-a) 


O0<n<m T3 


j a) + tlog (n+a)) 
. e Ua + tlog (n+a dt 


= È + 
OgngVB2x -a VB2x -a<n<M 
=>. +2, , | (26) 
容易 看 出 ， 
T 
y = > ` (+a) | (2r /)!⁄4g(2x— 2[x]+ b- a) 
7 OgngVB rx -a | JB | 
eiS atog atad dt+ O (a 1⁄2) , (27) 


T 
> ,= 2 (nta) | (27 /1) !⁄4 
VBN: —a<n<M 2x (n+a)2 


g (2x—2 [x] + b— a) ei (f (ta)+tlog (n+a)) dt . (28) 
估计 以 上 两 式 中 的 积分 的 方法 是 把 积分 区 间 分 为 这 样 一 些小 区 间 ， 
在 这 些小 区 间 上 [x]= [Vtr ] 及 b= [xj [x-a] 均 为 常数 . 
容易 看 出 ， 这 些小 区 间 是 有 下 面 的 形式 : | 

Jó(a): 2xq2< t< 2xn(q+ a), 
Ji(g): 2zx(q+a):<t <2n(q+1)2 
在 Jo(g) E, [x]=q, b= 1; Æ J, (a) E, [x]=q, b=0. 这 些 
小 区 间 的 长 度 << q. 我 们 把 区 间 [B, T] 和 [2n(n+ a)2, T | # $ 
” 解 为 这 样 的 一 些小 区 间 之 和 !. 这 样 就 有 
|. 


< 2 (+a) 1⁄2 > 
|. 


(29) 


haya, (30) 


| Lo 
J) (q) 


7 O<n< Blr-a [VB1a2r ] <q d j 
> < > (n+ a) 1⁄2 > | 


VBi2n -a<n<M n<q<Q 


+ 


容易 看 出 有 显然 估计 (以 下 q 均 在 式 (30) ，(31) 中 指出 的 范围 内 ) 
1) 这 时 ， 最 左边 的 小 区 间 的 左 端点 和 最 右边 的 小 区 间 的 右 端点 可 能 和 原 区 间 的 
左 、 右 端点 不 同 , 在 这 种 情形 , 我 们 规定 这 两 个 端点 取 为 原 区 间 的 相应 的 端点 . 

这 不 影响 下 面 的 估计 . | 
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| <<(g+ 1)!2 , {=0,1. (32) 
| J1(g ) 
下 面 来 进一步 估计 这 种 积分 .为 此 设 
h(t) =h(t;n,a )=f(t,a)+ tlog(n+a), 
 k(t)=k(t,a) =(2r A)'*g (2x—2 [x]+b—a), 
当 gq 之 n 二 3 时 ， 在 每 个 小 区 间 J (q) (1=0, 1) 内 有 
h) = — log (2 z (n+ a)? 4) + — (b-a) (214), 


ARROEN) ) ` 
|h (t| > 1o (gqgAnt+ a)) — 1A2g) 2log (q An+1))— 1⁄2q) 
一 T log (gAnt+ 1)). | (33) 


此 外 ， URO 知 在 每 个 小 区 则 J (a) (l= 0, 1) 内 有 

h” (t) <<t-! <<q -2 k(t) <<t hg 

k(t) <<t 3⁄4 <<q 22 | (34) 
因此 ， 当 q> n+ 3 时 ， 利 用 分 部 积分 ， 由 式 (33)， (34) 得 到 


O z Í k (D) ) 
dt \h (t) 


h(t) 
< q (log qAn+1))“', | I=0,1. x (35) 
利用 估计 (32) 和 (35) 就 得 到 ( 取 Sgr >3) 


> << q taq"? > jg- 2 (n+ a) 
[VBa 0d . ISn S4 B/2n 7a 


(a 1) 2 + > gq 


"+3<q<Q 


tqm 
teJ, "Q 


| | k (de tdt max 
J 


<< a 2 T 14. (36) 
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> < 2 (nt ae(or+ 3'2+ > g’? 


VBDxr -a<n< M n+3<q<Q 


` (log qÁn+ D~) 


< T!'2+ 7 > (ng)-'?(log gq/n)-! 
o | 


VB -a<nsM n+3<q<Q 
<< T !'”]og T. (37) 
最 后 一 步 用 到 了 引 理 1.2， 由 式 (26) ， (36) 及 (37) 就 得 到 
fz L dit<<a 12144 T1⁄2]og T, (38) 
用 完全 一 样 的 方法 可 汪 x 
| Ë I, dt<< T ! log T. (39) 


综合 式 (7)，(9) ，(10) (21), (22), (23), (24), (38) 及 (39) 
就 证 明了 式 (1) 

最 近 Heath- Brownub0 讨 论 了 定理 1(a= 1) 中 的 余 项 的 积分 均 
值 


$3. L (s,x) 的 二 次 积分 均值 定理 


利用 熟知 的 恒等式 , 
> |L(s,x)Ë = o (g) q ° > 


z mod q 


cs A) c= Res, (1) 
q 
从 定理 2.1 就 可 证 明 


定理 1? 设 T>0, q>1,T * 由 式 (1.4) 给 出 . 我们 有 


1) Mathematika ,25 (1978) , 177—184. 
2) Rane , J.London Math .Soc .(2) , 21 (1980) , 203-215. 
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T 
1 |! 2 
一 一 一 一 区 (一 +it, | dt 
p (q) >. | G i x) 


_ 09(9) ( _ a, mer ) | 
7 {Tiog T+ 2y—1+log >> b pi T 


+0lo (Qq Tmin, T'AlogT 9). (2) 
jz. ”由 式 (2.1) 及 (1) 得 


Jn Oa sa 
0 E L > it, X t 


=ọ(q)q`' i TiogT *+ (2y— 1 1— log (2z))T) 


+ Tq’ y c(h/a) + Olola) q T'?minl, T'2)logT 3) 
o [rama Tor y am (3) 
h=1 


z: MERER w>% 
` + =E pd > h- -7 H y 1-! 


1<h<w dlgq i1<igwd! 


=} pa (os w: smolt) ) 


a (log w+ y) — -2 , logd + of w) (4) 


3 N 


y A log4= y LAm 
dlg nid 


=} - H (n)A (n) y> u (f) 


-nig n nfiq- f> n)=1 
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-F log p u (f) 


pa Ppflg, (f.p)=1 f 
-29 y 28r (5) 
q plg p-1 ` 
由 以 上 两 式 就 得 到 
工 __9(9) | log p ) (22) 
2 h q logw+ y+ 5-1 +O J: (6) 
(h.q)=1 


由 此 及 式 (1.1) 推 出 : 对 整数 w2>3 有 
gq Ye (hq) =Y by (qn+ h) '— q"! lq) (log w+ y) 
h=1 h=1 n=0 
+O (q'o (q) w!) 


y ` e (2) 20 (ogwt y+0 (2 1a) 


I<sm<qa w M 
(m.,qa)=1 
(0 ( ogp ) 
ogq + Y 
pla p- ! 


ñ ee + dq) so) 
qw 
< wm œ 即 得 


Ly (t) = ptg) ue Jog P ) (8) 
h=1 


q p4 P 1 
此 外 ， 我 们 还 有 
y 1 1⁄2 = > u (d) 53 1- “ao +o( a) 
h=l dlq j=1 . 


由 式 (3) (8) 及 (9) 就 证 明了 定理 . 


34.《(s) 的 四 次 积分 均值 定理 


本 节 将 利用 定理 23.5.1 和 定理 28.4.7 来 证 明 t (1 从 + 认 的 
四 次 积分 均值 定理 . 这 个 证 明 是 由 K. Ramachandra” 给 出 的 
定理 1” 设 T>2. 我 们 有 


| (二 + 
为 证 定理 1 需要 以 下 两 个 引 理 . 
引 理 2 设 xz>2, r 为 正 整数 ， 那 末 ， 当 4<1 时 有 


Y d'(n) n < x" i (log x)? T! ; (2) 


nx 


当 4>1 时 有 
Y d'(n)n << x (logx)’™!, (3) 


n> x 


这 里 的 << 常数 均 和 4 ,rr 有 关 . 

| 利用 文献 [12 ] 的 第 六 章 35 定理 3 的 式 (2) 及 / Abel 求 和 公 
式 (2. 1.2) 就 可 推出 式 (2) 和 (3). 

5183 i x2>3. 我们 有 | 

> d2(n)n 7! =(4r?)~ logt x+ O (log x). (4) | 


` n<x 


证 : ”利用 熟知 的 关系 式 
E d’ (mn =t (Ç (29), oa>1, (5) 
由 定理 6.5.2 知 , 对 c >0, T> 2 及 半 奇 数 x 有 | 
oo- 二 | Tora 2 dw+o( | 
27 i Te 


n<x i ¿£ (2 十 2w) w 
c= i T 


dt = si TlogT+O(Tiog*T). (1) 


1) J. London Math . Soc .(2), 10 (1975) ,482— 486. 
2) 最近 Heath — Brown (Proc . London Math . Soc . (3), 38 (1979), 385—422). 
证 明了 更 好 的 渐 近 公式 . 


.512 . 


其 中 H(x) 由 文献 [11 ] 的 定理 317 知 可 取 


| = —logx ` | 
HO) =exp( log log x ) (7) 
容易 计算 留 数 x o 
a(R X )- T log “x +a,log` x 


u ealog ?x +a ogxta, 
| o 4: ; log “x+ O(log’x), (8) 
其 中 a, 为 一 些 常数 . 因而 由 留 数 定理 知 ， 对 0<6<1A4 有 


=l. ¿(l+ w) l 
EPT C(2+2w) w 4m2 


| -85-iT -6+iT ctiT | 
+ — (| +| +| | ). (9) 
2ni c-iT - ô-iT -ô+iT 


对 充分 大 的 了 , 取 (4 为 一 常数 ) 


log* x+ O (log? x) 


S ó=AGogT) i, A>4. (10) 
由 定理 7.5.3 知 | | 
T 

‘£4 (1+w) "l -5 dv 

— dw<<x š logi T 一 天 -一 一 
f ‘C2+2w) w 8 or Vô?to? 
<<x log T, (11) 
ec+i T C4 (l+ w) X lw x :1og + T | (12) 
Ls ¢ (2+ 2w) w T ` 


现 取 c =(log x) !, T=exp (2 log x (log log x) `!), 注意 到 这 
时 有 | 
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x `Š logi T = (log x) 742 (2 log x)° (log log x) `° , 
由 此 及 式 (6) — (12) 就 可 推出 所 要 的 结论 . 
定理 1 的 证 明 : ”由 定理 23.5.1( 取 FF (s, k=? (s) K x= T) 
S S |o—-1⁄/2| <0.01, 2<T<t<2T (13) 
时 有 
£: (9 => 4(m ne ™ T+A? (SY dinn" 


— =] A2(s+w)) d(n)n** T (w) T" dw 
(3⁄4) 


2ni AST 


- 二 Æ (s+ w) >, dn) niT(w)T"dw 
M Jaa) x<T 
+0(T-), (14) 


其 中 4(s) 由 式 (7.1.20) 给 出 ,进一步 可 把 它 改写 为 
¿2(s)(A(s)) !=J (s) +J,(s) +e), (15) 


其 中 
IOSA Y 4(n) n °, (16) 
I= A(9 Y didn, (17) 
J.G) =A WDE dne), (18) 
J.(s) = (A(s)) E d(n) n se "7, © (9) 


n> T 


J,(s) =— wz iA(s)) ~ | A? (s+ w) 》 d (n) ns+w 1 
n> 了 了 


(—3⁄4) 


` T (w) T " dw, (20) 
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J.) =- 0i | A’(s+ w) 5` d (n) n5t»! 


(1⁄4) n< T 
` [(w) T"dw, ` | (21) 
J,(s=O(T -") . (22) 
H+T|A(1⁄2+it)| =1 (W&(7.1.22)), 所 以 


2T l 4 2T 

| (1 rit J| a= | (J, +J,)”dt 
T r 

+ o[ 


ro( | > EA (23) 
T k=) | 


这 里 J =J,( 12+it), 1<k<6. RAB J =J, MWA, 
Jt J, 是 实数 .下 面 分 别 来 估算 这 些 积分 ， 
当 |a-1⁄2] <0.01 ff, 


2 了 6 
| (J, + J,) È Idt| ) 
T k=3 


gtit 
n 


2T 2T 
| Pa=| | A(c+it)| ° 
T T 


2T 
« T22! | 
T 


< T2° >, d: (n) n 2 (eT 1)? 


n< T 


< T2}, nd? (n) <<TlogsT， — (24) 


n< T 
这 里 先后 用 到 了 式 (7.1.25) ， 式 (29. 2.10)( 取 g= 1) 
|e*—1| <x, O<x<1, 


以 及 引 理 2 ， 同 样 可 证 ,， 34 | Á — 1⁄2] <0.01 时 有 


y d hn) en dt 
n< T 


2 
dt 


Y d(n)n™ ` (e "T— 1) 


n< T 
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| |J, (s)| « T L d? (n)n -re -2n7T << T'log 37， 


(25) 
最 后 一 步 用 到 了 (在 式 (2) 中 取 4=0, r= 2) 


> d':(m) << xlog x 
及 求 和 公式 (2.1.2). 


当 |o—1⁄2|<0.01, Tst<2T 时 ， 利 用 Cauchy 不 等 
A, 式 (7.1.25) 及 (3.3.22) 可 得 


|J; (s) 1 < ra] | A(s+ w)141T(w)1 
(3⁄4) ` 
. |》 d(n)n™ |? dw 
"r -34 riT/2 | | | | 
<< rasa] + O (T -10) . - (26) 
-3⁄4 —iT /2 | 


由 上 式 ， 式 (7.1.25) ， 式 (29.2.10)( 取 4= D, 以 及 引 理 2 可 
推出 : 当 |o —1⁄2| <0.01 时 有 | 


-3⁄4+iT/2 


[iora < res | IT (w)l dw 


` 7 -34-iT/2 
. Í! 2d (n) n! |? dt+ O(T `°) 
r n> 
<< T x F (T+ n) d: (n) n+ O (T `°) 
<< T log’T. o (27) 
类 似 可 证 , 当 |o 一 1/2| <0.01 时 有 ° 
[or dt << Tlog’ T. (28) 


下 面 来 估算 含有 J o J 的 积分 ， 由 式 (7.1. 25) 及 引 理 2 M, 
4 |o-1/2| <0.01, TSt <2T 时 有 
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IJ ,(s)|<< T2} d(n)n ° <T?logT, (29) 


nT 
|J,(s|<< T! Y d(n) n °" < T lg T, (30) 
n< T 
|J CD << T'Y dwn << Ti2logT， (31) 
n< T 


|J ,(s) | << T 12 d(n)n ° e * T << T 1! |og T. 
n>T (32) 
最 后 一 式 还 用 到 了 求 和 公式 (2.1.2). 再 由 式 (7.1.25) ， (3.3. 
22) 及 引 理 2 可 得 : "*4]|o-1⁄/2] <0.01, T<t<?T W, 


—3⁄4+iT 2 


lJ, (l< T° “| 147(st wl (w)| 


—-3⁄4-iT/2 


. |> d(n) n" '|do+ O (T -10 ) 


n> T 


<< T54-"》 d (On 1⁄4 <T bg T. (33) 


n>T 
以 及 
1⁄4+iT /2 


IJ ,(s)| < arl |A? (s+ wT (w) 


1/4-iT/2 . 


` l. d (n) n” |d + OCT -10) 


<< T DY Ia) ns 3⁄4 + 0 (T `!) << T 1⁄2 log T. 
n<T (34) 


由 式 (7.1.25) ， 式 (29.2.10)( 取 4= 1), 及 引 理 2 可 得 : 当 
1/2- 102 <ø < 1/2- 10- 时 | 


RST 


2T | | | 
| |J ı (s)|? dí << T” -TY d? maT d? (mn re) 
T. sT 


<< T log ° T ; (35) 
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ee pt ip Es i 


同样 可 证 ， 当 1⁄2+ 10 š <o <1⁄/2+ 10 -2 HA 
2T 


| |J, (s)|2 dt<< T log ° T. (36) 
T 
利用 式 (29) 一 (36) ， 由 复 变 函数 的 Cauchy 定理 可 以 证 明 


2T 


| Ra<<riogs7， k =1,2. (37) 
| T 
2T 


| nas Tio: T. k=1,2, l= 3,4,5,6. (38) 
T 


这 两 类 估计 的 证 明 方法 是 一 样 的 . 设 c =1⁄2-10-*. 我 们 有 


2T 1/2+i2T “oi+i2T otiT 
ia =] r1(9as= | | J? (s)ds 
T i +iT 


1⁄24+iT 1/2+iT 
1⁄2+i2 T 


+ | J: (s) ds<< T log °? T, (39) 
a ti2 T f 


最 后 一 步 用 到 了 式 (35) 及 (29). 同样 的 , 设 cy =1⁄2+10 °, 
利用 式 (36) 及 (30) 可 得 


2T 1/2+i2T c 7 +2iT 
if a=] iu- | J2(s) ds 
T l 


/2+iT s> +i T 
o2+iT f . 1⁄2+i2 T 

+| J? (s)ds +| J? (s)ds 
1⁄2+i T ay +t2i T 


<cTiogp:T. — (40) 


以 上 两 式 就 证 明了 式 (37) . 用 类 似 办 法 可 估计 式 (38) 中 的 各 个 积 
分 : 凡是 含 J, 的 按 估计 式 (39) 的 方法 讨论 ， 凡 是 含 J, 的 则 按 
估计 式 (40) 的 方法 讨论 ， 并 分 别 应 用 式 (29) — (36) 中 的 相应 的 
估计 式 . 

最 后 ， 我 们 来 求 主 项 ， 由 定理 28.4.7( 取 义 ， =logr, u, = 
d (r) r 12) 及 引 理 3 可 得 
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y dín) n] dt 


27 2 了 2T 
| J na | a a= | 
T T T ingT 


-TX d’ +o (Ta (m ) 


n< T 


=(2z) ?TIlog*T+O(T1og’:T). (41) 
综合 式 (23), (24), (25), (27), (28), (37), (38) (41), 
就 推 得 


Í |J¿ 12 +it)|*de=(2z= 2)! TlogtT+O0 (F log? T). (42) 
gar < T< 2K+2 我 们 有 


T i . 2-Kr 1 4 

J ‘(十 +i] |° a= | e) dt 

+y | kG + 
k=0 J ; Ir 


-Kl 
=0(1)+ (2x) 13 2 -k-1T]og4(2 -*-! T) 
k=0 as 


K-I 
+ of 27Tlog3(2 am) ) 


k=0 
= (27°) ' T og T +O (T log’ T). 


这 就 完全 证 明了 定理 1. 
应 该 指出 ， 在 解析 数论 中 经 常 应 MERREMI E 


| (Ü): 


dt << T log * T. (43) 
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ed cesarean ee ice RREA | 


它 的 证 明 要 比 定理 1 简单 得 多 ， 这 将 在 29 3 中 证 明 ， ilii 
出 上 函数 的 四 次 均值 估计 . O 
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l. 利用 定理 28 28.4. .4 可 把 引 理工 2 改进 为 怎样 的 估计 式 ， 
2. 利用 渐 近 公式 (23.1.4) 及 引 理 1.2 证明: (a) 存在 正常 数 A, 当 1⁄2 
和 0 入 2 ， 了 >2 时 有 


T 
| |£ (o +it)l? dts AT min((z—1⁄2)"!, log T ). 
l 
(b) “对 任意 的 cv, >1/2, 509 <c<? “2 时 一 玛 地 有 | 


T 


| Ic (atir)? dt~ Tt Q0), 


求 出 这 渐 近 公式 的 误差 项 . 把 这 些 结论 推广 到 4 (s, a) kE. 
3.， 设 kz>1 是 固定 整数 ， cc> 1 是 给 定 的 实数 . 证 明 : 对 任 给 s> 0 有 : 


四 I o 
| rc+ir)l2cdt =T d? (n)n t +0(1+ T? °*:), 
0 n=l 


-REA E 1, d =F di (0). 


4. 利用 渐 近 公式 (23.1. o) TEAN: (a) 存在 正常 数 A, 使 得 当 1⁄2<o<2, 
T>2 时 有 


Peorianremee- 1⁄2) 1, log “T); 
(b) 对 任意 的 co >1⁄2, 当 oo <o<2 时 一 一 致 地 有 
| Í |g lotit dt 一 TUON 一 ao) ， 


，，: 求 出 这 渐 近 公式 的 误差 项 . 
5. REK k23. 利用 式 (23.1.9) 证 明 : (a) 41i-k'<o<s2 时 有 
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T I 
| e+rippaar<rmiad ok-1)*, (log T)* ); (b) 当 
1 
T 
c>l-k`' 时 有 | I¢ etit)? fdt ~ TŁ d? (n) n 2°. 


利用 式 (23.1.9) 及 引 理 1.2 证 明 : i |£(1⁄2+it)|2dt ~ Tlog T. 


i 进而 求 出 这 渐 近 公式 的 误差 硕 (在 式 | (23.1. 9) 中 适当 选取 xy). W4 
WREE A £ (s, a). 

利用 定理 1.1 的 证 明 方 法 ， 把 上 题 中 的 主 项 进一步 改进 为 
Tlog T+(2y— 1—log2z)T, 并 求 出 误差 项 (在 式 (23.1.9) 中 适当 选取 
x,y). 把 相应 的 结论 推广 到 “ (s.a). 

. 把 定理 1.4 中 的 误差 项 改进 为 了 ”log T, JEH c 的 值 . 

. 试 把 定理 2.1 推广 到 ‘otit, a), |o—1/2l <140. 进而 相应 地 推 
站 定理 3.1. f 
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第 二 十 六 章 Waring 问题 


1770 年 ，E. Waring 在 他 的 Meditationes Algebraicae 

一 书 中 ,首先 提出 了 这 样 的 问题 ; 每 个 日 然 数 N 一 定 至 多 是 

四 个 平方 数 之 和 ; 九 个 立方 数 之 和 ; 十 九 个 四 次 方 数 之 和 ， 等 

等 .他 并 没有 给 出 这 些 结果 的 证 明 ， 但 这 表明 他 相信 : 对 任 给 正 
整数 k>2,— ff m= m(k) 使 得 不 定 方程 

xito ‘+xh=N, X20, j=1,.…,m, (A) 


对 每 个 自然 数 N 必 有 解 . 这 就 是 著名 的 Waring 下 问题 

Hilbert (1909) 首先 用 很 复杂 的 方法 证 明了 对 所 有 的 k>2 ， 
m=m(k) 的 存在 性 . AX, O.B., JIuunnk (1943) A| H 
HI HHpenbMaH 密 率 和 华罗庚 的 著名 不 等 式 ( 见 习题 9) 给 出 了 
这 结果 的 另 一 证 明 ， 华 罗 康 (1956) 又 进一步 简化 了 这 一 证 明 . 
但 是 用 这 些 方法 得 到 的 mMk) 的 值 都 是 很 大 的 . 因此 ， 很 自然 
的 要 进一步 问 : 为 使 不 定 方程 (A) 对 所 有 自然 数 N 可 解 的 最 
小 的 m=m (k) 应 为 多 少 ? 把 这 一 最 小 值 记 作 g (k) .容易 证 明 


ee 
sw 22+[ (4) | -2 (B) 


猜测 对 所 有 的 k>2 有 


so- (4) | -2 0 


关于 g(h 的 研究 基本 上 已 解决 了 . 具体 结果 如 下 : g (2) =4 ,这 
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就 是 著名 的 四 平方 和 定理 ， 这 一 结论 很 早 就 为 一 些 数学 家 提出 ， 
并 由 Lagrange 在 1770 年 就 证 明了 ; g (3) = 9 ,这 是 A . Wieferich 
于 1909 年 证 明 的 , m L.E. Dickson (1939) 证 明 : 除了 23 和 
239 外 ， 每 个 自然 数 至 多 是 8 个 立方 数 之 和 ; 陈景润 (1964) 证 
明了 g(5)=37; 3 k>6 , 且 条 件 


k | k 

(人 站 [Ga e 
成 立时 ， 那 末 式 (C ) 成 立 (L. E.Dickson,S.S. Pilai,R. 
K. Rubugunday 等 1936— 1944). 猜测 条 件 (D) 对 所 有 
k>1 5 R z. R. M. Stemmler( 1964) 已 验证 ， 当 
6<<k< 200000- 时 条 件 (D) 成 立 ,而 K. Mahler (1957) 证 明了 对 
充分 大 的 k> k, s& (D) 必 成 立 (但 Mahler 的 方法 不 能 具体 定 
H k); g (4) 的 精确 值 还 没有 定 出 ， 最 好 的 结果 是 19 < g (4) 
<21 (Balasubramanian , 1979). 而 Thomas (1974) 已 证 明 当 
N<10 3 N>10 时 ， 一定 可 表 为 不 超过 十 九 个 四 次 方 数 
zar. 

Hardy # Littlewood (1919 一 1928) 首先 提出 用 圆 法 来 研究 
Waring 问题 .利用 圆 法 不 仅 可 讨论 不 定 方程 (A) 对 充分 大 的 N 
的 可 解 性 , 而 且 当 m 适当 大 时 还 能 得 到 解数 的 渐 近 公式 . 后 来 ， 
H.M .BunorpanoB(1928) 对 他 们 的 方法 作 了 重大 的 改进 . 这 
样 ， 比 讨论 g(h 更 有 意义 的 是 讨论 这 样 的 问题 : 为 使 不 定 方 
程 (A) 对 充分 大 的 N 可 解 ， 最 小 的 m= m (k) 应 为 多 少 ? 把 这 
一 最 小 值 记 作 G (k) .容易 证 明 ( 见 [12 , 第 十 八 章 $21): 

4k, k=2'>4; (E) 
TOER BNN 其 它 . | | 
Hardy 和 Littlewood 猜测 , “k22 时 有 


1) 最 近 , 已 定 出 g(4)=19( 见 C.R.Acad. Sci. Paris , Ser . J 303 (1986) ， 
85— 88 ;161 一 163.) 
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ME  k=2!>4; 
G(k) <2k+1， 其 它 . í (F) 


关于 G(k) 上 且 前 仍然 知道 得 很 少 . 华罗庚 ( 1938) 和 
BunorpanoB (1947) 分 别 证 明了 当 | | 
m>2:+1, - | (G) 
(见习 题 5—11), 及 
= mè>2k’(2logk+loglogk+ 2.5), k>10, (H) 


“时 ， 不 定 方 程 (A) 对 充分 大 的 N 可 解 ， 且 可 得 到 解数 的 渐 近 公 
式 (参见 定理 7.1 , 习题 32). 由 此 立即 得 到 
| 2+1, k<10, 
G (l) < | í (D 
x 2k? (2log k+ log log k+ 2.5), k>10. 
各 果 不 需 要 得 到 解数 的 浙 近 公式 ， Banor panos (1947, 1959) 
证 明了 


3k log k+ 11 k, 


G(k) < < 2klogk+ 4 klog log kt 2 klog log log k (J) 
 +13 kU, k> 170000. 


对 于 小 的 k 有 如 下 结果 : G(4)=16 (Davenport , 1939), 
G (3) >7” (lunnar 1942) ,最 近 Vaughan’ 和 Thanigasalam ? 
证 明了 G (5) < 21,G(6) <31, G(7) <45, G(8) <62, 
G (9) < 82 ,以 及 其 它 一 些 结果 . 四 x 


1) 最 近 Kapamy6a (HAH CCCP Cep. Mat .49(1985),935— 947) 改进 了 
”这 一 结果 . 

2) McCurley , J. Number Theory , 19 (1984), 176—183 . 

3) Proc . London Math . Soc .(3),52 (1986),445— 463 ; Mathematika 33986) , 
6 一 22 ; J. London Math . Soe . (2), 33 (1986) ，227 一 236 : 

4) Æ Acta Arith.46 (1986) 上 有 三 篇 文章 . 
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S Vaughan” 还 证 明了 : 对 k= 3 当 7 m=8 时 不 定 方程 (A) 
的 解数 有 渐 近 公式 x 

- 本章 是 用 圆 法 来 研究 Waring 问题 ， 主 要 证 明 两 个 定理 : 
(a) 存 在 正常 数 ci , 33m2 c ik'logk 时 ,方程 (A) 对 充分 大 的 
N 可 解 ， 且 解数 有 渐 近 公式 (定理 7.1); (b) 存在 正常 数 c, , 使 
得 G (k) < csoklogk ,但 这 时 不 能 得 到 解数 的 渐 近 公式 (定理 8.1). 
本 章 不 讨论 g(k). 关于 Waring Ù 问题 的 进展 及 有 关 文献 可 参 
看 : [14] , [33] , [341], [35] ,及 Ellison 的 介绍 性 文章 ( Math 
Monthly ,78(1971) ，t0 一 36). i | 


SI. Waring 问题 中 的 圆 法 o 

设 k>2. 以 了 = q9 (N) EREDE 
E xi+. ..Txk= N, X 20, j= 1,. m; (1) 
的 解数 . 本 章 中 NN 均 表 充分 大 的 正 整数 , 并 设 P= N 对 任意 
实数 t 关 0 有 . 


| U a a " 
| r- | Srat- Nadas | S" (a)e(— Na)da, (2) 
Ë -tk E 

其 中 | E 
S (a) = © elx"). (3) 

| O<x<P . : | 7 8 | 

I1<<2. (9 
ME, 表 以 下 所 有 的 区 间 之 和 : _ 
 [aq-1⁄/q, ab+1 tl, o | 
(a,q)=1, 0<a<q, 1<q<Q. (5) 


i) J. Reine Angew . Math. 365 (1986), 122 — 170. | 
”2) 有 时 也 取 为 [aq-1⁄ ,aq+14], 但 这 时 要 满足 r>2Q2 时 ， 这 些小 区 间 
才 两 两 不 相交 . 
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显然 ， 这 些小 区 间 均 在 单位 区 间 [ —1⁄,1-1.F] 中 ， 且 由 条 
f (4) 知 它们 是 两 两 不 相交 的 . 再 设 


 E,=[-16⁄, I-1A]NE.. (0 


这 样 一 来 ， 我 们 就 确定 了 单位 区 间 = ,1 一 一 L| 的 一 个 


Farey 分 割 E, 称 为 是 基本 区 间 ， E, WAREM. 相应 的 7 
就 可 表 为 x 


1f s=(a)e(- aN an+ | Sm(a)e(—wN)da= 1 + I, (7) 
在 32 中 将 证 明 : 2⁄4 m 满足 一 定 条 件 时 ， 对 适当 选取 的 Q 和 
r (SEN 有 关 ) , 4 NƏ— co 时 在 基本 区 间 E, 上 的 积分 I, 可 以 有 
一 个 渐 近 公式 . 而 在 83 , 8 4 ,35 中 将 进一步 研究 出 现在 这 渐 近 
公式 中 的 有 关 各 项 . x 
“对 于 每 一 个 属于 余 区 间 E, 的 a ,由 E, 的 定义 及 Dirichlet 
定理 ( 见 引 理 19.3.5) 知 : 必 有 9g,a 满足 
Q<q<r, (a,q)=1, _ (8) 
使 得 1) 
a— & < A < L ; (9) 
q qt q 
因此 ， 可 以 利用 Buuorpanos 方法 来 估计 Weyl 和 5S(a) 
( 见 322 .2) ， 从 而 得 到 余 区 间 上 的 积分 L, 的 一 个 较 好 的 估计 . 
这 是 Š 6 所 要 讨论 的 内 容 . 
利用 以 上 所 得 到 的 结果 ， 就 可 以 证 明 前 面 所 说 的 关于 
Waring 问题 的 两 个 定理 . 这 是 用 圆 法 来 研究 Waring 问题 的 途 
4. . 
$ 2. 基本 区 间 上 的 积分 的 渐 近 公式 
为 了 推导 渐 近 公式 ， 先 证 明 一 个 引 理 . 


D 见 引 理 20. 1.1. 
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i WA JOf —a t s 


引 理 1 设 q>l,(a,q =l, z p3 3. PK, 3 
t22 kP ,| z | <(qu) ~ B}, 


s [= +: )= 四 S(q,a,k) | e(z x t) dx+ 0 (q) ， (1) 


关中 Eas 
a 
s.a.) = s(a,ax)= Èe (£ tt). (2) 
I=1 
证 : 显 有 | 
s(£ +: )= [= n) Y e(z xb) 
q I=0 q O<x<P 
| x= | (mod q) 


Ho ( 2 r) S e(z(qd+D*). (3) 
i P-1 


=0 - L cas PA 


| 4 
由 条 件 z>22kP m, 4 —I/q<y< (P-—- l) q 时 


= ikaz (+D <+, A 


P: ( z (qy+ 
因而 从 定理 21 . 1.7 得 到 
P 
2 e(z(q d+ = 二 | eexoaro0 (5) 


- L< < =L 
q q 


由 此 及 式 (3) 就 推出 式 (1). 
AIIE 21. 1.3 容易 证 明 Y 对 任意 的 4>1 ,4>! 有 


Í e (y) dy < 1. 
所 以 对 任意 实数 z ,U>0 有 
| e(z x2)dx < min (U ,| z T) ; (6) 
0 | 
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因此 ， 渐 近 公 式 (1) 中 的 积分 有 信 计 
P o7 
| e(z x')dx < min ( P, |z] x)= Z. (7) 


由 式 (2) 给 出 的 三 角 和 S(q, a, k) 称 为 完整 三 角 和 (或 有 
理 三 角 和 ) ， 它 在 Waring 问题 的 研究 中 有 重要 作用 . 利用 最 
简单 的 估计 指数 和 的 Weyl 方法 ， 可 以 证 明 

Siqa k)< q x (8) 
其 中 K=20' e 为 任意 正 常数 ,< 常数 仅 和 k, 有 关 ( 见 
习题 6) .华罗庚 证 明了 x x 
 S(q.a,k) < s | . (9) 
其 中 < 常数 仅 和 kk 有关 . 我 们 将 在 下 一 节 证 明 这 一 结果 . A 
用 它 就 可 以 推导 出 下 面 的 基本 区 间 上 的 积分 的 渐 近 公 > 式 . 
定理 2 当 m 之 2k+1 ,以 及 
Q=cP1(0<4<1-k`'!) ， ), NQ > +> 2kP*`! (10) 
时 由 式 (1.7) 给 出 的 积分 L 有 渐 近 公式 
J = N 量 -JE +0(N U F), (11) 
其 中 


Jsm= | (| oaj eya, (12) 


FAN) = È S(t sa. aD] e(- 2 一 J. (13) 
它们 分 别称 为 Waring 问题 中 的 有 异 积分 和 奇异 级 数 

证 : 先 来 证 明 奇 异 积 分 和 奇异 级 数 的 收敛 性 . 对 任意 正 数 
B, ,由 式 (6) 知 , 当 m>2k+ 1 BJ | | 


| | e(yuddul d 
B! 


° _ Tm. 
dy <| min (1 ,y * )dy 


Bi 


Ú ú NN 充分 大 时 ,条件 (1.4) 显 然 满 足 ， 而 c 是 某 一 正常 数 ， 
.528. 


m 4i 


«min(1,B,* ), (14) 


所 以 ， 奇 异 积分 J(k ,m) 当 m> k+ 1 MAIKS. 
由 估计 式 (9) 可 推出 , 当 m>2k+1 时 ,对 任意 正 数 B; 有 


"< Y q t < B; v 2 (15) 


q> B3 


t 
—S( ° , k) 
d 41: 


q>B, a=0 


所 以 , 奇异 级 数 SCN) 当 不 次 + 工时 绝对 收敛 . 
由 引 理 1 , 式 47) ，(9) 和 (10) 推 出: 当 g>1,(a,q)=1 太 
|z |< (qz) -时 有 


s. 4 +z )-( S(4.a.b | (| ex9ax) 
| + O (Zig- PE" +q"), (16) 
其 中 O 常数 和 kım 有 关 ( 下 同 )， 进 而 有 | 


六 > (< p ).(- (= +z jwja 


-ir 


m l/r P m 
-[ T s.a.) e(- = N) | (| etxa) 
q q -1q 0 


1/gr 


Z”! dz +q™'rt ~) . (17) 


1- mL 
'e(-Nz)dz + Oa k | 


作 变 量 替换 y= Nz ,x= Pu ,由 式 (14) 知 : 33 m2 k+ 1 时 


[ 
l qt 


m 


dy 


m om | al 
a= p= | | e (yu*) du 
N qa 0 


~HE +1 
«primin (1 ,( 2 ) ); 09 
qt 
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| e(z XxX) dx 


类 似 可 得 ， 当 m> k+ 工时 
dz < P™* min ( u 
q 


-1⁄4z 
N +1 . 
| z ) x )a9) 
以 上 两 式 也 证 明了 奇异 积分 (12) 34 maktik. 再 由 式 
(7) 知 , | | 


| e(zx*) dx 


Lr P m-i 
| zZ"! q; <| P”! qz +| 2 k dz 
0 ` pk 


-lq 


log N, m=k+1; 
< | (20) 


Pp”*-!, m2 k+2. 
由 以 上 四 式 及 式 (9) 推 出 : 当 m> k+ 1 及 条 件 (10) 成 立时 ? 


Í s"( 2 +z)e(-(2 12)n)a 


-iq 


= P=-k J (k m) [ Ls (q ,a D)e(- A N) 
q q 


+o[a P= (Ë) i tq pmog Ntg" 中 
| (21) 
进而 ， 当 m2> 2 k+ 1 时 有 


q-! m 
LEPJ (km > 2 (+ TER) e(- a N) 
q<Q a=0 q q 


+o [= 2 (Ë Kas Q+ o" a). (22) 


1) m>k+1 时 ,下 式 中 的 log N 可 去 掉 . 
.$30. 


利用 式 (15) 及 条 件 (10) ， 由 此 就 得 到 所 要 的 渐 近 公式 (11). 

以 下 三 节 将 分 别 讨论 完整 三 角 和 S(q,a,k), 奇异 级 数 
SIN) 及 奇异 积分 J(k ,m). 

关于 基本 区 间 上 的 积分 L, 华罗庚: 进一步 证 明了 以 下 的 
最 住 可 能 结果 : 


定理 3 设 PENT: 


= 2k 9 t= 2kPr! . (23) 
那 末 存在 正 数 5>0 ,使 当 m 之 max (5 ,kk 二 1) 时 ， 
LÆNE Jk, MAN) tO(NE °), (24) 


为 了 证 明 这 一 结果 ， 就 需要 利用 著名 的 估计 式 (3.18)( 这 里 
不 能 证 明 ) 来 改进 引 理 1 并 对 SN) 的 收敛 性 作 进一步 的 研究 ， 
这 些 我 们 将 安排 在 习题 16 一 21 . 
$3， 完 整 三 角 和 估计 
本 节 将 证 明 估 计 式 (2.9) ， 即 
定理 1 设 整数 k>2,42> 1,(a ,gq) =1. 再 设 SC a , k) 
由 式 (2.2) 给 出 . WK, FERM k 有 关 的 正常 数 c;(k) 使 得 
IS(q,a,k) I<c, (Pq. (1) 
我 们 把 定理 的 证 明 分 为 几 个 引 理 . | 
引 理 2 在 定理 上 的 条 件 下 , 当 k=2 时 有 
IS(q.a,2)|< /24 . © l) 
证 : 我 们 有 


q q 
IS(q.,a,2)]2= > > [2 (=m ) u 
I=1 m=1 


-$ > e( £ nQm+ n) J 
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_ < (2 J 
-92 e( Z w: )= 


(1+(—1)42)q, 219. 
这 就 证 明了 式 (2) ， 即 定理 1 当 k=2 时 成 立 . 


引 理 3 i q=q,q2: (41-4) =l,a=a,q,+a,q,, 
BÉ , 
S(q,a,k)=S(q, ,1 ,Kk)S (q, ,a,,k). (3) 


证 : 我 们 有 


. di q> + | 
S(q,a ,k) =È > [| Atta (I, q,+1,q,) e) 


1=1 12=1 


— ç a k Ó a2 k 
-Żel di (gali) ) £e q; (gila) ). 


这 就 证 明了 式 (3). | 

由 引 理 2 和 3 知 ， 只 要 讨论 S (p",a ,k),k> 3. 

引 理 4 ie a>k>3, a = 8 (k), I< B <k. RK, 23 
(a.p) =1 时 有 | 


pT? S (prak) =p hr 0S(psa, D. (4) 
证 : 设 p'llk k=p'k,. 先 来 证 明 
(m+ p“ u'n) t= Ht 十 大 De: n(modp). (5) 
由 二 项 式 定 理 得 
(m+ p "in t=m*+kp" "im in 


十 kD p% %7? mk 2 n? 


spao ; mn = ). 
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a= e e 
a wa... 


当 r< 和 1 时 ,， 则 有 xz>4> 2t+2, 所 以 上 式 从 第 三 项 开始 都 可 被 
ps 整除 . 当 z2>2B, x+1T>2r+1z>2r+1, 所 以 上 式 从 第 
三 项 开始 也 都 可 被 p° 整除 . RREA TALS). 因此 (注意 到 
k> 3 时 必 有 k>t+2), 


a 


-ņ{ pz-r-l 
E S (p*,a k) = x ` o 5: 


m=1 


(mm 十 六 一: aa 


m=i 
pim . | . 
设 x=8+dK ,继续 用 上 式 d-t 次 ,可 得 
S (p° ,a ,k) =p% g (paik q ,k) 
=p“ F6 S (pe,a,k), 


| | pa-r_1l oo . I . 
=p"! Y [z mt) =p S(p"*,a , k) ， 


这 就 证 明了 式 (4). 
引 理 5 设 k23, I<a<k, 及 (a ,p) =1, WA 


k, psk‘ 


pT’ iS (pha, kis | (6) 
l, p>k°. | 
证 : 当 pik 时 ， 由 显然 估计 及 a<k 可 得 | 
spsasdlsprskp ty, 0) 


所 以 结论 成 立 . 下面 来 讨论 pkk 的 情形 . 
若 1<agk, 设 I=m+p" i'n 得 ` 


| p” a | 
Sipra, k=} (4, l: 
[=1 p 
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pe -1 a . ) 
= | a-l k 
L > e( p” n) l 


E (e) È (SE men) 
= À) e m* e| — m'n 
> p. > P 


a— i . 
-py e( s: miep P, (8) 
m=i 


pim 


最 后 两 步 用 到 了 k>a. 所 以 这 时 结论 也 成 立 ， 


若 a=1, 则 有 
1S (p,a,k)|’= LẸ $ ef £ mr) i 
P> ; - p 1 m=1 i=1 p 
<— F $ [2 mt) 
D p-1 mali p 
-pa X (ed 1 (9) 
d=1 
这 里 用 到 了 Cauchy FER, UR p 1 (d) 表 同 余 方程 
| = d(mod p) (10) 
的 解数 ， 显 有 p (d) <k, płd, 
| (11) 
p (d)=1, pla. 
由 式 (9) 和 (11) 得 | 
IS(p,a , l) |2 < 15 ye (4 中- 
Aasi 1 1=1 p 
A tp -p° }, (12) 


其 中 p(k) 是 同 余 方程 
= yk (mod p), lgx,y<p 
的 解数 BRODA 
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pa(k) <1+k(p— 1). (13) 
从 式 (12) 和 (13) 推 得 : 34 k> 3 #J 
ISak) \< Sklik- Dp <kVp Skr spt, (14) 
所 以 当 pHk ,a=1 时 结论 也 成 立 . 综合 式 (7) ,(8) ，(14) 就 证 
明了 引 理 . i 


定理 1 的 证 明 : 由 引 理 4 和 5S 知 ， 当 大 >3,x>1 时 , 式 (6) 
ARZ. Ú q 的 标准 分 解 式 为 p4:… p*s , 利用 引 理 3 就 得 到 


-a -L a 
TPIS akh |=p TEIS i'a, Pl. 


as- T?) 


; S(p*s,a ,k)| 
< [[ ksk". 


取 c (k) =k* 就 证 明了 定理 当 k> 3 时 成 立 . 再 注意 到 引 理 2 
就 完全 证 明了 定理 . 
一 般 的 ， 完 整 三 角 和 是 指 


| sea = È [29 ) (15) 
l=1 
其 中 P(x) =a,x*+… 十 alx 是 整 系数 多 项 式 , 且 (a，，… ,ai， 


q) =1. 本 节 讨 论 了 P(x) =ax* 的 情形 ,定理 1 是 由 Gauss 
证 明 的 . 关于 一 般 情形 5 q=p hf, L.J ..Mordell 证 明了 : 


IS (pP (J) <c, (Op . (16) 
华罗庚 证 明了 : 对 任意 q>1 4” 
KER ODETA aE (17) 


这 一 结果 的 证 明 将 安排 在 第 38 一 48 题 . 一 般 说 来 ， 式 (17) 中 
的 指数 1- 是 最 优 的 , 但 当 q=p 时 ,利用 A.Weil 3: 
于 有 限 域 上 的 代数 函数 域 上 的 ¿ 函数 的 重要 结果 , L. Carlitz 


1) 华 原来 的 结果 是 式 (17) 中 的 指数 为 1 一 1 人 + ,e 为 任意 小 正 数 ， 但 利用 下 
面 的 估计 式 (18) ,很 容易 把 s AH. 
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和 S.Uchiyama 证 明了 : 
[S(p,P(x))|< (k— 1) VP . (18) 
$4. 奇异 级 数 
在 定理 2.2 中 已 经 证 明 : 由 式 (2.9) 即 定理 3. 1 推出 ， 当 
m2> 2k+ 1 时 奇异 级 数 9(N)( 式 (2.12)) 绝 对 收复 .本 节 要 证 明 
定理 1 4 m>4k 时 ， 存 在 正 数 c¿=c (k m) >0 ,使 得 
对 所 有 自然 数 N ,有 
S(N)>c,;. (1) 
先 来 证 明 几 个 引 理 . W | 
® (q) -oN = Y (+ S(a,b Ye [- Pi ) (2) 


容易 看 出 O) 是 实数 ， 且 由 估计 式 (3.1) 得 
I@ (|<(cs() "gr (3) 
引 理 2 @ (g) 是 可 乘 函 数 . 4 m22k+ 1 时 ， 
AN) = Y og)= IIa+ 0 (p) +e (p)+.J. (4) 
证 : 设 ERA (q..q)=1. 由 引 理 3.3 知 


di- l a-i; 
ol, a= x > 1 元 S(q.q. a ar 
e(- (ataqa). y) ® (g)® (42. 
这 就 证 明了 b (q) 是 可 乘 函 数 ， 由 于 在 定理 2.2 中 已 经 证 明 : 
当 m22k+ 1 时 级 数 5P( 和 N) 绝 对 收 伐 ， 由 此 就 证 明了 引 理 的 
一 结论 ， 
引 理 3 设 T (q. N) = T, (q) 表 同 余 方 和 

xk+ ...+ xk = N (mod q) (5) 

的 解数 . 那 末 当 q=p'. p 素数 时 ， 我 们 有 
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1+ > Q (p') =p "m1) T , (p) . (6) 


证 : 由 式 (2) 得 
b (p) =p Y ($ e( a 1 )) e(- 4 N) -pnn | 
a=0 I=1 p p 
pL] pr-! m 
“2 b ef = 器) e CN). (7) 
b=0 N =l p p 
注意 到 


rc! í = a ú a 
E (y e(r) Fe- - N)= T, , r>0. (8) 
a=0 i=l p pP 


及 T, 0) =1, BR (7) REER (6). 
下 面 来 讨论 Ta (p. 设 2<k=p'ki, (kop) =1. 
再 令 


-| p>2 Xp=2,t=0; (9) 
T 十 2 ， p=2,T.>0. 
显 见 当 大 2 3 时 必 有 

k>y. (10) 


引 理 4” A TiO) 表 同 余 方程 (5) WERI (x ,p) =1 
的 解数 . 那 末 对 任意 的 N, 当 
maf Se p=2; f (11) 
2k p> 2 | 
时 ， 必 有 T;(p)>0,jtrh y 由 式 (9) 给 出 . 

证 : 显然 可 修 定 0<N<p’. (a) p= 2 的 情形 . 这 时 0<N< 
XYL4k, JN x = .=Xxç= 1, X++ TX ,一 0 即 为 所 要 求 的 
一 解 . (b) p>2 的 情形 首先 指出 所 要 证 的 结果 可 从 下 面 的 
结论 推出 : 对 任意 的 (N,p) =1, 当 m 之 2k 一 1 时， 同 余 方程 

xk+ -+x == N (mod p’) (12) 


1) 这 里 证 明 的 结果 不 是 最 好 的 .结果 的 改进 和 其 它 证 明 方 法 见习 题 24 . 
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VAR. 这 是 因为 当 (N ,p) = 工时 ， 同 余 方 程 (12) 的 解 必 满足 
(xi X I p =1, Kai (x, , p) =1 此 外 ， 当 p| N 时 ， 
(N-1,p) =1. 下 面 来 证 这 一 结论 . 设 g 为 模 p 的 原 根 ， 


N= g° (mod p’) , NŒ gb (mod p’). (13) 
容易 证 明 : 当 x 
a= b (mod k) (14) 
时 ， 同 余 方 程 (12) 和 同 余 方 程 
xit -e +x = Nmodp) ` (15) 


等 价 . 这 样 一 来 ， 只 要 证 明 对 所 有 如 下 的 N: 
O<N<p', N= ga a(modp') , a=0,1,.…,k-1, (16) 


当 m22k-1 时 ， 同 余 方 程 (12) É 8 @%. 对 给 定 的 
a(0<a<k-1). 以 mm。 表 使 得 同 余 方程 (12) 当 N = 
g (mod p?) 时 有 解 的 最 小 正 整 数 m .在 mo, mi 中 可 
能 有 相同 的 值 ,以 mil ,m1 ,… , mf_1 表 其 中 所 有 不 同 的 值 , 显 有 
h<k. 这样 ， 就 相应 地 把 所 有 满足 0<N<p’,(N,p)=1 的 NN 
分 为 h 个 两 两 不 相交 的 集合 :各 ,如 ,… ,Mi -使 对 每 一 
Ne_N , 同 余 方程 (12) 当 m= m: 时 有 解 ， 而 当 m<m 时 无 解 . 
以 N, ERES 中 的 最 小 正 整数 ， 可 以 假定 这 些 N, 以 递增 
次 序 排列 (不然 的 话 可 适当 调整 次 序 ) : 


No<Ni<..<N,. (17) 
我 们 来 证 明 : 对 这 样 排列 的 mf 有 
mi <2i+1, i=0,1,.…,h—1. (18) 


显然 有 No=ms =1 ,所 以 上 式 当 i=0 时 成 立 . 设 0< I<h. 
假设 不 等 式 (18) 对 0<i<1 都 成 立 . 由 式 (17) 及 No=1 M, 
在 N—-1,N—-2 这 两 个 数 中 必 有 一 个 是 和 p 互 素 的 正 整 数 ， 
设 为 N'.NN 作 属于 某 一 集合 从. 因为 N >N >N, AARU) 
知 j<i .因而 ,由 N,< N+2 及 归纳 假设 知 
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mi<mi+2< (2j+1)+2<2l[+1 


即 式 (18) 对 i=! DRA. 这 就 证 明了 式 (18) 对 O< i<h- 1 都 成 
Z. H3K(18)K hak 就 得 到 


m’<2k-1, 0<i<h-1, (19) 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
引 理 $ 设 y 由 式 (9) 给 出 ，n>7y, 及 (a,p)=1. 那 末 ， 
同 余 方 程 f 
xk== a(mod p”) (20) 
和 同 余 方 程 
x= a(mọd p’) (21) 


等 价 ， 即 两 者 同时 有 解 或 无 解 ， 且 有 解 时 解数 相同 . 

证 :分 p>2 和 p=2 两 种 情形 来 讨论 . 

(a) p>2 的 情形 . 设 g 是 所 有 模 piaz D 的 原 根 ， 
ind ,sa 表 以 g 为 底 的 a 对 模 p* 的 指标 . 由 二 项 同 余 方程 理 
论 知 ， 同 余 方 程 (20) 有 解 的 充 要 条 件 是 

(k.o (p"))lind pn a, 
AERE (k.o DARRERE n21). 5 n>y 时 有 


(k, (p))=(p'k,,p''(p-1))=(p''ki,p"'''(p-1)) 
=p" (k, ,p- 1). 


所 以 ， 当 nayi}, (k.o 0M ) 和 严 无 关 且 可 整除 (pz .由 此 
及 | 
ind „a= ind pa (mod (p), n>y 


就 证 明了 所 要 的 结论 . 
(b) p=2 的 情形 . 当 2rk Rt, y=1. 对 任意 的 n> 1, [zl 
余 方程 (20) (p=2) 和 同 余 方程 
kx*-!= 0 (mod 2) 
LARR. 故 由 高 次 同 余 方程 理论 知 ， 对 任意 的 n 之 1 ,方程 
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(20) (p= 2) 的 解数 和 
xt= a= 1 (mod 2) 
相同 ， 这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 而 上 式 显 然 只 有 唯一 解 x=1. 
当 2|k 时 ，7=1t+2>3. 这 时 方程 (20) (p=2 , n2723) 56 
解 ，a 一 定 是 模 2" 的 平方 剩余 ， 因 而 必 有 
a= 51(mod2"”) , 0<24<2"2. 

我 们 可 用 与 情形 (a) 的 完全 类 似 的 论证 来 证 明 这 时 引 理 也 成 立 
(这 里 的 5 相当 于 原 根 g ,而 p (p 要 用 27 来 代替 ). 

引 理 6 PÉ k>2,y 由 式 (9) 给 出 , n>7. 那 末 ,， 当 m W 
ER ODHA | 

Tè (p) è (peP), (22) 

证 : 由 引 理 4 知 ， 当 m 满足 式 (11) 时 ， 对 任意 的 N, 同 
余 方 程 (12) 必 有 满足 条 件 (x, , p)= 1 的 解 Xi , X e, X, . 这 样 ° 
对 任意 的 y, ，……,y，, 变量 x, 的 同 余 方程 

xt = N- (x,t pyi) ...— (X. +p'y,) k(modp') 
有 解 x=. H(X.,p) =1 知 ， 上 式 右 端的 数 必 和 p HA. 
故 由 引 理 5 知 ， 对 任意 的 n>y ,变量 x, 的 同 余 方程 

x N-(X,tp'y) — (Xntp’ Yn) “È mod p") 
亦 有 解 . 因而 ,由 y,,… y, 的 任意 性 知 , 同 余 方程 (5) 对 模 p" 
ZDA Pe) IR, HRE E (xp) =1. 这 就 证 
明了 所 要 的 结果 . 

定理 1 的 证 明 : 首先 由 引 理 6 及 式 (6) 立 即 推出 :在 引 理 6 的 
条 件 下 ， 对 所 有 素数 p ,有 


1 十 5 (p) zp mD >0. (23) 
其 次 ， 由 估计 式 (3) HI, 4 p>2(c,(k))"”=c,,m>2>4k 时 ， 
1+8 Bp')>1- Š Sr por>1- -i ， (24) 


-540 - 


` 由 以 上 两 式 及 式 (4) 就 得 到 : 
F(N) > a: "H h1- F: L )> -] lI p°), 


pc t (2) p<c7 
这 就 证 明了 定理 . 
35 奇异 积分 


本 节 要 来 计算 由 式 (2.12) 给 出 的 奇异 积分 J(k m). 
定理 1 4 m>k+1 时 


Ikm (r (1+) ) (至 ) (1) 


证 : 考虑 更 一 般 的 以 t 为 参数 的 积分 
| (| 222] e(—ty)dy, O<t<1. (2) 


由 估计 式 (2.6) 知 ， 当 m2 k+ 1 时 积分 g (t) 绝对 收敛 ， 且 对 + 
是 一 致 的 . 因而 当 0<c< 和 1 时 ， 


FCO=| god= | (| e (yudu) ka 


-| f [feoir uD) du du, | i 
一 名 0 0 


再 由 估计 式 (2. 6) 推出 : 当 k>1 时 最 后 对 y 的 积分 是 绝对 收 
敛 的 ， 所 以 由 Fubini 定理 知 可 交换 积分 号 ， 令 4= 1 十 … 十 tk ， 


就 得 到 
FOA |. aaa] | sn 27 indha 
利用 熟知 积分 
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l l 
m l` _, 
=k mek | `. | (VUn) k dv, edt, 
0 0 


0<r t. toa Sl | 
最 后 一 步 作 了 变量 替换 wj=c“*v“, 1< j< m , ER 
最 后 一 个 积分 就 是 著名 的 Dirichlet 积分 , 它 等 于 


m l |F ií m 
(L) maa) na. 
P(O= 皮 ore(+ 支 ) (2). 


g (o) -ere 人 (+ + )r í 
取 c= 1 BIA (1). 
$6. 余 区 间 上 的 积分 的 估计 
定理 1 车 在 式 (2.10) 中 取 — S4<1- 一, 那 末 存 在 绝 
对 正常 数 cy ,cy。 使 当 k>3 , m 之 cok:logk BF, BA (1.7) 给 
出 的 余 区 间 上 的 积分 


a |3 
Ma 


j- —C9 _ 
klog k 


- 


n=f S” («)e(— a N)da «Nk (1) 
E2 | 


1) W [9,650 , 例 4] ,[ 18 ,第 二 章 定 理 7] . 
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其 中 < WAMA kım AK. 

证 : 当 geE, 时 ， 必 有 满足 条 件 (1.8) 的 a,g, 使 式 (1. 9) 
成 立 ， 再 注意 到 Q ,* 满足 的 条 件 ， 所 以 利用 定理 22. 2.3 (这 
里 的 k 相当 于 定理 中 的 n+ 1) 可 得 : 4 k>3 时 


S(x) < PART weEk,, (2) 
其 中 < 常数 和 k 有 关 . 当 mi<> mit, 由 此 得 


1 
I, < piam aste = | IS (a)|2mi da 
， . 


= Pim-2m1) (1- (400k? 1ogk) ” Í) > Jm (P; À, EEF ,人 1 ,0). (3) 


41 y"... -À k= 


这 里 用 到 了 》22.1 中 讨论 的 积分 (22 .1.2) 的 性 质 , 进而 由 这 些 
性 质 可 推出 | 

1, < P™-2m U= Gos) ) (2m,) P zD JQ (P), (4) 
应 用 定理 22 .1.4, 取 zr=[4KlogK+15,m; =k2+k+x, (注意 
这 里 的 ,m， 相当 于 该 定理 中 的 n,k), 34 m>2m, 时 有 


J, < p "2m ook egb-DP2m 全 5 , (5) 
其 中 < 常数 和 上 k,m 有 关 ， 
| ?十 1 T 1 1) 
5 上 让 (1 二) <. (6) 
. 1 
因而 当 m22m + 400k? 时 就 得 到 (P=N*) 
L, < NTT `!" Ts t 让 . (7) 
这 就 证 明了 所 要 的 结果 . 


$7. 解数 的 渐 近 公式 
综合 以 上 各 节 的 结果 ， 立 即 得 到 
1) 注意 ， 这 个 + 是 定理 22 . 1.4 中 的 ， 不 是 本 章 中 确定 Farey 分 割 的 + 
.543 . 


定理 1 存在 绝对 正常 数 cl,c， 使 当 k>3, 
m> c k'logk 时， 不定 方程 (1,1) 的 解数 I 有 新近 公式 


I=N --i%(N) Tk Mm +O(NE- 1-2), (1) 


其 中 CN 和 J (k ,m) 见 式 (2.12) 和 (2.11). 
证 : 这 是 式 (1.7) ,定理 2.2, 定理 6.1 的 直接 推论 . 
推论 2 G(k)<c k'logk, k>3. 
jE: 这 从 定理 1 , 定理 4.1, 定理 5.1 立即 推出 . 
附注 1， 容易 看 出 , E k>3 的 假定 均 可 改 为 k 宕 2. 
附注 2. 不 定 方程 (1.1) 中 变数 限制 为 x,>1 时， 所 有 的 
证 明 仍 成 立 . 
$8. GCO) 的 上 界 估计 的 改进 


通过 以 上 所 节 的 讨论 ， 我 们 得 到 了 不 定 方程 (1.1) 的 解数 的 
渐 近 公式 ( 见 定理 7.1) ， 但 这 时 要 求 变 量 的 个 数 m 有 k'logk 
那样 大 的 阶 ， 由 这 样 直接 得 到 的 G (k) 的 上 界 估计 也 就 要 有 同 
样 大 的 阶 . 但 是 ， 为 了 得 到 G (k) 的 上 界 估计 ， 只 要 证 明 方 程 
(1. 1) 当 m 适当 大 时 一 定 有 解 ， 而 并 不 要 求 得 到 它 的 解数 的 渐 
HAR. 从 $2 一 35 的 讨论 可 看 出 ,为 了 使 得 在 基本 区间 上 的 积 
分 I, 的 渐 近 公式 中 的 主 项 大 于 余 项 ， 仅 要 求 m24k. 只 是 在 
$6 中 为 了 证 明 在 余 区 间 上 的 积分 1, 相对 于 I, 来 说 是 可 以 忽略 
的 次 要 项 时 ， 才 要 求 m 有 k'logk 的 阶 . 从 》6 的 讨论 可 以 看 
出 ， 这 要 求 主要 是 由 于 估计 式 (6.3) 中 的 积分 


| |S(a)|?"i da (1) 


引起 的 ,而 这 积分 实际 上 是 不 定 方程 
Wt 十 =DI+ pr ; 
(2) 


O<u,, b, < P, j=1 x. Mi», 


的 解数 ,由 于 变数 u,, ov 的 取 值 范围 一 开始 没有 加 以 限制 Pr 
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只 能 用 $6 估计 均值 JW (P) 的 办 法 来 估计 积分 (1) ， 即 方程 
(的 解数， 

另 一 方面 ， 我 们 可 以 来 讨论 不 定 方程 (1.1) 满足 下 述 限制 条 
件 的 可 解 性 . 设 m=mo+2m,P,<P/(1<j< mi ) 是 满足 适当 
条 件 的 两 串 正 数 . 考虑 不 定 方程 

ü xit txh F utt. tuk ) +o eto EN, 
(3) 


x;>20(1<j<mo_ ), P <uj,u s< P/(1<j<m/. 


设 它 的 解数 为 了 (CN) ， 显 有 


I'(N) -| S”o (e) T? (a)... Ti (ao)e(— Na)da, (4) 


其 中 

T (z) = 之 9, 1<j<m,. (5) 
i EE, RAR (210) 所 取 定 的 O ,Tt 所 确定 的 单位 区 间 的 
Farey 分 割 ， 就 有 


ro- | -| =I (N)+I;(N). (6) 
Ër `Ë) 
这 样 一 来 ， 
IO(N)= > ... > | Smo(w) 
P, Sui: oS P/ Pm < um/ omy< Pm; El 
‘e(—a(N-—ut ou v0 ))da, (7) 
而 


| (NIS max | Sro (| ITOT n, (OP aa. (8) 
上 式 中 的 积分 是 下 述 不 定 方程 的 解数 : 


Pa 


D ‘+= Vit toh, 


P.<u;, p < Py, j=1,...,m,. (9) 


如 果 我 们 能 选取 到 这 样 的 已 ,P'(1<j<mm) 使 得 : (a) 当 
P<u,, p < P/(1 < jg<my) 时 , 总 有 


k 
Ca NSN-ui—- uk bi bi SCN, (10) 


其 中 cl, ci， 是 两 个 (可 依赖 于 k 的 ) 正常 数 . 这 样 ， 当 
mo 之 4k 时 ,就 可 和 32 一 $E], 一 样 来 计算 出 式 (7) 中 
的 积分 的 渐 近 公式 (这 里 的 m , 太一 ut— -up T oiee Dr) 

f `4 T+ I (N) 中 的 m AN), 进而 求 出 I; (N) HO T A fir > 

(b) 不 定 方程 (9) 的 解数 很 少 ， 甚 至 只 有 显然 解 ， 从 而 结合 售 
计 Weyl 和 S"o(a) (a e E,) 833) [T Z (N) | 的 办 但 
it; (c) 使 当 m, 适当 大 时 CN) 相对 于 ICON) 来 说 是 可 以 
忽略 的 次 要 项 .这样 ， 当 m= mot 2m, 时 方程 (3) 有 解 ， 因 而 
就 得 到 了 GO 的 上 界 估计 . 这 一 方法 是 Hardy 一 Littlewood 
提出 来 的 . WREE m, 的 阶 比 k2logk ZR, PRAKA 
进 了 Gk) 的 估计 . 

现 取 


| (11) 
P = 2 jo JJ 一 上 1 
显 有 I 1 ,j—-1 
— (1- — )! 
P=a(DNt t , I<j<m,, (12) 
_(1] -1 ml 
PP, = A (k „mp N' 1 k) 5 (13) 
Rihadb, A, m) 为 一 些 正常 数 . 注意 到 
Pa< P< Po j=l ml (14) 


当 P<uj, y < PA j< mB , 
2172 N=2P}<utt .th toit etoh 


<21 P*(2 k. ... + 2 -kmi D) < 2+2 pk= 22-k N , 
(15) 
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所 以 ， 当 k>3 时 条 件 (10) 即 要 求 (a) 满足. 

对 于 这 样 选 定 的 P,P/(1< j< m) ,不 定 方程 (9) 仅 有 显然 解 . 
.这 因为 当 P<u, vsP 时 ,由 式 (14) 得 

PE 
>klui— vlPp™!, (16) 

及 

[ust+ tu o eok SOPP, (17) 
所 以 ,方程 (9) 不 可 能 有 uzo 的 解 . 类 似 可 证 u=, 
2< j<mi( 即 假定 1=v1，… ,WW-1==0j-1， 同样 可 推出 =u). 
这 就 证 明了 所 取 的 P, P 满足 要 求 (b). 

现在 来 证 明 本 节 的 主要 结果 . 

定理 1 G(k) SIlI6klogk+4k+2. 

证 : 先 来 估计 I?(N) 的 下 界 . 设 P.P 由 式 (11) 给 出 ， 


Ni=N-— ut uk vo VK. (18) 
由 式 (15) 知 , 4 P<wu,vgP(lgjgm),k>3 时 ， 
| N<N,<N, x (19) 


所 以 ， 当 mj24k BF, AH S2— 35 所 得 的 结果 可 得 : 


| Smo(z)e(— N a)da= J J (k mn)SeC(N)JN ` 
E1 


+OCON TWE), (20) 
HERR (7), R (18), Ñ (4.1) 482] 


1 1-1 
I: (N) > c (k ,Mo J (k ,mo) (Pie Pap) (4n) 


+OP P, NY -1 78) 
> c, [k momp NTE 20- 4 ™ 
r+O(Nu E oen p-ga), (21) 
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其 中 cy Km, m) EM kmo, m, 有 关 的 正常 数 , O 常数 亦 
LA kmo m 88 X ,最 后 一 步 用 到 了 式 (13) . 

下 面 来 估计 ION) 的 上 界 . 由 于 对 所 取 的 己 ;,P/ RED 
程 (9) 仅 有 显然 解 ， 故 由 式 (13) 知 


[IT OTE, Oldan”, (22) 
0 


其 中 < 常数 和 kım AX. 利用 估计 式 46.2) ,由 此 及 式 (8) 得 


tm 
L(N)« N k 400k3logk k ， (23) 
其 中 < 常数 和 ,mo ,m1 有 关 . BUR 
mo=4k, m=Í8klogk]+1. (24) 
这 时 有 
(1- + ) <k Q00 klog D, k>3. (25) 
因而 | 
ION) << N5", k>3. . (26) 
而 这 时 由 式 (21) 得 ， 对 充分 大 的 N 有 
I:(N) >e (O NUE? k23, (27) 
其 中 c,,(k) 为 一 正常 数 .由 式 (4) , (26) , (27) 就 推出 : 当 


m=m t2m,<16klogk+4k+2 (28) 


时 ， 对 充分 大 的 N 有 
I'(N)>0 , (29) 
即 不 定 方程 (3) 有 解 . 这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 


习 题 


1. 设 N 是 正 整数 . 求 不 定 方程 xi+…+xn=N,xiz0,，…，xnz0 的 
解数 . | 
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. 设 k>2. uE BH: G(k) >k+1.(#% ë Jr ff KAT N H n # 3 
xI+...+xE, xX1 之 0 ,… ,xx 之 0 ,的 正 整数 的 个 数 ). 

. 设 K=2>4. 证 明 : G(k)>4k.(% k=4 考虑 15 16"; k> 4 *# 
虑 4k-q, 241g). 

. 设 p 是 素数 ，(a ,p) =1 .证 明 : ISẸ a, k)|<(ó—1)./p ° 其 中 5= 


(k.p-1). ( 设 xmodp,t (x)= > X ety/p), 证 明 S (p,a ,k)= 
> y (a)+z (x), ° ," 表 对 所 有 这 样 的 非 主 特征 y 求 和 :x* 是 模 p 的 


zmodp 


主 特征 ). 

习题 5 一 11 是 为 了 证 明 G(k)<2*+1, 它 要 比 证 明 G(k) 
< c k2log k (推论 7.2) 简 单 得 多 ， 而 且 对 小 的 仍 是 这 结果 好 ,下 面 
的 符号 未 加 说 明 者 均 和 本 章 正文 相同 . 

. 设 4 是 一 适当 小 的 正 数 . 取 0=P', t=P* .以 EE| 表 基本 区 间 : 
[aq !—+r+ !,aqg +r !],0<a<g, (a.q) =1,1<q<Q0; UKR É 


间 E,=[-1', 1-z NE 证 明 当 NN 充分 大 时 


l 
-| S” (a) e(a N)da= | | 
0 E JE, 


. 利用 估计 指数 和 的 Weyl 方法 ( 兄 第 十 九 章 习题 13) 证 明 : 34 k>2 时 
估计 式 (2.8) 成 立 . 

. 证 明 当 mz 2x+1 时 ， 奇异 级 数 9 CN) (AR (2.13)) 绝 对 收 贷 HA 
正 的 下 界 . (类似 4 的 讨论 ) . 

. Ë: 1<q<Q.(a.q)=1,lz-aq |<t ,以 及 CT 消 足 第 5 题 要 求 
证 明 : 


"p 
S(aQq+z)=q 'S(q aw] e (zx*) +O (02). 
0 
(不 要 利用 定理 21 . 1.7, 直接 利用 Euler- Maclaurin 求 和 法 (32.2) 来 
证 ). | u 
. 利用 归纳 法 按 以 下 途径 来 证 明 华 罗 庚 不 等 式 : 对 任 给 正 数 c 当 
1<i<k 时 有 


1 
| IS (oP dap”. 
0 
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(a) 设 n 是 整数 ,bp， 是 不 定 方程 ` 
XIT+..+xi=n+yk+..+yk, O< x;y; <P, KIRS, 工 =251 .证 明 ， 
1 
|S(a)2L = b,e(—an), S(0)=[p]+1 ,bo= f | S («)|? tda . 
n 0 


(b) 利用 Weyl 方法 (见习 题 19. 13) 证 明 : 
S2L(a) < Qp) EES c e (na), 


其 中 co< Pi,c, < Pno), e 为 任意 正 数 . 
I 


(c) 证 明 | isotta CP) ENIS cb. 
0 n 


10. 设 m>2*, 证 明 : 对 适当 取 定 的 正 数 4 和 由 此 在 第 5 题 中 确定 的 余 区 
间 E, A 


| | S (œ) |"dr<< N" Lo， 
En 


其 中 5 为 一 正 数 ，( 利 用 第 9 题 及 第 19 .13 题 ) 
11. 证 明 : 当 m>2*, 上 >2 时 ， 
I=N" AAN) J (k, m) +0 (N41 ). 
(利用 前 面 第 5—10 WA SS 中 有 关 奇 异 积分 的 结果 最 近 ,Vaughan 证 明 
了 这 结果 当 k>3,m=2k 时 成 立 ， 见 第 52482 3), 第 S25 页 注 1) )，“ 
12. 如果 对 任意 正 数 se>0 有 


1 
| |S(a)|2!qa «pmax(p',p’*) 
0 7 . 


成 立 ， 那 末 当 mz2K+1 时 ,第 11 题 的 结果 成 立 , 

13. 证 明 : 每 个 充分 大 的 自然 数 可 表 为 一 个 平方 数 和 七 个 立方 数 之 和 . 

14. RER EJE xP+yl+yi=xi+y +yl0<x, X SNI2,0<y,...., 
y, <N! 的 解数 . 证 明 : R< N'e 为 任意 正 数 . 

15 ， 试 求 正 整数 表 为 两 个 平方 数 ， 四 个 四 次 方 数 ， 与 一 个 大 次 方 数 之 和 
的 表 法 个 数 的 渐 近 公式 . 
以 下 的 习题 16 一 21 是 为 了 证 明定 理 2、3. 
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16. 利用 估计 式 (3.18) 证 明 : 对 任意 的 se>0, 当 (qg,a)=1 时 有 
SS (gq,ax*+bx)= > e( 2 )< (q.b)q!' 2, [1] 
这 里 < 常数 和 e, k 有 关 .证 明 按 以 下 途径 证 明 ; x 
(a) A [I] 可 归结 为 证 明 : 对 素数 p, (a ,p) =1, 有 


S(pl,axt+bx) < (p! ,b) p'/2. [2] 


当 [=1 时 ， 由 式 (3.18) 推 出 式 [21 成 立 . 下 面 用 归纳 法 来 证 明 式 [2] 
当 |> 1 时 亦 成 立 . 

(b) 当 以 下 三 个 条 件 有 一 个 成 立时 ,估计 式 [2] (1>1) BRA: 
(1) p=0; (2) b#0 ,pb, 0>1/2; (3) p'llk, t>1/2. 

由 (bj) 知 以 下 总 假定 下 述 条 件 成 立 : 

bZ0, z*z<1⁄2, 0<1⁄2, I>1 [3] 

(c) 设 d=[(1+1)/2]. WH : 34 211 R p|k(k-1)/2 Bf, 

必 有 |S(p',ax*+bx)|< Api. rh 4 是 同 余 方程 


aky*“!+b= 0 (modp’), 1<y<p' 
的 解数 ， 进 而 通过 估计 和 解数 4 KERA [2] 成 立 . (考虑 这 同 余 方程 
有 和 解 的 必要 条 件 ). 


(d) 3241 H prk(k-1)/2 0A 
pË y k 
Sl ax*+bx)=p! Y e( i ) 
u=1 


, z k (k— 1) k-2 t ) 
È e( 14-0 ucia an). 
其 中 t= (kau* '+b) p! “4,“*” 表 对 满足 P ikaut' +b 的 wu RA. 
再 以 S, 表 上 式 右 边 所 有 满足 plu? 的 项 所 组 成 的 和 ，S。 表 其 余部 
份 . 

(e) 证 明 Si<<pa4， , 其 中 A ,是 同 余 方 程 

kay*™!+b= 0 (mod p°) , ply. L&ysp™’ 

的 解数 . 通过 估 计 解 数 41 来 证 明 8 <<p (pp ,pb) . 

(f) 证 明 S$, < 之 ps 1A, ,其 中 A, 是 同 余 方 程 
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kay l+ b= 0 (mod p4 1)， phy*-? , Líysp í ， 
的 解数 ， 通过 估计 解数 4 证 明 S <p 2 (p .b). 


(8) 综合 @) 一 (D 证 明 : 3 B P4k k- 1) /2 时 BRR: 也 成 立 . 
(h) 证 明 本 题 的 结论 ， 
17. 利用 上 题 证 明 : 在 引 理 2.1 的 条 件 下 ， 式 (2.1) 可 改进 为 


s( 4 +z)= + S (gq ,a >k) | e(z x*)dx+ O (q'2t°), £ 为 任意 正 数 . 
š | 0 o. 
证 明 按 以 下 途径 进行 . 
(a) Ë F(b,z)=2 e(zxk—q 'bx). 证 明 
x< P . 
s(& +z)= 二 Y S (q ax" +bx) F (b,z). 
q | q bsi ` | 
(b) 利用 定理 21.1.5 证 明 : 3 |z| <(2gkP) 时 ， 


F(b.z)<<l|lq tbl, 1<b<q-1, 


P . 
~ F(g,z)= | e (zx*)dx+ O (1). 
0 


利用 (a) ，(b) 就 可 推出 所 要 结论 ， 此 外 还 可 证 明 
(c) 对 任意 实数 z, H 


f np 
s(&+z)=+ S(a,a,) | e (zx*)dx+0(q4"™= (0 +Niz |)). 
q q 0 


其 中 大 O 项 还 可 进一步 用 g ANII) 来 代替 . 

18 .证 明 : (i) 当 m>4 时 SP(N) # W ik k. ESN) >20; (ú) 3 
m> max (5 ,kK 二 2) 时， 存在 和 NN 无 关 的 常数 c(k,m) ESN) < 
c(k.m); Gi) 3 max (4,k)<m<max ($5,k+2) BF , SN) <<N: , 
<< 常数 和 cek AX. 证 明 按 以 下 途径 进行 ， 

(a) 先 证 明 第 4 题 . 
(b) Ë y 由 式 (4.9) 给 出 . 4 y<I<k 时 ， 
S(p'l,a,k)=p Ul, (a,p)=1. 
(c) 设 b (q.,N) 由 式 (4.2) 给 出 , a=wuk+v,1<v<k. 
证 明 : 
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20. 


21. 


22. 


p n G+1⁄2) (p! (p77! ,N)+ (p° ,N)) ,w=1, 
O (p“ ,N) << 


p m+) Cp", N), 1. 
此 外 , 当 8=x—max(k,y)>0 H pf Y N ił, 有 中 (p",N)=0. 
(分 p>k 和 psk 两 种 情形 讨论 . 对 p>k 的 情形 , 当 oz 1 时 利用 引 理 
3.4; 当 v=1 时 利用 (a) ) . 
(d) 若 设 p lN, WA E (c) 可 改写 为 
Dp*,N)=0, a>0+max (k,y), 
@(p“,N)<<cp?, rg0+max (k ,7), 


其 中 w 满足 
&+um-— min (a ,8) =$ —(m-1)/2, «>0, v=1; 
m., vÆl. 


(e) 证 明 本 题 结论 . 


. 当 mz max (4, 大 +1) 时 ， 对 任意 正 数 中 ,有 


Y dg!I4l@(qg,N)E < (NB) 7， 
q<B 
e 为 任意 正 数 . (利用 上 题 的 (d) ) . 
设 D,a) = Xl 1S(q.a DIA, 5 h>k+ 1 时 ,4=0; 当 h=k 
时 ,4=k-!. 证 明 : 当 hz max (4 ,k) 时 ， 有 
> qa Di(g) < B°, 
q<B i 
其 中 B, e 为 任意 正 数 . (证 明 O (q) q 的 积 性 函数 . 利用 证 明 第 
18 题 (c) 的 同样 的 方法 和 记号 证 明 : 
—(u+1/2)h+x, 
Dr (p°) <| cias, pal.) 
利用 第 17—20 题 的 结论 证 明定 理 2.3 . 
1 , 
如 果 估 计 式 | 》 ela x3)|Š da «P? R., 5 为 一 正 数 ， 那 末 
0 x<P 
GG)<8, 且 表 法 个 数 有 渐 近 公式 (参看 习题 11). 


v=l1; 
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Mesa 是 为 了 改进 定理 4.1, ËPFX + (N) 有 正 的 下 


kas 以 下 符号 未 加 说 明 者 同 $4 . 


27. 


28. 
29. 


. Ú: q SA 证 明 2 Pd)=q =q' "T mQ). 进而 推出 Tn (q) 是 
q 


q 的 积 性 函数 . 


, 设 ab 由 式 (4.13) 给 出 . 证 明 : 当 a= b(mod (k, o (p°))) Bf, Fj 


余 方 程 (4. 12) 和 (4.15) 是 等 价 的 . 由 此 推出 引 理 4.4 35 
m 之 2 《(k, p (p?)), p>2 时 成 立 .此 外 ,证 明 : 当 G0) m>2,p=2,2Fk; 
(Gü) m>5,k=p=2;Gü) m 之 27,k>p=2,7T>0 时 , 引 理 4.4 也 都 成 立 . 


. (a) 当 条 件 G) p>2; Gi) t=1; Gü) 24k 中 有 一 个 成 立时 ， 所 有 


的 整数 xpt x ,恰好 属于 pbp') /A(k,p O 个 模 p' 的 剩余 类 ; 
(b) 当 t>2,p=2,2IK 时 ， 所 有 的 整数 xt, 2x, 恰好 属于 
TAk, 2173) 个 模 2! 的 剩余 类 ， 


. 设 q 是 正 整 数 ..oz 是 由 模 g 的 r 个 不 同 的 剩余 类 组 成 的 集合 , 2 


是 由 模 g 的 s 个 不 同 的 剩余 类 组 成 的 集合 . 再 以 .eg + Ë HH Pr 8 
如 上 +b(aec.et .be 到 的 数 构成 的 模 q 的 不 同 的 剩余 类 组 成 的 集合 ， 
其 个 数 为 t ,如果 0e 饮 , 且 络 中 的 其 它 剩 余 类 都 是 模 q 的 互 素 剩余 
类 ， 那 末 必 有 t>min (gq,r+s 一 1). (可 以 假定 r<g, sg 一 (r 一 1). 
对 s 用 归纳 法 ). 
利用 以 上 两 题 证 明 : 当 m>pp 一 1)7 (Kk,@ (p')) ,p>2 时 , 引 理 4.4 
成 立 . 
利用 第 24 或 27 题 ， 可 以 证 明 当 六 满足 怎样 的 条 件 时 引 理 4. 6 成 立 . 
如 果 m>max(4,k+1), 及 T; (01) >0 对 所 有 素数 p 均 成 立 ， 那 末 ， 
SAN) >>1 .证明 按 以 下 途径 进行 . 

(a) 指出 所 要 的 结论 可 从 下 面 的 结论 推出 : 存在 正常 数 c ， p>k 


时 有 多 中 > cp- 过. 因而 ， 以 下 恒 假 定 p>k. 
a=l l 
(b) 4 a=uk+tv,2<v<k 时 有 


t—-p`', p'HN; 
pt) m-1 $ @°) = -p', pN; 
0 ， . px 水 N. 
进而 推出 Y Op) z-ptz -p° , # 1=[0%] (k— m) 


zÉ 1 (mod k) 
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+ 1 站 ,0 N (类 似 第 18 题 (c)) , 
(c) 33 a = l(mod 有) 时 , # p'Y N, MJ (p°) =0; # 
p* UN, WJ p +" lasd q (pe) 
=p” E E raD) 


X į mod p modp 
pl _ — 
D) X1 (a) -Xm (ae (—a N/p”), 


a=i 
这 里 符号 的 意义 同 第 4 题 . 进而 证 明 : > m(P9) = 


人 p) +O @ 2⁄2), 其 中 “ 表示 P 要 满足 条 件 p*|N. 


(d) 利用 (c) 证 明 : 当 m>5 时 有 D 四 9<<p-302. 


a= 1 (mod k) 
(e) 34m=4,p*| N.a = 1(mod k) it, E6 ®@(p*)>0. 
(f) 综合 以 上 所 得 ， 证 明 本 题 的 结论 . 
30. (i) k=2,m>5; (ii) 2<k=2', m>4k; (Gi) 大 为 其 它 人 情形， 
m2>3k/2BF, WA AN) >>1. (利用 第 24 ,27 ,28 ,29 题 ). 
31. 设 mo=mo k) 由 下 表 给 出 . 证 明 当 m> mo 时 总 有 SZUN)> 1. 


k| 3 4 567 8 9 10 11 12 1314 15 16 
mol 4 16 5 9 4 32 13 12 11 16 6 4 15 64 


32. 设 k>2, g= max {(2(k-1) D'i- (k—2)!(k-—1) 212), 


c= max 6,2171) 再 设 m, 是 大 于 min (k2(2 a) 1 (1—k'l)i+2kh) 


的 最 小 整数 . 证 明 : (a) 当 m>mo 时 ， 不 定 方程 (1.1) 的 解数 
I~ N"AxkÍ-1Z/(N)J (k.m); (b) 342 k> oo 时, mo ~ 4k2logk; (c) 
34 k>11 时 ，mo<2*+1.( 利 用 习题 22 .17, 22.18, 19.13, 定理 


”2.3 ,及 第 30 题 ) | | 
33. 设 mo 由 上 题 给 出 ，S (cx) 由 式 (1.3) 给 出 . 证 明 : 当 2m> mo 时 有 
| | 
q! Y |S(aA) |” <P 1+R)p2m-k. 
QO<asR a=) 


(利用 习题 22.10). 
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34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


4l. 


42. 


设 素数 p>3 .上 1，… ,是 给 定 的 正 整数 .再 设 OQ, (N) 是 同 余 方 程 
xfl+…+Xxms= N (modp) 的 解数 . WA: 4 pY N BI, Q, (N) 


= p™'+0 (pn), (参看 84)， 


设 p>3 是 给 定 的 素数 Q=p" , P<0, n=(log 0)/ log PS SĘ > W 
及 整数 N> 1 .证 明 : 同 余 方 程 

xft 十 … 十 Xx = N(modO0), 1l<xi,…,xn<P, 
当 m>30n 时 可 解 .此 外 ,存在 整数 No 使 当 msn-i Bt, RAR 
方程 无 解 (参看 38). 
设 k>2 . 求 方程 pit+tp,+x*=N 的 解数 的 渐 近 公式 ， 这 里 pip: 是 
素数 ，x 是 正 整 数 . (参看 本 章 和 第 二 十 章 ). 
设 k>2 . 求 方程 pt x2+y2+zk= 六 的 解数 的 渐 近 公式 ， 这 里 p ER 
数 ，x ,y ,z 是 自然 数 ，( 参 看 本 章 和 第 二 十 章 ) . 
第 38—48 题 是 为 了 证 明 式 (3.17), 并 定 出 较 好 的 常数 cs(k). 在 证 这 些 
题 时 ， 必 要 时 可 用 估计 式 (3.18). 
设 S(x) =ckxk+…+cix+co(p, ck co) =1. 若 a 是 S(x) 
=0(p)#) m (m21) #B(ED S(a)==0 (p) SP (a) =0 (P), 
Sm (2)=:0(p)) , p1||S(px+a), BE (a) 1<1<m; (b) 设 g(x) 
三 pS(pxt+a) p). g) 的 系数 均 和 pp 互 素 ， 当 4=m FF, a (x) 


的 次 数 =14 , 当 4<m 一 1 时 g(x) 的 次 数 <4-1. 
39 . 


ik $(x) 由 上 题 给 出 , (perec) =1,p'|llS(px+a)—S(a). 
证 明 : (a) 1<o<k;(b) # p!'llS'(x) a 是 p SooS o (p) 的 解 ， 
则 c22; (c) 车 p>k.,a E S'(x)=o (p) 的 n E, 1<n<k-1, 
则 2<s<n+l1. 


。 设 正 数 a>1 ,整数 天 之 1 .证 明 


max max > a"j<max (Ka , aÉ) . 
I<J<K mjz1,.<j<J mi+t--+mJ<K 


1 S(q.P(x)) H K (3.15) 给 出 . 若 g=d1g (qi; q>) =ł, 则 

SG,POJ)=SG ,PCGO)SG2 户 (X)), 其 中 已 GD] =ayxt t + 

aix j=l s2, di!=4143, 4i2=a141 , 1<igk, 且 当 (g ,ay,.… ,a1) 

二 1 时， Ë (q rra an)=(gq;, as: 01)=1. 

t u (q) #0.q | II p Pœ) 同上 题 .证 明 : |S (q P(x))| < 
p 


< (k—1)2 
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ekü+0(1)) dl 1k ,其 中 o() 一 0 34 k— oo. 


43. 设 !>2 ,证 明 : SO ， P (x)) =p} “ep ‘Pp (u)). 


[一 之 


| y e (p7 iP utp) PW), 其 中 到 对 同 余 方 程 f w= 


0 (p) 的 解 求 和 .进而 推出 : (a) 当 HE 0 ERN S (p! ; P (x)) 
= = 0; (b) |S(p2, f(x) )|< min (p°, (k— 1) p). 
44 , 证 明 当 K> 3, p> (k—1) 4? 84 ,对 [> 1 有 |S (phP OI<e, pt- a, 


”其 中 c, =max(1, min (p! k, (一 1) p 214)). (利用 第 39， 40 题 
HRADE Pu) = 0 (p) 的 解 ， 用 归纳 法 ) 

45. w 22,p>k>3.n 为 同 余 方程 P'(u)== 0 (p) 的 解数 ( 按 重 数 计 ). 证 
明 [s(p!, PCO)ISmax (np ,pp +A p t- 1). (AEE 39 ， 
40 ,43 题 ) 

46. 设 S(x) 由 第 39 题 给 出 . k3, (p, peoe) =E p'||S(px+a) 
-8(x) g(x) =p'”(S(a+px) —S(a)). 再 设 p'|H S (x) ,a 是 
pS) =0 (p) Ëjn (21) EI . 再 设 psllg (x) ,w(x) =p °g (x) ， 
证 明 : (a) 2<c<min(t+n+1,k); (b) w(x)= 0 (p) 的 解数 <n. 

47. 设 k>3,p<k. P (x) 同 第 41 题 ,再 设 pi| P (xz) , 同 余 方程 p~ P(x) 

S = 0(p) 的 解 为 u (n, E),...uy(n; Æ). 证 明 :|SCp', P(x))| 
<max(1 ,n) kp (3 1<2(t+1), l> 2(t+ DARRE . 利 
用 第 43 ， 46 题 . 用 归纳 法 ). | 

48. 利用 第 44 ,45 , 47 题 证 明 式 (3. 17), 并 定 出 cy (3) ， cs (4) ， cs (6) ， 
及 一 般 c, (k) 的 值 . | 


1k 


9. 设 o1G)= | e (xy dy, v, (x) = >) TUHA Ga xh). 证 明 : 
Jo h=0 | 

当 n> oo 时 有 | o | 
| (w (x))”e(—nx)dx— J(k,m), 


1 . 
| (w (x))"e(—-nxdx~ J(k.m), 
o | 
其 中 J(k, 功 由 定理 5.1 给 . 此 外 ,利用 工 函 数 性 质 求 J 人 4m) 的 渐 近 公式 
‘$57. 


第 二 十 七 章 Dirichlet 除数 问题 


91. 问题 与 研究 方法 


除数 函数 d(n) 的 分 布 是 十 分 不 规则 的 ， 当 nn 为 素数 时 它 等 
于 2, 而 一 个 熟知 的 初等 结果 ( 见 [11, 定理 317]) 是 


lim (log n) `! (loglog n) log d (n) =log2. (1) 
数论 中 的 一 个 著名 问题 就 是 研究 除数 函数 d (n) 的 和 : 
D,(x)= Y d), x>1. (2) 


要 求 出 D,(x) 的 主 项 ， 尽 可 能 好 地 估计 它 的 余 项 ， 这 一 问题 通常 
称 为 Dirichlet 除数 问题 ， 是 本 章 所 要 讨论 的 内 容 . 容易 看 出 ， 
D, (x) = > 1. | (3) 


所 以 ，D,(x) 表 区 域 : uv< x, uz 1,o>1 上 的 整 点 (坐标 均 为 整 
数 的 点 ， 也 称 为 格 点 ) 数目 . 研究 某 些 特殊 区 域 其 至 一 般 区 域 中 
的 整 点 的 个 数 的 问题 称 为 整 点 问题 (或 格 点 问题 )， 是 数论 中 的 一 
个 重要 研究 课题 ， 而 除数 问题 正 是 一 种 特殊 的 整 点 问题 . 

研究 Dirichlet 除数 问题 主要 有 两 种 途径 ， 而 最 终 都 归结 为 某 
种 指数 和 估计 . 

第 一 种 途径 是 从 式 (3) 出 发 计算 区 域 中 的 整 点 个 数 ， 把 问题 
”转化 为 讨论 算术 函数 (n) =xAm 的 分 数 部 份 的 平均 分 布 ， 进 而 
利用 Fourier 级 数 把 问题 变 为 指数 和 估计 .利用 双 曲 型 求 和 法 ， 


由 式 (3) 得 
D, (x) = 2 » 2 l-I Vx F 


l<us<s x << x/u 


= 2 | -iv J: 
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-2x X 二 -2 了 fæ -Wz (4) 


Isus /x H EEN 


在 式 (2.2.17) 中 取 N= [ VX ],m=2, 得 到 


> =log[ Vx ]+y+(2[ Vx D +O. (5) 


由 以 上 两 式 可 得 | 
D(x) =x (logx+ 27— 1) + A, (x) , (6) | 


A,G)= X -2 Y | +o. (7) 


I1<u<./x 
这 样 ， 就 得 到 了 Dirichlet (1849) 所 证 明 的 结果 : 
A (x) < x!2 . (8) 


为 了 改进 A, (x) 的 上 界 估计 ， 就 需要 用 Fourier 级 数 展开 来 讨论 
式 (7) 中 的 和 式 ， 这 就 是 32 的 内 容 . 

第 二 种 途径 是 利用 Perron 公 式 来 表示 式 (2) 中 的 和 式 . EE 
理 6. 5.2 中 取 a(n) =d(n), 50=0, Als) =¢? (s), o,=1, 
b>1, 丁 > 1, x 为 半 奇 数 ?我 们 有 


b+iT 

__ 1 2 (0 — Jç< + (Er) 

Z 40)= i | -dst T T J: 
(9) 


设 a>0, 考虑 以 站 二 iT, 一 a 土 iT 为 顶点 的 正 向 围 道 ， 由 Cauchy 
积分 定理 及 定理 7.4.1 得 


1 


b+iT 
l | ¿2 (s) 5 ds=x(logx+2y- 1) + (0) + — 
b-iT 


2x1 


271 


1) 这 限制 是 没有 影响 的 ， 事实 上 可 用 [xl+1/2 代 x. 
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r ai T -a+iT b+iT s 
(| af +| | jeo Fa (10) 
b-iT -a- i T —a+iT 
石 边 前 两 项 分 曾 为 在 s= 1, 0 处 的 留 数 . | í 


BF tiD <(b-1) 5 (Cati) «a Ort De 
故 从 定理 4.4.1 推 出 : 当 一 a<o<b， PESES | 


£ (c+ib) < |t] et Db u s ap 
< 常数 和 a,b 有 关 ， 由 式 (11) 即 得 


btiT 
| ç? (8) -—ds< T? x + xT '. (12) 
-a+iT 


由 此 及 式 (10) , (9) 得 到 : 对 任意 x>fl,a>00 有 C | 
2 d(n) =x(logx+2y— 1) +A, (x). (13) 


h< x 
ati T | 


A = | COG d+ OTA eTa). (2 


进而 利用 函数 方程 (7.1.21) ， 余 项 A, (x) 可 表 为 


atiT 


_ 1 ee A? (s) x: 
A, (x) = pTI 2 40) | s mes. — ds x 
| + O(T'ax 2 xbT' I+ x°). (1) 


为 了 改进 A, (x) 的 估计 ， 就 要 进一步 研究 右边 的 积分 ， 利 用 渐 近 
公式 (7.1.24) 和 指数 积分 的 计算 ， 式 (15) 右边 也 被 归 为 某 种 指数 
和 估计 . 这 是 33 的 内 容 . 

Dirichlet 除数 问题 有 各 种 推广 和 变形 ， 我 们 这 里 将 不 子 讨 论 ， 
个 别 内 容 将 放 在 习题 中 .本 章 所 讨论 的 研究 Dirichlet 除数 问题 
的 两 种 方法 ， 可 用 于 许多 其 它 的 积 性 数论 函数 的 平均 分 布 问题 和 


1) 不 难看 出 , 式 (13), (14) 对 a> -1 都 成 立 , 但 式 (15) 必 需要 a> 0. 
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整 点 问题 ， 特 别 是 可 用 于 讨论 Gauss 圆 内 整 点 问题 (见习 题 4 5,6, 
7). 设 x>2,4;(x) 表 圆 x2+v2z<x 上 的 格 点 数 ， 
R, (x) = A, (x)- arx. (16) 
类 似 于 A, (x) 就 可 以 讨论 RO) 的 估计 . 这 就 是 圆 内 整 点 问题 . 
”已 经 证 明 ( 见 习题 10) ， 估 计 A, (x) «x, R(x) kx“ 不 
可 能 成 立 ， 猜 测 对 任意 s AFEA 


À, (x) CoX R(x) Kx, (17) 
这 是 两 个 没有 解决 的 著名 问题 . 
本 章 内容 可 参看 : [14], [6], [17], 18, 第 二 版 ], [23], [32]. 
32. 第 一 种 方法 
先 证 明 两 个 引 理 . 


引 理 1 设 r 是 正 整数 ，0<A<1/A, 以 及 A<Pp-a<1-A. 
再 设 6=AA2r)，h。 (x) 是 以 1 为 周期 的 函数 ,满足 


1 z< x< f, 
h(x)= ç 12, x=a,ß, (D 
0 B<x<1+ g, 


再 设 


h (x) = > | h-(x+t)dt, j=1,2…,r. (2) 
那 末 ， 对 任意 的 1<j<r, h(x) 是 以 1 为 周期 的 函数 ， 满 足 


[en a+jô<x<f-jô, 

O<h,(x) <1, lx-al|<jô, |[x-B|<jó — (3) 
laoo. B+jô<x<1+x-jô, 

HE Fourier 级 数 展 开 式 


h (x) =B— z+ > a,.j e (mx), 
m#0 


j (4) 
la 1< min(p-a, l 5 l ( )). 
m. nim? xlml \ z |miA 


证 : RA h, (x) A Fourier 级 数 展 式 


z 


ü =a t> a, oe (mx), 
m=0 
a= | h (x)dx= f— “=, (5) 


| h, (x) e (— mx) dx= 了 一 (e(—mB)— eC ma)), 
nm 

0 m= 0. 

由 式 (2) 及 式 (5) 即 得 ( 逐 项 积分 ) 


ó 
h, (x) = +f h (x+ t)dt=ßp-a+}, a„ e (mx), 


ms 0 


dm.l 


=; e (— mf) — e ( — ma) — el- mò) ).mz0 


27 m 4r i mó 


这 就 证 明了 式 (4) 对 ;= 1. 类 似 的 ， 逐 项 积分 j 次 就 得 
ó 
h (x) = r: | h,- (x+) dt=B—a+ >, an e(mx),, 


_ . e(—mB)—e(—mo)_ Í _e(m) — e(— mô) j 
my 27r11 | 4ni mó ).ms0. 
这 就 证 明了 式 (4) 对 j> 1 都 成 立 ， 性 质 (3) 直接 由 h (x) 的 定义 
及 式 (2) 推出， 我 们 记 h(x) =h,(x). 

引 理 2 ” 设 r 是 正 整 数 ，0<A<1/8,A<pB-a<1 一 A, 以 及 
h(x) =h, ( 切 是 引 理 1 HA ERAR. 再 设 À, Arts Á Q 是 一 串 


Q 
实数 , 0<4) <1,1<j<Q ,以 及 Hlx, p) =2h(4;). 如 果 对 任 
意 满足 条 件 的 x, 都 有 | 
H(a, p) =(B—a) Q+ O(R) , (6) 
这 里 R 及 大 O 常数 和 a, 8 无关， 那 末 


302， 


Q 
 S=Y2,=02+0(R)+0(A0). (7) 


W: 先 假定 f, x 只 满足 0<8- wx<1l, 不 妨 设 0 和 x<px< 和 1. 
记 Dux,8)= $r 1. 42A<ßf-a<1-2A 时 ， 显 


uc 全 <8 
Hla+ A/2, B- A/2) < D(a, B) < Hla- A/2, B+ A⁄2) , 
由 此 及 式 (6) 得 
D(a, B) =(B—- x)Q+ OCR) + O(AQ); (8) 
340<B8—a<2A 时 ， 


Dla, 8) =D(z ,oa+1—2A)-D(B,a+1—-2A), (9)- 


由 于 0<A<1/8, 所 以 这 时 有 
2A<(a+1—2A)-a<1-2A, 


2A<(a+1-2A)-ß<1-24, 


因此 ， 对 式 (9) 右边 两 项 式 (8) 都 成 立 ， 故 而 这 时 式 (8) tB pR sr. 
4 1—2A<ß-a<1, WA 


D(a, B) = Dla, a+ 1⁄2)+ Dla+ 1⁄2, 0) , 


同样 可 以 推出 式 (8) 也 成 立 ， 因 而， 对 任意 的 0<8- a< 1 R (8) 
均 成 立 . 

S 设 0<ug1, 记 D(w) = D(0, 人 .由 定理 2.1.2.( 取 f(u) =u, 

u=0,u,=1,b(n) =1, A Dlu) 4 B, (u)) RACS) 可 得 


s- | wap(w) = D() — | D(u) du 
=Q- J {Qu+ OCR) + OCAQ) }du 


=0/2+ O(R) + O(A Q). 
这 就 证 明了 式 (7). 
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-由 引 理 2 知 ， 对 和 式 》 (el emee atema 


a<u<2a 


H(a, p) = > (Íz ))- y (= ). (10) 


最 后 一 步 用 到 了 h(x) 的 周期 为 1. 进而 由 式 (4) ( j=r) 知 ( 记 


a a,.,.), 


H (a, B) =(B— a) [a] +y a, > (= ), (11) 
m=0 a<u=<2a . 


其 中 


Ia | 入 min (pv ， =T ran J ).mz0 . (12) 
应 该 指出 的 是 决定 函数 h(x) 的 参数 A ,r 是 可 以 和 a 有关 的 .这 样 ， 
为 了 得 到 渐 近 公式 (6) , 就 要 估计 式 (11) 右边 的 和 式 一 一 ZË 
指数 和 . 

利用 最 简单 的 van der Corput 方法 521. 2) 就 可 以 证 明 
Bopoaoi 的 结果 . | 
定理 3 A,(x) < x!2logx. 
证 : 设 x 充分 大 ， 正 整数 KK 满足 
2-K-ly12 < x! logx < 2 Kx!/⁄2, | (13) 


ERO. DAGE C, = 2 ix!) | 
K 
A, (x) = Vx -2} È jx la O(x!'logx). (14) 


k=0 Cy <u<2Ck 


现 取 A-=x !3C, ,r=3, h(x) Z ERE BJ 51881 dh BJ 88 3⁄, 以 
K H, B) 由 式 (11) 给 出 (a= Ci)， 下面 来 估计 和 式 


I=} a, > e( = ) 
m0 Cr<us2Ck u 
= > a, > + 5 a, > =L+L, (15) 


Cr<u <2 Ck Iml>A ` ! "CL< ug2Cy 


1g|Iml<A™! 


由 定理 21.2.3 ( 取 f(u) = mxA) 知 
(2 ) «x 2 Cum 1/2 (16) 
Ck< u<2Ck u 
由 此 及 式 (12) 得 (注意 /= 3,A- i= x C, ) 


; 
_ SEE T 
L < x!2 Cr !⁄2 5 ( J 


m>A-! Tm . nmå 


L< x2 C7"? > _ m! 2 mx C AT 1⁄2 x12., 
mgA : ` `: . 


因此 ， 由 以 上 两 式 , 式 (15) 及 (11) 得 到 
H («, Pb)=(B— a){C,]+O0 (x!) =(8— w) C +00). (17) 
由 此 及 引 理 2 推出 


> Ë ]=C,2+ oG. (18) 
Ck<u<2Ck H | | | o 


把 上 式 代 人 式 (14), 利用 式 (13) 就 证 明了 定理 . 
进一步 利用 van der Corpnut 方法 (第 二 十 一 章 ) 可 以 证 明 
定理 4 A, (x) < x!2-1⁄2% log’x. 
证 : 设 x 充 分 大 , 5<1/3 是 待定 正 数 ， 正 整数 天 满足 
© DKI! y5|op2x < 2 Kx1⁄2 (19) 


ja C, = 2 x2, 由 式 (1.7) 得 


A, (x) = -20 > fx + O(xlog2x). (20) 

k=0 Ck<u<2C, 
设 b,,b,,… 是 一 些 可 计算 出 来 的 或 适当 选取 的 正 数 , 为 了 简单 起 
见 我 们 不 写 出 它们 的 值 . KA= x7? Ci(logx)”,r= [iogxj, h(x) 
是 由 此 确定 的 引 理 1 中 的 函数 ; 以 及 Ha, p) 由 式 (11) 给 出 


(a=C). 由 引 理 2 知 为 了 计算 È x | 上 就 要 估计 和 式 


Ck<u=<2Ck, 
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I= XZ a, > (2 ) 


me — Ck<u<2C, u (21) 
= È a } + a, 2 =L+L. 
I< |mi < llogx | Ck<u<2Ck Iml >A” llogx Ck<u<2Ck 


由 式 (12) 可 得 (注意 r= [logx]) : 
[,< G, > +A ( A r Jea? l ) < 


站 > logx m nm 


下 面 分 两 种 情况 来 估计 站 . 
(A) x°log2x< 2C,< x2, A=min(7ó /3— 1/3,66/7+ 1/7). 
这 里 已 要 求 6>1/4. 由 定理 21.4.1( 取 f(u) =mx/u,k=3) 1, 


> e (= )< C, (mx C; *) t+ CI2(mxC; *) 6 (23) 
Ck<us<2Ck f 


由 此 及 式 (12) 和 A 的 取 值得 ， 


I < > m !((mxC2)!⁄+ (mxC;?) 1 J 


< (x!2 CD)US(logx) >+ (x-!CD) (24) 
<< x°logx, . 
最 后 一 步 用 到 了 对 C, 的 限制 ， 及 适当 选取 b. 
(B) x1<2C,< x!2. 利用 反 转 公式 一 一 定理 21.5.2, 取 f(w) 
= — mx/u, a= C, ,b= 2C, ,这 时 f (u) = mx /he ， 
a = mxC; 2⁄4, B = mxC; °, u,= mxw ; 
fGu,) = — J mx v f W=- 2mx A, f “(u J=- 2(mx) ` 12 v53⁄2, 
1 ,= mxC;2⁄4, À ,= mxCG; °. 
由 式 (21.5.29 ORIN) 得 到 x 
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y (如 六 oo” > ,ax 
Ck<u=<2Ck 2 


u m xC? 4< v<mxCk ° 


¿Q U) + o[ [ Ci ) ). (25) 


mx 
-对 任意 的 mxC;2⁄4 <y< mxC;2, 利用 定理 21.4.1, 取 fo) 
=2V mxy ;4=mxC 2⁄4 ,b=y,k= 5. 这 时 
Jf °? (v) =(105/6) (mx)' 0,4,=(105 /46) (mx) ~C? ， 
由 式 (21.4.2) 得 
L el2 [myy Kmx)s CEn + (mx) acua , Q6) 


mxCk'⁄4<v<y 
因而 得 到 x 
e ( MX )< (mx) 1 2C-15+ (mx) 2C" /70 
Ck<u<2Ck u | 
+ (mx) 12 C2⁄2, (27) 
由 此 及 式 (12) 推出 
I < > mH (mx)! C7! 's- (mx) 61420 C7020, (mx) !2C23⁄2) 
mgA logx | 
< (xiI ACA logy) b+ (x! *) WDC- VAIogx) + x 12C3⁄, 
对 适当 选取 的 b, ,为 使 这 时 有 
J Kxslogx， ` (28) 
就 必需 满足 条 件 
x (61-1818) 5 x C,< x 6-1) 5 


由 右 半边 及 C, 可 取 到 x'? 那样 大 推出 ，6 应 满足 (41ó— 11) 7 
5> 1/2. El 6227/82= 1/3— 1/246. 现 了 到 6=27/82， 容 易 验证 
这 时 有 4>(61 一 1816) 5. 这 就 证 明了 当 取 5= 27/82 时 ， 在 情 
形 (B) 估计 式 (28) 也 成 立 . 

综合 以 上 讨论 ， 就 证 明了 ， 当 取 56=27/82 时 有 
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I< x2 72 ]ogx. 由 此 及 式 (11) 就 得 到 
H(«, B) =(8— a)C,+ Ox” Jogx) , 
进而 由 引 理 2 得 到 


> I x }- C,/2+ 0(x7*1ogx). 
Cr <us2Ck u 


把 上 式 代 入 式 (20) 并 利用 式 (19) 就 证 明了 所 要 的 结果 . 
$3. 第 二 种 方法 | 


本 节 将 从 关系 式 (1.15) 出 发 ， 通 过 估算 其 中 的 指数 积分 求 出 
右边 和 式 的 主要 部 份 ， 得 到 A,(x) 的 一 个 渐 近 公式 (定理 
1) 一 一 其 主要 部 份 是 一 个 指数 和 ， 这 样 ， 利 用 van der Corput 
方法 估计 指数 和 就 可 得 到 A, (x) 的 上 界 估计 ， 我 们 将 用 这 样 的 方 
法 来 证 明和 上 节 所 得 到 的 实质 上 是 同样 的 结果 . 

定理 1 设 x>NN, WN 是正 整数 , 那 末 ， 对 任 给 的 >0 有 


A,(x) =(rvV2 ) “ty. d(n) n° coslán, ny — 7/4) 


+ O(x!SN!#+:) + Olx! t: N” 1⁄2) ; (1) 
其 中 0 常数 和 上 8 X. 
证 : 在 式 (1.1$) pR b= 1 +e, a=e, T?=4r?x(N+ 1/2), 48 
到 | 


—_ +i T 2 | ç 
A, (x) = z È din) | | AS 2- ds 二 O(x®) 


-ee~iT 


十 O( XI ?+ ; N- 1/2) 


= — yal ) iik A’(s) x ds 
27 i n n'~ 
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+ w + Olx" 2t N 1⁄2) 
Litai Eat O(x5) + OGN), (2) 


5 
先 估计 >》 ， 
oo dn) Ü (Ci) o 
“和 iX > DT 有 dt 

| 
一 1X pits 
_ ,em dln) | 

ix 2 MET {I (n) +L (n)+ Lín) 1. (3) 

由 式 (7.1.24) 得 o”? 


T 
' Mn) = Qa) ~> | eof p O0% D Jdt, 


其 中 
F(t) =2t( — log t+ log(2r) + 1) + tlog (nx). 


F (0) =2l1og(2z px /). 
>4 1 < t< T h}, F (t) >log (AN+ 1/2)), 故 由 定理 21. 1.4 得 : 


当 n>N 时 
I (n) «<T*(lognANt+t 1/2)) 7+ T’: 


(4) 


由 此 及 d(n) «n41 
-g d(n) E€ _— 1 | 
x 2 MEY I (n) < N P ni te + n*m- N) 
< N: . 
Wike BIS 


2 dan} L Q) < N:. 


n>N 


此 外 显 有 I(n) < 1, 由 此 及 以 上 两 式 ， 从 式 (3) 得 


5309 ， 


O <N: . (5) 
现在 来 计算 》,, 这 是 主要 部 份 . 注意 到 4(0) =0, H 
Cauchy 积分 定理 知 


-etiT > ， IT 3 ， -iT ) 
| AG) x° as= | AG) x° ds +| A2 (s) 
eriT -iT -e-iT 


n' S SSES ns 


U A 
x5 S x5 
` — ds +| — ds 
—s n S 


iT 

=J (n) +J (n) +J,(n). (6) 

先 计 算 J (n), UFE n< N. 
J, (n) = 1 | ` Æ (it) t! (nx) it dt 
n -T 
. >; T 
= _ Im | | AGDE (md | ， 

由 此 及 式 (7.1.24) 得: 设 F(t) 由 式 (4) 给 出 ， 


. T 
J. (n) = P. Re] | eir od |+ 0o87) 
1 


, nns | 4x nx T 
= 一 Re II + | + | h O(logT) 
nn 1 anx 4n, nx 


=— Re { Ja (n) + Ja (n) + Jo Q) }+ O(log T). 


nn 
由 引 理 21.S.1 得 | 
Jo (n) 一 Jx CiAthriVn (27 Pa ) 24 Ol (nx) 1%) 
由 引 理 21.1.3 得 
Ja (n) «il, Jn «1+log((N+1⁄2)/). 


Ja (n) = /2 ix'“n’^cosl4n, xy — TA)+O(n sx,) 
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+ O(n 'logT) + O(n ‘log ((N+ 1⁄2) /n)). 
由 式 (7.1.25) 得 


0 g E 
1 nx lí T 
J, (n) < 了 |( T jw< "x Ë 


J, (n) < A+ (三 ) 
n \ nx 
由 以 上 三 式 及 式 (6) 得 到 
z 2,,=(V2 7) 22 n 'Aq(n)cos(4x_/ nx — 4) 
+QO(x$N1⁄+=)_ (7) 
由 式 (2)，(5) 及 (7) 就 证 明了 所 要 的 结果 . 
R N = [x' 1, 由 定理 1 就 推出 
定理 2? 对 任 给 的 e>0,A, (x) «x' t+. 
这 里 与 定理 2.3 不 同 的 是 以 x: 代替 原 来 的 logx . 而 这 一 点 
是 不 重要 的 . 从 式 (1) 容易 看 出 ， 对 A (x) 的 估计 就 是 要 估计 指 
数 和 : 


Y (n) n"e CN ESS, (8) 
2, (uu) eO Suo )， N<<x. 


这 是 一 个 两 个 变数 的 指数 和 . 类 似 于 定 理 2.4, 我 们 要 用 van der 
Corput 方法 进一步 地 来 估计 式 (8)( 这 实际 上 就 是 定理 2.4 证 明 
中 的 情形 (B))， 证 明 下 面相 应 的 结果 : | 

定理 3 ”对 任 给 的 sg> 0,A; (x) < x! 3 26846 _ 

证 : 利用 定理 21.4.1( 取 K= $) ， 类 似 于 式 C.26) 可 得 


5 e (2 uxo ) < (ux)1/60417/20 L. (ux) a. 


a< u <2a 


1) 为 证 这 结果 并 不 需要 定理 1 这 样 的 渐 近 公式 ,直接 估计 式 (2) 右 边 每 个 积分 的 
上 界 即 可 . 


S(N, x) 


lI 
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T iiiw —rna F.  -- n ea o 


进而 有 
È eQ /uxt = > el ux ) 


vs 27 ly<vg2 "y 


< (ux) 1⁄60 U17220 _L (ux) -17/60 y4 


由 此 得 到 | 
10) = > d(n)e(2Vnx ) = > e(2 Suoy) 
n<y luvsy 
=2 > 2 e(2 Juo E > 2 e (2 Sux ) 
uS yy VEyA usy y EN Vy 


< = { (ux) (y/u) 2+ (ux) 9y A) 37/91 


y í (ux) 9y 171/404 (yx) "16 yy 
u <. 
< x! 9y14/154 x 1⁄0 yw 
进而 有 | 
S(N, x) = | y qI) +00) 
1 | 
< y! ON 14157344 x 160N41/4-3⁄4 


由 此 及 式 (1) 得 到 
A, (x) « N U60445 + N 11⁄40 71/30 S N Etap x 1⁄2+8 N 2: 


取 N= [x%4]， 由 上 式 即 得 所 要 结果 ， 
附注 1. 目前 关于 A,(x) 上 界 估计 的 最 好 结 果 ( 见 [17, 定 


理 13. 1]) Æ | A, (x) < X10 jog 2x , 
关于 圆 内 整 点 问题 也 得 到 了 同样 结果 ( 见 [17, 定理 13.11]) 


R, (x) <xX35408+。 ， 
e 为 任意 小 正 数 ，R, (x) 见 式 (1.16). Kolesnik 指出 他 得 到 的 上 
述 关 于 除数 问题 的 结果 还 可 改进 为 

A, (x) «x? Dte, 
整 点 问题 的 关键 在 于 估计 某 种 形式 的 Weyl 指数 和 ， 而 这 种 指数 
和 同 估 计 “(1L2+ 芭 的 阶 中 出 现 的 指数 和 是 相似 的 ， 所 以 对 
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¿(1⁄2+ it) WMSE, VARSAR ANADA RAG, +H 
就 是 由 证 明 估 计 : 
¿(12+it)<|tR*: 
的 方法 ， 应 该 可 以 得 到 估计 
A(x) C x”, R.,(x)< x+, 

e 为 任意 小 正 数 . 最 i, Bombieri 和 Iwaniec B WEH £(1 ⁄2+ it) 
<a |t |° %+° 因此 对 这 两 个 整 点 问题 应 该 可 以 有 相应 的 改进 ?. 

附注 2. 容易 证 明 : 存在 正 数 c， 使 得 有 无 穷 多 个 x 满足 
A) > cxl, 及 无 穷 多 个 y 满足 |R,(y) |> cy. 这 种 结果 称 为 
Q 结果 ， 记 作 A, (x) =Q (x'4), R(x) =Q (x). (见习 题 10)， 
这 结果 已 被 改进 . 

附注 3， 对 于 A,(x) 和 R, (xÁ) 都 有 级 数 表示 式 ，( 见 [17, 式 
(3.1) 及 (3.36)]). A, (x) 的 表示 式 就 是 著名 的 Boponuošñ 公 
式 ， 定 理 3.1 实质 上 就 是 取 这 级 数 的 前 N 项 得 到 的 渐 近 公式 . 
但 这 里 是 直接 证 明定 理 3.1 的 ,并 没有 利用 Bopoao 关 公式 ( 因 为 
后 者 的 证 明 较 复杂 ， 要 用 到 Besse 函数 ) ， 这 样 可 简单 些 ， 不 过 
由 此 在 渐 近 公式 (3.1) 中 多 出 了 项 O(xl4N'4+9 ， 但 这 并 不 影响 
除数 问题 的 结果 . 


习 题 
1. Ed (n) =d (n), d, (n) = a k2>3. 证 明 : FE k-1 次 多 项 式 


D, (x) = y jm) P, (logx) +A, (x) , 


n< x 


其 中 A, (x)< x! " 0ogx) : (这 是 关于 一 和 除数 问题 最 和 的 结果 . 
利用 式 (1.8) 和 归纳 法 来 证 ， 并 注意 关系 式 : 


De Ba Pa Dt 2p 4.0. o) 
<x xi cmex nsx 
1) 最 近 , Iwanice, Mozzochi (J. Number Theory, 29(1988), 60— 93) 


证 明了 : A. (x) xt R.(x)< x1224: . 
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. Ë D,(x) 同 上 题 ,b> 1,T>2,x 是 半 奇 数 . 证 明 : 
(a) 对 任 给 的 se>0, 有 
| f 1 Wu xš x° x! te 
_ SAS kw X x ` 
mn- 二 | kar +0( TT + ) 
(b) 存在 k 一 1 次 多 项 式 Pi (y), 使 对 a >0 有 


—atiT . | 
D; (x) = xP, (logx) +Š k (0) + 3 | ¿k (s) = ds 
mt —a-iT S 
xb x! te T?’ x? 
— + 一 一 
+o[ TO- T s T T J 


(c) P, (y) =y+(2%-—1), P,(y)=(1/2)y+(3y- Dy 


+ GY2—37%+37+1), P, (y)=(1 A6)y +(27 -1/2)y’+ 
73—470+471+1)y+(—1+4(%— +) —67+473+ 127071) ， 


HE yoo yi y: 由 定理 7.4.1 给 出 . 
(d) 对 任 给 的 >0, 有 A (x) x K+D+ts (参看 定理 3. 1 的 注 )， 
.用 证 明定 理 3.1 的 同样 方法 推出 Au (x) 的 渐 近 公式 (相应 地 取 T*= Qn) 


-x (N+ 1⁄2)). 特别 地 ， 
Ai (x)=(rV/3 yyy d, (n)n`? cos @z nx)!’ - x ⁄4) 
n=1 


+0 (x273+5 N 1⁄3) i 
进而 ， 类 似 于 定理 3.3 证 明 : 对 任 给 e>0 有 Ai (x) Kae, 
. W x>2, AORA tos ERRAR. 证 明 : A,(x)=xx+ R (x), 
R.( x) =2V 2x 8 2. vV x-i } +00). 


由 此 推出 R (x) < x 

.用 证 明定 理 2.3 的 方法 , 证 明 上 题 中 的 R,(x) «x 

用 证 明定 理 2.4 的 方法 ， -证明 上 是 中 的 R， (x) gyl TUAE £ 为 任意 正 
数 ， 
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7. Ë r(n) H 36.3 的 例 8 中 给 出 ，A4, (x)，R,(x) 由 第 4 题 给 出 。 注意 到 
A, (x) = > r (n), 及 > r(n)n '=4¿£(s)L (s), o>1( 见 式 (6.3.37)), 


按照 St 的 第 二 种 方法 ， 类 似 于 33 来 讨论 余 项 R, (x) 的 估计 ， 

8. W A>1,0<b-a< 4A, 定 义 在 区 间 la, b] 上 的 二 次 连续 可 微 函 数 f(x) 
满足 : f(x) >0, 0<f (x) <1, f (x)> Al. ART EW ER I 
a<x<b,0<y<f(x) 的 整 点 数 . 证 明 : 


a) E Oo- w. 


b 
(b) r-| fo) dx+ bi(a)f(a)-b (b) f(b)- P= + o (2⁄5 ,其 中 国 


数 外 (由 式 (2.2 .2) 给 出 . 
9. 设 x>2. 人 V(x) 表 球 世博 十 wx 上 的 整 点 ( 即 三 个 坐标 都 是 整数 的 点 ) 
数 . 证 明 : V (x) =(4/3)xzx32+ O (Cx?ogx). 
10. iZ A, (x) 由 式 (1. 力 给 出 . 按 以 下 途径 证 明 : 存在 正常 数 C,， 使 得 


T 
| x A2 (x)dx ~ ClogT. 
1 


(a) 设 14<a <1/2, e% A, le") = —— ° (Cati) iutge 
i ? 2ni atit E œ 


(b) 当 14<a<1/2 时 ， 积 分 JT= | (e+e) lL Catit) | 收敛， 


且 当 a 一 1⁄4 时 ,了 ~ C,(a-1⁄4) !,C; 为 一 正常 数 .( 利 用 (5) 的 
函数 方程 ,习题 25.4 的 (b).) | 
(c) 当 1 ⁄4< a < 1⁄2 时， 


oo , _ G x +i) l 
|. es A3 Ce") du= 2y |. sat d, 


(d) 由 下 述 Tauber 型 定理 推出 所 要 的 结论 : 设 f(t)>0， 当 6 一 0 时 
i oo T 
wk ó 1, EK, 33 T — oo Bf, | wa~ T". 
0 0 
( 见 [32,135 页 ] ) . 


1) 亦 可 参看 潘 承 洞 ,于 秀 源 : 阶 的 估计 (山东 科学 技术 出 版 社 ,1983) ,第 九 章 定理 6 
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(e) 存在 正 数 C, , 使 有 无 穷 多 个 值 x 满足 1A; (x)] > C,x1⁄4. (这 种 结果 
通常 称 为 9 结果 ， 记 作 A. (x) =Q (x1⁄4) ) . 
11. W Al (x) 由 第 1 885515, B, 是 下 述 b, 的 下 确 界 : 


| A? (y) dy< x!*2bk ;y, ETEN >ot Fin : | It(o+it ) |” 
0 — 
lo + it| 2dt< 1. WEH B=. BŚ o> 时 有 


(27)! | |t etidi” lotil a= | A? (x)x 2 qx. 

_ 0 

12. 在 上 题 的 符号 下 ， 设 a, ÆT a 的 下 确 界 : A, (x) < x%k, 证 明 : 
ar> B. 2 (k— 1) A2k), k>2. 
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第 二 十 八 章 大 ñ 法 


大 得 法 是 近代 解析 数论 的 一 个 重要 工具 . 它 首先 是 由 IO.B. 
JIrHHHFK 为 了 研究 模 疡 的 最 小 正二 次 非 剩 余 ,在 1941 年 提出 来 的 . 
从 1947 年 开始 ，A.Renyi 对 大 得 法 作 了 重要 改进 和 发 展 ， 用 于 
研究 算术 数列 中 的 素数 的 平均 分 布 ( 见 第 三 十 一 章 )， 并 进而 结合 
Brun MAERT: 每 一 个 偶数 一 定 可 以 表 为 一 个 素数 和 一 个 不 
超过 4。 个 素数 的 乘积 之 和 .这 一 著名 的 开创 性 的 结果 显示 了 大 籍 
法 的 强大 和 生命力， 此后， 不 少数 学 工作 者 对 大 入 法 作 了 进一步 研 
究 ， 得 到 了 不 少 重要 应 用 . 在 1965 年 以 前 ， 大 得 法 总 是 以 它 的 
算 米 形 式 出 现 ( 见 $5)， 和 得 法 ( 即 小 第 法 ， 见 第 三 十 二 章 ) 联 系 
在 一 起 ,因此 它 的 表述 .证 明和 应 用 都 是 比较 麻烦 和 难以 理解 的 ， 
这 也 限制 了 对 它 的 深入 研究 和 广泛 应 用 . 19654, K. F. Roth 
和 E. Bombieri 先后 对 大 得 法 作出 了 重要 贡献 ; 特别 是 Bombieri 
的 工作 开始 把 大 得 法 建立 在 一 个 更 合适 更 方便 的 分 析 形 式 之 上 
( 见 式 (5.11) 及 (5.13)), 并 得 到 了 十 分 重要 的 应 用 一 一 大 得 法 
型 的 零点 密度 定理 ( 见 式 (30.2. 3)) 及 Bombieri -BxHorpaAoB 均 
值 定理 ( 见 定理 31.1.1). AX. H. Davenport 和 H. Halberstam 
明确 地 给 出 了 现在 作为 其 定义 的 大 得 法 的 分 析 形 式 ( 见 式 (1.3)). 
这 样 ， 大 得 法 就 是 某 种 指数 和 均值 估计 . 从 此 ， 对 大 得 法 本 身 从 
各 方面 进行 了 深入 研究 ,并 广泛 应 用 于 解析 数论 的 著名 问题 ,得 到 
了 重要 的 成 果 . 

本 章 的 前 四 节 是 从 分 析 形 式 来 研究 大 得 法 ， 证 明 已 得 到 的 各 
种 重要 结果 ; 第 5 节 是 讨论 大 筛 法 的 算术 形式 ， 它 和 第 法 的 联系 ， 
及 其 分 析 形 式 的 导出 .第 6 节 是 大 得 法 算术 形式 的 一 个 重要 应 
用 —— Brun 一 Tichmarsh 定理 的 改进 . 

H. Montgomery 的 文章 "已 对 大 得 法 作 了 较 全 面 的 介绍 性 


1) Bull. Amer. Math. Soc .,84 (1978), 547 — 567. 
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总 结 ， 并 附 有 较 详 尽 的 文献 资料 ， 因 此 ， 关 于 这 方面 的 内 容 读者 
可 看 他 的 文章 ， 还 可 以 参看 [7], [15], [24], [25], [26], [30], 
[36]. 


S1. 大 筛 法 的 分 析 形式 
设 Nz>1, M 是 整数 ，a, 是 任意 复数 ， 以 及 
SC)= X ael) (1) 
S(x) 通 常 称 为 三 角 多 项 式 ， 以 1 为 周期 ， 再 设 ó EER xv 
xX，，… ，Xg 是 一 组 实数 ， 满 足 条 件 
lx, — x, >88, I1SrÆ#s<sR. (2) 


通常 把 满足 条 件 (2) 的 实数 组 x ,x,,…, xz 称 为 ó 佳 位 组 
(mod 1). 大 第 法 就 是 要 去 建立 如 下 形式 的 不 等 式 : 


R M+ N 
E |S(x )l2<A(N,5) la, (3) 


这 里 A=A(N,5 AA N, 有 关 , 但 和 AM, a ,tx 的 具体 取 值 无 
关 ; 并 要 求 得 到 尽 可 能 好 的 值 A. 这 就 是 大 得 法 的 分 析 形 式 . 
由 于 以 x) 以 工 为 周期 ， 所 以 为 了 估计 式 (3) 左 边 的 和 式 ， 可 
以 假定 6 佳 位 组 满足 : 


0 < x, < x, < ::: <xx <] 5 | 
| (4) 
X7 x, 2ó0ó,1<r<R-1l;xi+1-— xa2 50. 
由 此 可 看 出 必 有 
R< (6°!]. (5) 


有 三 种 不 同 的 途径 来 得 到 形 如 式 (3) 的 不 等 式 . 一 是 利用 所 
谓 最 简单 的 Co6ozeB 型 不 等 式 , 这 首先 是 由 P.X.Gallagher 提出 
的 ， 用 这 种 方法 可 以 证 明 : [K A= ó I+ Nz, 这 昌 不 是 最 优 的 ， 
但 对 绝 大 多 数 的 应 用 是 完全 足够 了 ; 二 是 利用 泛 晴 分 析 中 的 对 侦 


-578 - 


原理 : 三 是 利用 内 积 空 间 的 Bessel 不 等 式 . 后 两 种 方法 实质 上 是 
一 致 的 ， 能 得 到 最 优 值 A=6-!+ N- 1. 我 们 将 在 以 下 三 节 讨 论 
前 两 种 方法 . 第 三 种 方法 将 按 排 在 习题 17 一 19 h, 而 在 $29.3 
中 讨论 Halasz 方法 时 对 Bessel 不 等 式 作 仔细 的 讨论 ， 


$ 2. Gallagher 方法 


引 理 1 设 /(x) 是 区 间 [a, b] 上 的 连续 可 微 函数 . 那 末 ， 
当 ag<x<b 时 有 


b 
f(x)= z [ fades | = )r ya, 
+j y )f Dau. (1) 
进而 有 


FONS Fo Lf ee] If (u)ldu, a< x<b;(2) 


人 (全 


jg: 式 (2) 和 (3 ) 容 易 从 式 (1) 推 出 . 下 面 来 证 式 (1). 我 们 


< — -f |fCu)ldu+ 1f |f (u)ldu. (3) 


有 
JOS- | f uya a<x, u<b. 
上 式 两 边 对 2& 积分 得 到 l 
o-a S0- | sadu f (|a Ja a<x<b. 
进而 利用 分 部 积分 推出 加 
Go) | foddio | roar-e| raya 
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+| uf (u)du ， 
这 就 证 明了 式 (1 ) 


特别 地 ， 当 取 f(x)=g(x), 利用 Cauchy TEA HACZ) 
和 (3 ) 可 分 别 推出 : 当 a< x<b 时 有 


l | | b 1⁄2 
aspa Í |g(u)Ë du+ (Í zü) du 
b “ V|. 
- (| |g Pa) ; i (4) 


) I | b | b 1⁄2 
< | lelu)? du+( | |g CaP du 


b ` 1⁄2 f | 
. (| z du) | (5) 


应 该 指出 的 是 ， 当 f(x), 8(X) 是 复 值 函数 时 ， 以 上 结论 仍 
然 成 并 . 

定理 2 设 6>0, x, x, +s Xr Æ Ô 佳 位 组 (mod 1). IRK, 
RA(N,ô)=0 !+ =N 时， 不 等 式 (1.3) 成 立 . 

证 : 不 妨 假定 条 件 (1.4) 满 足 . 在 引 理 1 中 取 f(x)= S(x), 
a=xX -52 ,b=x,+6/2, 由 式 (3) 知 


|g(x)Ë < 


x, +6/2 


xt ó/2 
Six p<": | saya | | Su) S (u)ldu, I<r<R. 
x > ó72 l 


X, ó72 


两 边 对 r 求 和 ， 由 条 件 (1.4) 及 S(z) 的 周期 性 得 


$ [Sx )P < a seoPaer | IS(1)S (u )idu 
r=l 0 0 
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< | sopar( | [Stu Pdu (| sk) 


M+N M+N 12 M+N 1⁄2 
=ó! f a, +Í > lan P) ($ |2zna,) ; (6) ` 
| n=M+I n= M+] 


n= M+1 


这 里 用 到 了 Cauchy 不 等 式 及 
W. M+N of M+N 
| isaota,- > lan, | seopa= > Pxna,l2. (7) 
0 n=M+1 0 n=M+1 | 
另 一 方面 ， 对 任意 整数 天 , 定义 
M+K+N | | | 
Sé (x)= 》 aj-<xe(nx), (8) 
n=M+K+I 


则 有 S,(x)=e(Kx)S(x). 对 Sx (x) 应 用 式 (6) 得 到 
Y SEP = Y ISk Gx)P | 


- | MtK+N © D M+K+N 1⁄2 
=6 3 lc- 中 + Y lang? 


n=M+K+] n=M+K+] 
ff M+K+N. ` NU 
` ( > |2xna,_x P) 
n=M+K+1 | 
Ñ M+K 
< GE max (127 nl ) >Y TabF.(9) 
M+K+lgn<M+K+N n=M+1 
现 取 | | _ 
K= -M- | AL J-i, (10) 
由 式 (9 ) 就 推出 所 要 的 结论 . 


定理 3 设 Sx) 由 式 (1.1) 给 出 . (a) 对 任意 整数 9 关 1 有 
| .58] . 


/ 


d a 2 M+ N 
>> s (3 ) <(g+xN) > lz, |2; (11) 
a|q a=1 *,=M+1 


(b) 对 任意 Q>14 


zile) 


证 : 在 定理 2 中 分 别 取 实数 组 {x, 为 
a/d, 1<a<d, (ad)=1, diq. ` (13) 


< (Q+ rN) pA la, Ë. (12) 


及 
a/q ， 1 和 aca 和 9 ， (a,q)=1, l1<q<Q, (14) 


容易 看 出 , 它们 分 别 是 9-! 佳 位 组 及 Q 佳 位 组 ， 所 以 由 定理 2 
就 分 别 推出 式 (11) 及 (12 ) 成 立 . 
$ 3. 对 偶 原理 的 应 用 (一 ) ` 


首先 证 明 -一 个 引 理 ， 它 是 泛 函 分 析 5 中 的 对 偶 原 理 的 特殊 情 
A | 

引 理 1 WC )E Nx 及 阶 复 数 矩 阵 ， 那 未 ， 对 同一 个 常 ， 
数 D (和 这 和 矩阵 有 关 )， 以 下 三 个 结论 是 等 价 的 : : 
(I ) 对 任意 复数 a, 有 


7 |> Cnr G, 
(TI ) 对 任意 复数 a, B, 有 
<D [> ja, b se): 


(H ) 对 任意 复数 b, 有 


2 
<D |a,l? ; 


nr n r 


2 
B| <DY |p. 


nr 


1) 本 节 需 要 的 泛 函 分 析 知 识 可 参看 (29 . 
. 582: 


证 : 先 证 (I 工 ) 与 ( 荆 ) 等 价 . ECR, MJ 
p Ca B, <Z1p.PZ | C,, a, 


<D( Ela, (Ein). 


所 以 (五 RE, A RZ, 取 有 = > Cra, WA 


2 
>|> C,, a, -|> C,,a,Ë,| 


< Di b la, Ë ) b Be), 


由 此 即 推出 (I ) 成 立 . ABE S 34. 

引 理 1 是 下 述 泛 函 分 析 中 一 般 对 偶 原理 的 一 个 特例 . 

TARE f 是 线性 赋 范 空间 E, 到 E, 的 有 界线 性 算 子 , 了/ 
是 它 的 共 思 d 算 子 , 即 是 相应 于 了 的 从 E, 的 线性 泛 函 ( 即 对 偶 ) 空 间 
E: Fj E, 的 线性 泛 函 ( 即 对 偶 ) 空 间 E; 的 线性 算 子 . 那 末 它 们 的 
范 数 相等 : 外 请 [= 外 广 省 ， | 

如 果 考 虑 复 欧 氏 空 间 的 情形 ， 取 E, = Ey J: N HES BKIS 2 lB], 
E,= E, 是 尺 维 复 欧 氏 空间 .熟知 ,，E%= Ev, Ek= Er. Ev 到 En 
的 任 一 线性 算 子 可 由 NxR MECC) š Hi: 即 对 任 一 
a= (a ,.… , aw)eEy, 


C = (PoC ptet E a, Cre] = (Do r ba) 


2 


=þe Er. 
E, 上 的 任 一 线性 泛 函 o 可 由 Ex 中 的 一 元 素 B= o pn) 给 
H: BIXHE— be Ex， 
2 )=(,B)=YX b,B,. 
同样 ，E 上 的 任 一 线性 泛 函 光 可 由 E, 中 的 一 元 素 信 = (a, …， 
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oan) 给 出 : 即 对 任 一 ae E、， | o 
o y ) = (a, x)= È antn: 
RPE f MARAT S ST h( C, AER ECC, ) 给 出 : 即 


rE )=B (C, = [5 B,C, 9 D) .Gu | 


| l 一 (oo )= 0E Ey. 
上 述 对 偶 原理 断言 : | | 

= p (1) 
在 这 里 的 情形 下 ， 有 | | 


. | o 
IIE |E Cna, < 


Ela, 0) 
I ENESE B| IEI 6 


由 以 上 三 式 就 可 推出 引 理 1 PHC RI ) 等 价 ， 
由 引 理 1 立即 推出 
定理 2 不 等 式 (1. 3 ) 同 下 述 不 等 式 等 价 对 任意 复数 fi ， 
B, 有 x 
> TIPR<ACN, SD SIPs (O 
其 中 
T n)= > B,e (n x,). (5) 


由 于 
M+N R R _ | 
Y ITOO)P= Y Y B,B, } e (n(x,— x,)) 
n= M+] `r 1 s=1 n 


= NY IB,P+ Y u,u,sin(mzN(x,— x,)) (6) 
r= rs 


-(sinz(x—x,)) `}, 
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其 中 =B,e(Lx,), L= M+(N+ 1)⁄2. 如 果 对 任意 复数 u, 有 
佑 计 
Suu ‘sin (x N(x.— x, ) )(sin z(x, — x,))- <A) y lu, ,(7) 


其 中 A,=Ai(5) 是 仅 和 6 有 关 的 常数 ， 那 未 ,在 估计 式 (4) 及 
(1.3) 中 就 可 取 

A(N, ô)=N+A (8) (8) 
”这 样 ， 问 是 就 转化 为 估计 式 (7) 左 边 的 双 线性 型 . 
形 如 式 (7) 的 不 等 式 可 以 转化 为 讨论 下 述 不 等 式 
Y u, T(x,- -x |< DEl. (9) 


rss 


这 是 熟知 的 Hilbert 不 等 式 (见习 题 10) 的 推广 : 
Luu lr=s) ' <x> lu,Ë. (10) 
rs f r . 

为 了 定 出 不 等 式 (9 ) 中 的 A,(ô), 需要 下 面 线性 代数 中 的 熟 
知 结果 : 

引 理 3 设 A Æ RB Hermite 矩阵 ( 即 它 的 共 罗 转 置 等 于 它 
本 身 : AA) Areo, 是 它 的 特征 根 , 1|41| =max( 14,|). 
IR. À; 都 是 实数 ， 且 存 在 向 量 =(u ，…， Ur) 满足 


使 得 _ _ 
|Z A z|= max | A x]. (12) 
定理 4 设 0>0， 
XI LAR; X17 X 26 1<r<R-12?. (13) 


IR 4 A, (ô) = x67! 时 不 等 式 (9 ) 成 立 ; 
证 : 取 Cc,,= —i(x—x,) l rEsS, c,=0, A= (c,,) 是 一 


1) 可 参看 许 以 超 : 代数 学 引 论 ，》11.1, 定理 5. 
2) 这 里 不 需要 是 6 佳 位 组 (mod1). 
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Hermite 矩阵 ， 由 引 理 3 知 ， 只 要 对 满足 式 (11) 和 (12) 的 区 来 证 
明 不 等 式 (9 ) 当 取 A ，= x6-! 时 成 立 . 
利用 Cauchy 不 等 式 及 条 件 (11), ROEA KEN 


I < b > (x x)” J=} ; (14) 


r ly r 
容易 验证 
L = 2》 P (xx) u u a a) 

5 rs st 


E ((x—x)'—(x—x)"1) (15) 


rs, t 
=> t}, ` 
进而 有 
2 =》 uu, (x,—x,) 2 (x,— x.) !— 3, u, u (x,— x,) "! 
st rs st : 


| 2 (xx) +22, u,u,(x,— x,) 2 
r $t 


=Y ->,+27，. | I (16) 
ATXE uE), KA | 
Y u (x x,) Siht > 1<s<R. (17) 
rss 
因而 有 
> ,= iÀ, > lu,’ > (x,—x,)!, 
s rs 
9 = —iA lu, P È (x,— x,) !. 
f r#t 
所 以 
2 ,=2, . 
由 此 及 


z. 
从 式 (1$)，(16 ) 就 推 得 
‘$86.: 


< Y (lu,Ë 2+ lu, P2 (x, -x ) =,, 
st 


L<3 lu PÈ (x —x,) 2. 
$ ry 


由 条 件 (13) 知 | x, 一 x,| 之 F— ló, 因而 有 
> (x,-— x, )- :< 287 È n? =x26"2/3. 


由 以 上 两 式 及 式 (14 ) 就 证 明了 定理 . 

EES 设 6>0,{x,} 是 5 佳 位 组 (mod1). WK. (a) 取 
A1(6 )= 565"! 时， 不等式 (7) 成 立 ;，(b) 在 不 等 式 (4) 和 (1.3) 中 可 
MACN, 5)= N+ 5-1. 

证 : 只 要 证 明 第 一 个 结论 ， 后 者 由 式 (8 ) 即 可 推出 . 先 证 明 
对 任意 复数 u, 有 / 


2, wu, (sin z (x, —x,)) ! <ò Y lu, Ë. (18) 
r=1 


rs 


AA 324 w 整数 时 ， 
(sin zx) =n (—1)(&a+k)!, 
k=- œ 、 
ATAA Ma 整数 时 | 
lim © (-1¥}(1-Ikl/K)Xa+k)'=r(sin za). 


== 


° K> oD k= - 


所 以 ， 式 (18) 等 价 于 证 明 
lim LÈ, (-1)}(1-1kI/K) Y u, T(x, -x+ k) 
K — œ rs 


< xó È uP. (19) 
不 妨 假定 { x, ) 满 足 条 件 (1 4). 容易 看 出 实数 组 
Xm=Xx+m, lr<R, 0<m<K, (20) 
这 R(K+ 1) 个 数 满足 定理 4 的 条 件 ， 因 此 ， 对 任意 复数 U ,m A 
y u, m Usn Xrm- Xon) I< nô” pa lu,, Ë ` (21) 


Fr Sol H 


其 中 ， 表 示 数 对 (7， m) (s, n). u= (= "u, 注意 到 
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Y ub) (—1)>”"(m—n) !=0, 


m= 


由 式 (20)，(21 ) 推 出 
> (—1) "u u,(x,— x+ m—n)< (K+ l)xzó !Y lu, (22) 


r¥s:m nN . r 
&m-n=kig 
y (—1):(K+I-|k|)2, wi (x,~— x, + k)! 
k= — K r =s . 
<(K+1])x“ó "> |u, P. (23) 
这 就 证 明了 式 (19)， 也 就 证 明了 式 (18).。 
注意 到 对 任意 实 数 & ,有 
u, usin a (x —x,)=(2i) (u, ei%xr) (u, e's) 
— (2i)! (u, e i%xr Xu, e is ) ， 
由 此 及 式 (18 ) 就 推出 了 定理 的 第 一 个 结论 ( 且 =N 可 改 为 任意 实 
数 ). | E 
定理 6 在 大 得 法 不 等 式 (1.3) 及 (4) 中 ， 可 取 A(N, ó) 
=N+6 ”一 1. | 
证 : 对 任意 正 整数 天 有 


KÖ | S(x, )Ë = > Y |S(x,+ k) P 
r=] k=1 r=1 . 


K R 


=} > 


k=1 r=1 


MK+NK ` 2 
》 b,e(nK (x+ k))] > 


n= MK+ K 


| Ap» n=mk, 
b= | 


0, 其 它 . 
IK! (x,+k)- Kx, + D I > K'!l||x—x,+k-lli 
= K! x, —x l> K8, rÆs, 


其 中 
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` úa. ü Oo 


IK (x+ k) - K (x+ Dzl K- D||2 K> K-'ó, k+l, 

所 以 , 数组 K '(x+k)X(1<r< R,1<k<K)ÉE— -个 6 佳 位 

组 (mod1)， 因而 由 定理 5 的 后 一 结论 推 得 I o | 
K > | S(x, P< (NK- K+ 1+ ó" OY la, Ë, 


WWE K 5, £ K > oo 即 得 定理 . . 
| 在 一般 情形 下 定理 6 是 最 佳 的 (见习 是 l. ` 
由 定理 5(b) 和 定理 6 立即 推出 ， FER 11 ) 和 (2. 12) 可 分 


别 改 进 为 
x (4 E , (24) 
Eps Jisung 0 
dlq a=1 | 
ah N q j SNL |a?» (26) 


<(@+N- DZ la. (27) 


定理 4 的 一 个 有 用 的 直接 推论 是 
”定理 7 设 了 >0. 在 定理 4 的 条 件 下 ， 对 任意 复数 wu 有 


[| > u, pixr! 
0 


其 中 |0|<1. 
证 : 式 (28 ) 左 边 的 积分 等 于 


T 
R . 
TY lu,Ë+ Y u,u, | ei Erns qt ` 
r=1 rs; 0 
R | 
= TY |u,’ +i}, uu(x,—xX,) 
r=1 rs 


= (T+ 2x06- DL lu, P, (28) 
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~if (ue'*rT ) ( U,e'™T ) (x, — x, )-'. 


对 后 两 项 应 用 定理 4 就 推出 所 要 的 结论 . 
定理 4 还 可 进一步 改进 ， 因而 也 就 改进 了 大 入 法 不 等 式 (1 3). 
这 是 下 一 节 所 要 讨论 的 内 容 . 


$4. 对 侦 原 理 的 应 用 (二 ) 


定理 3.4 要 求实 数组 Xis Xas ° XR 之 间 的 间距 都 大 于 同一 
个 正 数 5, 这 样 考虑 是 比较 粗糙 的 . 现在 我 们 假定 这 实数 组 满足 
| X <X,< LXR ， 


mini x,— x>, >0,1<r<R, 
Str 


(1) 


希望 得 到 这 样 的 不 等 式 : 存在 绝对 正常 数 C ,使 对 任意 复数 4 > i, 
.… ,Us 有 


Y u, u(x, x) SCE ó lu,Ë. (2) 
由 此 ， 显 然 推出 在 不 等 式 (3.9) 中 可 取 A,(6)= C6 .这 种 形式 
的 不 等 式 的 证 明 要 比 定理 3.4 复杂 得 多 ， 这 里 的 证 明 是 单 增 给 
出 的 ， 它 依赖 于 一 个 有 趣 的 初等 不 等 式 : 
引 理 1 设 1=a ,a,,… 是 一 非 负 无 穷 数列 ，0, = min(a, ， 
dn+1). 我 们 有 
| 》 o, (a, + + a, ) 2 < n’? =r. (3) 


n=l 


一 般 地 , Sx BEEE x2 1 上 的 单调 递减 且 赵 于 零 的 下 
凸 函数 ， 级 数 》 SA. 那 末 


È 0. f(a, + -:: + a, <È An). (4) 


1) 这 个 不 等 式 是 单 境 提 出 的 (科学 通报 ，29(1984)，62)， 这 里 对 证 明 作 了 简化 ， 
结果 作 了 推广 ， 且 证 明 是 初等 的 . 
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MEM YE yn ipe o- 


证 . 我 们 来 证 明 不 等 式 (3)，(4) 可 以 同样 证 明 . 证明 分 为 两 
部 分 .由 | | 

> 0. la, +-.- +a) 2 < y a, (a+ + a, y)? 

n=l 


a= 
cO 


<1+| x 2 dx=2 (5) 
| 


知 , 式 (3) 左 边 的 级 数 一 定 收 全 (类 似 可 证 式 (4) 左 边 级 数 收 化) 首 
先 证 明 : 如 果 数 列 A: ‘dis l» pa 那 来 一 一 定 存在 一 


个 首 项 为 1 的 递增 数列 4: 1= a < ., 0, = =min (g, d+1) 
使 得  - | 
ACIE +a y <È D(A +. +5). (6) 
当 数列 4 不 是 递增 时 ， 一 定 有 唯一 的 12 2 使 得 
I=a<a,<-- San OSa <an. (7) 
现 取 数 列 4 为 | 


dad’ =a,, nZl; a;=a n=l, 
| -i (8) 


0; =min(a;, ap) 
注意 到 J >20, K aLi >a; 我 们 有 
》 0 (ai+ +a,)2-3 0 (a+. +a) 2 
n=1 n=ł 


= (a —a,)(a,+ +a) +Y (0 (alt... +a ) 2 
—0, (a+. +a,) 2) i | 
> (a. uaj Xat .+ a) +Y 0 l(ar+-. +a) 
—(a+--+a,) 2] 

> (anı —a,)(a,+ -: :十 GD- 一 (ai 一 ai) 

S 2a, (a+ +a, ) 2 


n=] . 
| 2>(a- — a, )(a, + -+ a)? —(a,-— a, ) 


i >í (ar: +a, ) -= (a+ +a)? }=0, (9) 
n=} 
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稍 加 分 析 可 看 出 上 面 的 等 号 不 能 全 部 同时 成 立 ， 所 以 兽 有 
Y 0 (a +-+a,) < (g++a)?. (0) 
n=] n=l 


数列 4 当然 不 一 定 是 递增 的 ,但 它 的 递增 的 项 数 比 4 至 少 多 了 
一 项 . WRA 不 是 递增 就 继续 利用 这 一 办 法 ， 最 终 可 得 到 一 个 
递增 数列 4 . 具体 地 说 , 4 可 这 样 来 确定 .对 给 定 的 数列 4 一 定 
存在 这 样 唯一 一 的 子 序列 (可 以 是 一 个 有 限 数列 ) 

a, <a <: . 
满足 1 = 1 <0< ,及 对 任意 的 之 1 有 
a, Sa ， Í <n<l,,! 

我 们 定义 4 为 u 

a =a, ln<il, i=1,2,.……,m 
显然 它 是 递增 的 . 反复 利用 对 上 面 数列 4 证 明 的 不 等 式 (10)， 
容易 推出 ( 设 0,= min (q, ;4.41)) | 

> CHE A AC | (11) 


当 4 不 是 递增 数列 时 ， 上 式 中 的 等 号 不 能 成 立 
所 以 ， 我 们 可 假定 数列 4 是 递增 的 下 面 来 证 明 这 时 必 有 不 
等 式 (3 ) 成 立 ， 这 时 
i=agow <a,<:-: , 0,=a,. — (12) 
设 和 =a 一 [oj. AA (1+x)2 33 x=1 RRAK HK 
az 1 得 


F= Y 0 (at +a)? S] a (a ta,+ eta)? 
n=1 n=l 

rp aa gp U 

Sit -z + Cta) (2+a,+ a,)° 


— BS (13) 
+ (2+ a,+ a+ as) + 


容易 看 出 x 
”1) 当 是 有 限 数列 上 <b< --- <l, 时 , Bimi =+ oo, 1<i<m. 
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i 
Otay S Z t P tt Gila] 12 Otay ` 
| (1 


此 外 ,对 x>0, 0<a<1 有 ? 
] 1 一 X a 
Qa S i T (x+1) ' (15) 


因而 得 到 ( 取 x= 2+[a,], <= À, ) 
lth, < _ 1 _ + — h _ 
Q+a) ` (2+[a]>} (2+[a,j]+ 1y 


H3), (14) K (16 ) 就 推 得 


(16) 


F< Y -— 上 


AA 43 | 4 
= mn + Oria] + 1 )2 + (2+a,+a,) 


a, 
+ (2+a,+arta,y + (17) 


Xt a, 来 说 可 能 出 现 两 种 情形 : (I) 2+[al+1 < 2+ a, aà 
< 2+[a]+2; (H )2+4[aJ]+2<2+a+a,. 


若 情形 (IT) 出 现 ,这 时 必 有 [a ] = 12,0 和 43+44< 1 由 式 (15) 
( 取 x=2+[asl+ 1,%=4+44) 得 


a, 1 一 (4 十 4 ) 43 十 44 
(2+ a,+ a, <ar Ila] Iy + UT | 
(18) 
因而 有 
À a Í 
Orati + Gratay < G+Tla]+15 
+ A+A, 
O+ laltla] +12 ` (19) 


1) 这 实际 上 是 凸 性 不 等 式 ，x “是 下 凸 函 数 . 
2) 这 时 [a3] =1. 
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由 此 及 式 (17) 得 


BJ Àt 4, as 
F< Šin, n? + (N,+ 1) + (2+ a;+ a,+ a,)2 Tono (20) 
xr) 
N, =[2+a,+a,+ ---+ a,] s k> 3 . (21) 


注意 到 这 里 有 0< 和 + 44< 1, 所 以 At 1, 就 相当 于 式 (17 ) 中 的 4, ， 
而 2+ a,+ at 5 就 相 当 于 2+ 0+a4, 这 时 间 样 可 对 2+ a,+ a,+ a, 
分 为 以 上 两 种 情形 来 讨论 : (1) Ns+1= 2+ lal+ [a]+ 1 
< 2+0+a+ad<N+2; (I) N,+2<2+a,+ ata. 对 情 
形 (I ) 的 讨论 和 (IT) 完 全 一 样 ， 
若 情 形 (I) 出 现 ， 这 时 有 2< 4;+ s+ [Qj . 注意 到 
1 
(2+ [ai + 1)2 (2+ata) ` (2+[a,]+ 1)2 


+ a,+ 43 一 ] 
Q+[a]+I1+a+ 4-1) 
由 式 (17) 得 
1 l | d4 
F< X, E NIY + (Nt 1+a2' 


+ (N.+1+arao: ` (N,+ 1+ a,+ a;+ a, )° (22) 


其 中 


l<a,=a,+ å,- 1<a,. (23) 


我 们 可 以 把 式 (22 ) 中 的 ;+ 1 看 作 是 式 (13 ) 中 的 2, a, 看 作 是 a, ， 
而 式 (22 ) 中 的 As; » dg» `t’ 看 作 是 式 ( 13 ) 中 的 A4 >» A53 tte 继续 对 
式 (22 ) 进 行 对 式 (13) 所 作 的 同样 的 讨论 ， 类 似 于 式 (17 ) 可 得 ( 注 
意 和 N 十 1+as=2+ + a) 


l) 由 于 这 里 0 所 43 二 4 三 1， 所 以 这 时 Na=2+ [aí] + [aa] 
* $94: 


] Àa a 
< — + ——— £ ”十 — 
F A, É (N,+ 1)? (2+ a,+ a,+ a, )° 
a G L.. 
1 O+ at at ast as)? toeo (24) 


其 中 as=[a4 十 44. 对 式 (24) 又 可 象 式 (17 ) 一 样 分 为 两 种 情形 来 
讨论 . 

反复 进行 以 上 的 讨论 ， 由 式 (20) 和 (24) 就 证 明了 对 任意 的 
k>3 有 | | | 


1 ] a 
< 一 十 一- +—— er +... 
Zn n + (N,+ 1 )2 + (2+ a+ ---+a,,,J2 + 


I 1 —_ 
(N,+ 1 )° 2+a+- +a ` 


1 
< 一 一 
Èn n t 
注意 到 wz> 1, + k> co 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
由 证 明 可 以 看 出 式 (3 ) 中 的 等 号 当 且 仅 当 a,=1(n=1,2,…) 
时 成 立 ， 容 易 看 出 ， 式 (3 ) 是 在 式 (4) 中 取 f(x)=x”? 的 特例 . 而 
式 (3 ) 的 证 明 实际 上 仅 用 到 了 式 (5 ) 及 x 是 单调 递减 趋 于 零 的 下 
西 函 数 这 一 和 性质， 所 以 式 (4) 可 以 完全 一 样 地 加 以 证 明 (》 fn) 
收敛 相当 于 式 (5 ) ). 特别 当 取 f(x)=x “(a> 1) 时 ,我 们 有 


Y 0,(at -+ a,)™ < (a). (26) 


(25) 


由 引 理 1 立即 推出 
引 理 2 在 条 件 (1 ) 成 立时 ， 我 们 有 


> ó (x —x,) 2<m26-1⁄/6, l< s< R, (27) 
> ó (x —x,) 2<m6-1/6, 1<s< (28) 
Y ó (x —x,) 4< r890, 1< s< R, (29) 
Y 6, x) < 00. 1< s< R. (30) 


证 : 我 们 来 证 (27), HE 几 个 可 完全 一 样 证 明 . 在 引 理 1 中 
取 : a,=( Xan Xani) xan 1<n<R-s; a,=0, 


n> R-s. 容易 看 出 ， 
2 Š, (x,— — x,) ?= (x, x) PU (a 十 … +a)? ， 


由 此 及 式 (3) 就 推出 式 (27). 在 证 式 (29)， (30) 时 要 用 式 (26) 
(«= 4). 


我 们 还 需要 下 面 的 引 理 
引 理 3 在 条 件 (1 ) 成 立时 ， 对 ?天 上 我 们 有 


I= f ô, (x, —x,) X(x,—x,) 2< 4 (8571+87 Xx, —x,)72 (31) 
rÆsS f ' . 
证 : 不 妨 设 1>s. 由 于 (x 一 Xx,) Ax- x,) E x BJ F A 
数 ， 所 以 | 


Xpt 6r/2 


6, (x,—x,) 2 (x,~— —x,)- < f (x—x,) 2 (x—x,) dx 


Xp Š, /2 


由 条 件 (1 ) 推 出 


| xs“ ó, /2 2 +o N: | | 
I< (| +| +f ]G-x)268_a) ax. 
—_ xyt ó, /2 x tó, /2 
由 于 ( 取 B = (x, — x,) 2, B,= —2(x,— x,) °) 
| (x—x,) Xx- x) 2= B œ- x,) 2+ B,(x— x,) 2 
+ B,(x—x,) 1!— B,(x—x,) !, 
| (x—x,) 2 (x— x,) ° dx= — B, (x—x,) '!— B, (x— x,) 


X —X; 
X — x, 


+ B, log 


“所 以 由 计算 可 得 
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mi 


I< 4B (ó !+ ó7!), 


这 就 证 明了 式 (31)， 
现在 来 证 明 本 节 的 主要 结果 . 
定理 4 。” 当 条 件 (1 ) 成 立时 ,可取 C< 4. 452 使 得 不 等 式 (2 ) 
成 立 . 
”证 : 证 明 的 途径 和 定理 3. 4 相同 . < v, =ô, u, , REA (2) 
就 变 为 x 
<C F lyp. ` (32) 


rs 


I= y VV, 612 812 (x, =x) 


rs 


在 引 理 3.3 中 取 c,,= _ 012812 (x;— x) l rss; c =0. A= 
(c,,) BIX Hermite 矩阵 ， 所 以 只 要 对 满足 条 件 (10) 和 式 (11) 
的 六 来 证 明 土 式 ， 类 似 于 定理 34 的 论证 (注意 条 件 (11))， 我 们 有 


2 
I2< 5 Y 7,8282 (xx | .. 


r 1 sr 


ü > | v, |° 22 ó, (x,— x,) + At y! 


E {6 -xx 


FS Í 
= > (f > 2 | | (33) 
进而 有 | | 
Y= DR E 6,(x—= x)" 
$t rÆs . 


+ Emo x)2 


-F vB xD 6,(%,— -xi 


St 


+Y vv, 8S x)? 


由 条 件 (11 ) 知 | 
> Vo ó (x—x,) Sih ，1<s<R， 


由 此 易 得 > => , .因而 ， 利用 Cauchy 不 等 式 从 式 (34) 得 到 ( 注 
意 条 件 (11)) 


[E| <2 E Innaa- (35) 
FERI X ,, 利用 Cauchy 不 等 式 及 条 件 (11) 得 
LILE AlE 118 
- Y lva1828 zy š, (x= x= x)": 


= $ |v PEY ó (x,— x,) 4 
t st 


+ lyyli Y ó,(x,—x,) 2(x— x) 2 
tHg st ,q 
由 此 利用 式 (29),(30), (31) 及 条 件 (11 ) 得 到 
> ISm4AA5+8Y. , 
所 以 
Y, < 4+(16+ 7/45)". 
综合 上 式 及 (33)，(34)，(35)， 利 用 估计 式 (27)， (8 ) 和 条 件 
(11 ) 就 得 到 
[I <n/3+8+2(16+ r? /45)!2= 19.81386 …. 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
猜测 C 可 取 z ,但 至 今 还 没有 证 明 . 
相应 于 定理 3. 5(a )， 从 定理 4 可 以 推出 


定理 5 当 条 件 
minllx,—x,ll>6,,1<r<R (36) 
s#r 
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成 立时 ， 对 任意 复数 Uli，,*:** Upg 我 们 有 
Y u,u,(sinz (x,— x,))- [eega tlu,l? (37) 


其 中 C 同 定理 4; 进而 对 任意 实数 «有 


F uu (sinalx,— x, ))(sinz(x,— x,))”! 


< Cr`!Y ô! lu, P. 
(38) 


证 明和 定理 3. 5(a ) 的 方法 完全 相同 ， 故 略 . 
相应 于 定理 3. Sb )， 由 定理 4 可 推出 如 下 的 加 权 大 筛 法 不 
等 式 : 
定理 6 É Sx) 由 式 (1.1) 给 出 . 那 末 当 条 件 (36) 成 立时 ， 
我 们 有 
Y (N+ CrS) 1|S(x)Ë< X lat- (39) 
r n=M+! 


特别 的 ， 对 9 兰 1 有 


y> (N+ Cr 9g yy 


dig a=1 


及 对 Q218 
> (N+ Cx ! oE; J 


其 中 C 同 定理 4. 
证 : 我 们 来 证 不 等 式 (39)， 其 它 两 个 可 由 它 推出 ， 证 法 同 定 
理 2.3. 式 (39) 左 边 等 于 ` 


2 
DJ b a, ((N+ Cr Ua e (nx, y. 


M+ N 
< > | q, Ë ; (40) 


2 
,⁄ a 
{4 ) ; n=M+1 


2 OMIN o 
< > lat, (41) 


由 引 理 3. 1 知 不 等 式 (39 ) 等 价 于 要 证 明 
Z| E7 (w+ Cni) e (x), <Y|BE. (42) 
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设 ww = B, (N+ Cr-1670)-12 ,上 式 即 为 


> 


# 


由 式 (2.6)，(38 ) 知 不 等 式 (43 ) 的 确 成 立 ， 这 就 证 明了 式 (39). 
相应 于 定理 3.7, 从 定理 4 可 推出 
定理 7 设 T>0. 当 条 件 (1) 成 立时 ， 对 任意 复数 u >our 


证 明和 定理 3.7 完全 相同 。 只 要 把 用 定理 3.4 的 地 方 用 定理 4 
KRE. x x 

”在 $25.4 中 ,我 们 已 利用 定理 7 给 出 了 7! (1/2+ 让 ) 的 四 次 积 
分 均值 定理 的 一 个 简单 证 明 .， 而 定理 4 本 身 在 $25.1 中 给 出 了 
L(1/2+it,qa) 的 二 次 积分 均值 定理 的 一 个 简单 证 明 . 在 36 中 将 
给 出 定理 6 的 重要 的 算术 应 用 . — | . 


S5. 大 筛 法 的 算术 形式 


从 不 等 式 (1.3 ) 的 形式 本 身 ， 很 难看 出 为 什么 要 把 估计 三 角 
多 项 式 的 模 平方 的 离散 均值 叫 作 大 得 法 因为 ， 顾 名 思 义 大 筛 法 
应 是 筛 法 (我 们 将 在 第 三 十 二 章 讨论 得 法 ， 筛 法 的 定义 见 》32. 1 ) 
的 一 种 ， 然 而 ， 从 它 的 分 析 形 式 来 看 ， 两 者 简直 一 点 关系 也 没有 . 
下 面 我 们 就 来 简单 地 讨论 一 下 大 得 法 的 发 展 历 史 ， 形 式 演 变 ， 从 
而 搞 清楚 为 什么 叫 它 大 第 法 、 它 的 算术 背景 及 算术 意义 . | 
在 1941 年 ,Jaaaazx 首 先 考虑 了 这 样 的 问题 : 设 .A 是 由 入 个 
相 邻 整数 M + 1,MH+2,…，,M+N 组 成 的 数列 ; 2 J: H y + 
不 超过 Ni? 的 素数 pop. op 组 成 ， 对 每 一 个 pe， 给 定 
1(i)=1(p;) 个 模 p 的 不 同 的 剩余 类 : hi shin» hio 3 并 假定 
0<!<1; (1) 


— ` 2 本 
> a,e(nx, | <> (N+ Cr !ór!)l|a,|2, (43) 


2 R | 
dt= Y (T+2C0ó-!)lu,|2. (44) 
r=1 


R 
> ACTS 


r=] 


这 里 
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[ = min (I(p;)/p;). 


在 序列 of Sama TERNAR n 
=h; (modp ) 1< j</(i), 1<i<y, 
着 的 序列 沁 作 .2y 设 其 元 个 数 为 Z Jann 证 明了 : 不 
管 这 了 个 素数 如 何 选取 ， 总 有 估计 | 
Z< l2y N. ` (2) 

AFIKA i RA Ili) Lp, 所 以 这 里 的 HT 是 很 大 的 ”， 
因而 他 就 把 自己 的 方法 叫 作 “大 得 法 (BonpImoe Pemera)”. 

这 一 结论 还 可 以 用 下 面 的 等 价 形式 来 表述 设 
M+ ]<n, <n, <. ' <nz< M+ N 是 任意 选中 的 ZAER, 
1/(D) 为 定义 在 素数 集合 上 的 正 值 函 数 ， 设 


I= min (I(p)/p) ， 
PEJN .. 


那 末 ， 在 所 有 的 素数 P< VN ”中 至 多 除了 

«PZN (3) 
个 例外 素数 外 ， 对 其 它 的 每 一 个 素数 p< VN: ;整数 11, n,,…， 
nz 一 定 分 落 在 不 少 于 p 一 1(p) 个 模 p 的 不 同 的 剩余 类 中 .这 一 结论 
具有 极 强 的 普遍 性 ， 因 为 它 表明 了 ,在 任意 N 个 相 邻 整数 中 ， 不 
管 我 们 如 何 随意 地 选取 Z 个 整数 ， 在 某 种 意义 上 ， 对 于 几乎 所 
有 的 素数 p< / N (除去 少数 例外 外 ) 来 说 ， 这 乙 个 整数 一 定 是 
“均匀 地 ”分 布 在 模 p 的 剩余 类 中 .Reényi 注意 到 了 这 一 点 ， 并 把 
它 进一步 精确 化 . 对 一 个 有 限 素数 集合 多, 他 考虑 了 下 面 的 和 式 : 

> p Dip), (4) 
Hp o i 
D(p)=> 12(p7)-p 2, Zp ,7)= >Y as’ 


n = j (mod p) 


| ， n=n,, 1<i<sZ, 
” |【 0， 其 它 . 


“ 001 . 


显然 ， 和 式 (4) 是 刻 划 2，…mz £ Z 383 S S p(e 2 ) 
的 所 有 剩余 类 中 的 分 布 状况 的 一 种 度量 ， Renyi AEA MJI 
的 方法 证 明了 如 下 的 结论 : 设 多 中 素数 都 不 超过 @ ,多 | RP 
中 元 素 的 个 数 ， 那 末 当 Q< N2 Z 022 天 时 ， 


S pDip)« ZA NIIP. (5) 


特别 地 ， 若 取 22 为 所 有 P< 2 组 成 的 集合 ， 那 末 当 C@< NA Z 
时 ， 有 


y pD (p)« Z N QA ， (6) 
后 来 , 他 又 改进 为 
ZPDP) < Z(N+ @: )， (7) 
特别 地 , 当 取 Q= N! 时 得 到 | 
> phlp)« ZN. (8) 


这 样 ，Rényi 就 把 大 筛 法 归结 为 对 和 式 (4) 的 上 界 估计 .但 
他 的 结果 在 p 的 取 值 范围 上 不 如 了 InHnnx 原 来 的 条 件 宽 :他 要 
K p< N!2, 而 [InHHnx 只 是 要 求 Ps 1965 #E, Roth 
和 Bombieri 先后 证 明了 : 


Y pD(p)< ZN, Q=N" (logN) '2, (9) 
psg | 


和 
Y pD(p)< ZN., Q= N!2. (10) 


p&g 
XARA T JIuuunnunx AXHA m H. JE 2128 3555 E Jinak 
原来 的 要 精确 ， 就 大 筛 法 结果 本 身 来 说 ，Bombieri 和 Roth 的 页 
献 实质 上 是 一 样 的 , 但 Bombieri 注意 到 了 下 面 的 简单 重要 的 关系 
式 : 


1) 注意 : 这 不 是 从 式 (5 ) 推 出 来 的 . 
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_ a Y| 
pp (p)= AGE ) | 
其 中 Slx) 由 式 (1.1) 给 出 . ERR- XRRR MAA — 4 s 
于 讨论 和 应 用 的 分 析 形 式 . 我 们 下 面 来 证 明 一 一 个 比 式 (11) 更 一 
般 的 关系 式 


引 理 1 Ba (M+ 1<n< M+ NER EE, S(x)H 
(1.1) 给 出 .再 设 " 


Z=》 a, ， Z(qj)= } a. (12) 
那 末 有 


n= j(mod oa) 
q 
/ S a 
> (< ) 


> Ltd) z [£ J 省 . (13) 
diq 
证 : W F(x) 是 一 实 变数 的 复 值 函数 ， I 
F(q)= y (z ) F'(g)=7 r ( ). (14) 


(11) 


2 


- LY 


q j=1 


K 


熟知 有 | 
. F(g)= Y F'(a), (15) 
ala 
F`(q)= Y (aF [ £ ) (16) 
dlq 


成 立 . 现 取 太 (xz)= S(x)e( —jx). 容易 验证 


AOR s( £ J(= RAG )， (17) 
及 x | 
(18) 


q q 2 
Sierra |s( V. 
由 式 (16)，(17) 及 (18 ) 就 推 得 式 (13 ). | 


1) 为 简单 起 见 , n 的 求 和 范围 不 写 出 来 了 . 


在 式 (13 ) 中 取 q= p 即 得 式 (11). Bombieri 正 是 从 估计 和 式 


2 


来 得 到 估计 式 (10) 的 . 定理 2.3 的 式 (12 ) 就 是 估计 这 一 和 式 的 上 
i 这 样 一 一 来 ， 大 包 法 就 人 原来 的 复杂 的 第 法 形式 一 即 算术 形 
¿3 一 一 估计 式 (19) 的 上 界 ， 


q 
/Ñ 


(19) 


SARER RMDIR. 3). 
大 得 法 的 算术 形式 有 重要 的 应 用 ( 见 》6) 下 面 的 定理 是 这 种 
应 用 的 基础 . | 
定理 2 设 对 每 个 素数 p， 给 定 1(p) 个 模 p 的 不 同 的 剩余 类 ， 
OgiI(p) <p-1, (20) 
B A 也 表示 这 一 剩余 类 集合 . 再 设 w 是 任意 复数 (M+ < 
n< M + N), 且 满足 条 件 
a=0, 对 某 个 p,n 属 于 1(p) 中 的 某 一 剩余 类 . (21) 
那 末 ， 对 任意 正 整 数 9 有 | 
, s( 4 ) . 
l q 


M+ N 


; l (p) ` < 
"(hl p—i(p) ) 4 < 之 (22) 
进而 ,对 O21 KIT EER PA ER32 /(q), A 
， I (p) M+N 2 
[Ea (q)/(a) lI S-O | PD 
a 12 
s( 7 J Í (23) 


证 : 我 们 来 证 明 式 (22). 4 q=1 x u (q)=0 A22) RA 
成 立 ， 故 可 假定 g> 1 u (q) 0. 此 外 ,车 有 plg 使 1(p)=0, 则 
式 (22) 也 显然 成 立 ， 因 此 还 可 假定 当 pla 时 1< 1(p)< p-1.Z 
q= ppp oq =qp 44; = l(modp,), 1< j<r. BATE 
理 知 ， 当 hh,(1< j<7) 分 别 遍历 模 p 的 完全 (简化 ARR, 

h=(g q i)h + (q,q; hs+-…+(g,q, )h, (24) 
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就 遍历 模 q 的 完全 (简化 ) 剩 余 系 ， 且 有 


h= h (modp), 1<j<r. (25) 
由 条 件 (21) 及 | 
u (q)= y [z ): (9)=1, 
a=1 


可 以 推出 : 对 任意 的 x M+ 1<n< M+N)K hellp) 
(1< j<r), W8 


gu (q)=a, ye Ca 外 6) 


Hp h AROA. ERRU n 及 hel(p) 求 和 ， 得 到 
lp ps (a) Tani (E a [2 )) 

. ... _ ah \ | 
(5 el q ) (27) 


进而 ,由 Cauchy 不 等 式 得 到 


2 


Upd lp (DP) Y, a 


1, 


<s) 2 


a=1 


| ... 2》 -ah | 
, x ý | q ) . (28) 
由 式 (24) 和 式 (25) 可 推出 (注意 (9) p )=1): x 


y y .., y e( = )| 
=1 [heiD hellp) q 


a=1 
y e(- 45). )) — i x 
helh) D, / aelig) p, ` 
. - 605: 


P1 pp-1 


h , 2 
y| 了 e(- gq ih nı )- > e(- | 
=1| h eitp!) P, h,e 1(p,) P, 


ay=l a, 1 


-i 2 
-m ` 5 e( -+ )| l (29) 
plg b=] kel(p) P 
由 于 
p-1 


_ bk Y y i (全 
x eÍ P ) ke(@) S k ° P 


` 


= > (p-1)+ È (-1) 


k=k'el(p) kw k’, e 1 (p) 
= (p-1)i(p)-1(p)(p)- 1) 


= I(p)(p-I(0)) , (30) 


从 以 上 三 式 就 证 明了 式 (22 ) 成 立 . 

利用 估计 式 (3.26) 及 (4.41)， 在 式 (23 ) 中 分 别 取 f(g) 二 1 
K f(q)=(N+ Cx qgOY', 就 立即 得 到 

定理 3 在 定理 2 的 条 件 下 ， 我们 有 


b=1 


M+N 2 


P Eq) (m IG )) P 
<(C+ DÈ la, P , | (31) 
及 | l 
p (qX N+ c40- [Tl ro] Èa, 
< > lab. | (32) 


其 中 常数 C 同 定理 4.4. 特别 地 ， 如 果 当 不 属于 所 有 的 剩余 类 
UI (p) 必 有 a,= 1, 并 令 | 
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M+ N 


n= M+ 


那 末 就 有 | 
Z< (Q@+N)(L(Q))`!, (33) 
Z< (L (Q))'!, (34) 
ii =- (p) 
L (Q)= 2) U gy; (35) 
— _) i(p) 
L (Q)= > w (q)X(N+ CT `'qQ ) I D-i) ` (36) 


大 入 法 信 计 在 小 第 法 中 的 应 用 正 是 通过 式 (33) 和 (34 来 实现 
的 .下 节 中 我 们 将 用 它 来 改进 在 定理 32.6.8 中 用 小 第 法 所 得 到 的 关 
+ Brun - Titchmarsh 定理 的 结果 . 显然 ,这 种 应 用 的 关键 是 讨 
论 和 式 L(Q)K L (Q). 


Š 6. Brun 一 Titchmarsh 定理 的 改进 


本 节 要 来 证 明定 理 32. 6.8( 即 Brun — Titchmarsh 定理 ) 中 
的 系数 3 可 以 改进 为 2. 这 一 结果 属于 Montgomery 和 
Vaughan'). | | 

EEI 设 (k,1)=1, 1<1<k<y<x.#1# 

m (x;k,lD-zn(x—y;k, I) <2(@ (k) y(logy/k)'!. (1) 

我 们 分 几 个 引 理 来 证 明 . ` 

引 理 2 i :2>2, 

N=[ (x—-D/A]-[(x~y- Dk], (2) 
那 末 ， 在 定理 1 的 条 件 下 有 
r(x;k,l) -z(x—y;k,I) <k(o@ (k))" IN (L, (z ) 


+z (z); (3) 
其 中 
Li '(z)= 了 H TAE T (1+ CrN 1qz ) 1, (4) 


q<z 


1) Mathematika » 20 (1973), 119 — 134 . 
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C 是 定理 4.4 中 的 常数 . 

证 : WAlx.y)=nl(x; k, l)—-n(x-y;k.1). 容易 看 出 ， 
A(x,y) 等 于 集合 .w= fa= 避 +1MN+TI<n<M+N } 中 的 素数 
个 数 ! 其 中 M=[( x-—y-1) /k|. 当然 也 就 是 集合 
#=(n]|M+1<n<M+N pE kn+ 1 ARAH n 的 个 数 . 
LER 多 中 满足 条 件 : 上 n+ >2， (kn+ l, [[ 2 )= l BJ n BF 
组 成 的 子 集 . 这 样 就 有 

A(x， y)< Lgl + rlz). (5) 

对 任 一 p<Sz, płk. K fE — neg. — E A kn+ 1 = 
O(modp), 即 n Æ -k I(modp), X kk = (mod p). 这 
样 ， 在 定理 5.3 中 , (I) 当 p<z,pfk 时 , 取 1(p) 为 由 一 个 剩余 
类 一 k'1modp R; (1M) 其它 情形 取 1(p) 为 空 集合 ， 那 末 由 
式 (9.34)( 取 Q=z) 就 得 到 


el<z<( > (q) (o (g)) N+ Cag) =); (6) 


q<z, (g. k)= 


利用 》 ë (r)/e@ (r)= /p(k) 可 以 得 到 : Wu 20 .,v2> 14 
rk . i : 
k 

p (k) ao 
= 2 (ltug)- jp (gr)/p (ar) 


Tk q<yv (q ,k)= 1 


(1+ ug) w (q)/9 (q) 


>) > (1+ ugr)- i (q r)/g (qr) 


rik q<v, (q.k)=1 


> 》 (I+uq)''u2(q)/o (q). _ x (7) 


由 式 ($)，(6)，(7 ) 就 推出 式 (4) 


引 理 3 MERER xA 
1 1 1 1 
rsx (r,6)=1 ro 3 log x+ -> 3 y+ 6 log 12 


_ > uU) fa oea, (8) 


中 6 X 
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其 中 10l<1 和 x 有 关 . 
证 : 我 们 有 


d _ 1 
六 二 n 


-116 


由 式 (2.2.17 儿 取 m=2) 知 ， 对 正 数 y 有 


1 _ Pa 1 Y doa 
2 q =logy+y € [y] L) g ) ° 


其 中 16 |< 1. 由 以 上 两 式 即 得 式 (8). 
引 理 4 对 OQ>1 有 


> K (q )/@ (q)>logQ+y+ + log12 
-A(g,6)g -1$ 


> 


r<x,(r6)=1 n< x/t 


Q, (9) 
其 中 | 
| AGO.k)= F n(9 (m)) ' > n (t)Íy /mt }. (10) 
mlk tlk 
证 : 我 们 有 
> e (4)/0(q)= 》 Pella) 


m6 q<Q,.(q.6)=m 


= 2, (@(m)) ' > | wK (r)/@ (r), 
m16 l 


r&<Q m, (r ,6)= 
以 及 
Y Mr)Mp(r)> > 1%. 


rs<y ,和 6)=1 ry, F6)=1 
利用 引 理 3( 取 x= Q /m)， 由 以 上 两 式 就 推出 所 要 结论 . 
515 设 AO k) AROA. WRAEK y RA 
|A (y: 6)| <3. (11) 
证 : H A(y, 上 大) 的 定义 可 以 看 出 它 有 如 下 性 质 : 
(a) A(y+R,k)= À (y, k); 
(b) 当 j (k) 0 Bf, 
A(y,k)= A ([ y| k) +E mlo (m) aoDjom- ! 
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(c) 当 y 不 是 整数 ，k> 1 时 ， 


A(— y, k) = > mlo (m))"' 2 u (t)(1 — Ly/mt])= ~ A(y, k). 
mik tik 
(d) # p41. WJ 
A(y. pD= 》 mlolm))! > AD{y/mi}+ > np(o(np)) !' 
tll nit 


mli 


Z n) ty /npt ) 

til 

+> mom > u (sp)(y /mps) 
mil sli 

+ > np (@ (np) )`' > u (sp) p sn) 


= A(y, D+ (p/(p— 1))A(y/p; 1)— ACy/p 1) 
—(p/(p—1))A(y/m, 1) 
=AG,D+(1⁄4p-1)AG/p D- (p Z(p—1)) 
A(y/p2 1). 
由 性 质 (d 可 推出 ， 当 叫 /7 时， 对 任意 的 有 
|A Qp) | <2pp-1)' max 14(2, DI. 


利用 上 面 的 性 质 还 容易 验证 | A( z, 2)1<1 因此 ， 取 p=3, I=2, 
由 上 式 就 推出 所 要 的 结论 ， 
引 理 6 当 O>6 时 有 


> 2 (q)/o (q)> log Q+ 1.076. (12) 
q< Q l | 
证 : 344 Q> 100 时 , 可 由 式 (9) 及 (11) 推 出 式 (12). 当 
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6< Q<100 时 我 们 直接 由 数值 计算 来 验证 .为 此 ， 设 KEE 
数 ， 
B(K)= Y 2(qg)/p(g) -log(K+1). 


q< K 


WILA B 34 6< K<100 时 必 有 B(K )> 1.076 , 那 末 就 得 到 了 所 
要 的 结果 . 由 下 表 列 出 的 B(K ) 的 值 (精确 到 小 数 五 位 ) 知 ， 结 论 
成 立 . | 


_ BK) |< | xo |x| w |x 


1 0.30685 1.27600 1.32440 1.31313 
2 0.90138 ` 1.23963 1.30535 1.31689 
3 1.11370 1.20454 1.30589 1.34582 
4 0.89056 1.20636 1.28754 1.34606 
5 0.95824 1.29857 | .29452 1.33364 
6 1.30408 1.30015 1.27682 1.32137 
7 1.33722 1.26938 1.28720 1.33425 
8 1.21944 1.28953 1 .30582 1.33447 
9 1.11408 - 1.32304 1.30626 1.32263 
10 1.26877 1.33657 1.28973 1.32656 
ll 1.28176 1.30913 1.29014 1.33881 
12 1.20171 1.31024 1.30747 1.34524 
13 1.21094 1.33982 1.29172 1.33394 
14 1.30861 1.35617 1.27622 1.33413 
15 -36907 1.33148 1.28178 1.32308 
16 1.30845 1.33238 1.31674 1.32604 
17 1.31379 1.39219 1.31708 1.31523 
18 1.25972 1.39301 1.30248 1.32120 
19 1.26398 1.37053 1.31082 1.33236 
20 1.21519 1.34855 1.33830 1.33577 
2] 1.25201 1.37250 ` 1 .33860 1.32541 
22 1.30756 1.37319 1.32481 1.32557 
23 1.31045 1.35257 1.32509 1.31542 
24 1.33237 1.33945 1.30537 


1.26963 


1.32620 1.29 
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5187 当 C>100 时 有 


2 (1+940 0) e (q)/p(q)>logQ+ 0.373. (13) 


q<Q ` 


证 : 设 D(n)= Y 中 (9) 如 (9)， 利 用 分 部 积分 和 引 理 6 有 


q<u 
(1 aQ "U R (q) (q)= + D(O)— (1+ 60-')-1D(5) 
Q 


6< q< 


Q . 
+ o| DUu Q+ u)? du 
> -$ (logg + 1.076) - Q+ 6)-1D(5) 


g . 
+ o| (logu+ 1.076)(Q+ u) “du . 
此 外 
Q 
o| (logu+1.076)XQ+u) *du= -—(og0+ 1076)+log(Q+ 6) 


—logl2+ Q(Q+ 62 `!(log6+ 1.076). 
由 以 上 两 式 推 出 


iy (q) ea [ Q Q ) 
2 (+4Q ) plq) 7 log(Q+6)+2>, pq) Ota 016 


+ 0+6 (log6+ 1.076)—1og12. (14) 
当 Q2100,1<q<5ñR | 


Q/(Q+q)- QAQ+6)> (1.05) 《6 一 9)MC+ 6), 


所 以 
(q) (Q __Q 3⁄2+1⁄4 
> pq) ( Q+q O+6 >(1.05(Q+ 6) (5+4+ 3/2 十 ) 


. 612: 


> 10.238(O+6)-1. 
此 外 有 
log(Q+ 6)>l1ogQ+ 6A QO+ 6). 


由 以 上 两 式 及 式 (14 ) 就 推出 : 当 Q> 100 时 有 
F (1+qQ"' U (q)/e0(q)>logQ+1.076—1log2 ` 
gq<Q . 
+ (16.238 — 6 (log6+ 1.076))(Q+ 6)-: 
> logQ+ 1.076- log2—0.969(0+6).!, 


这 就 证 明了 式 (13). 
引 理 8 4 N2 15000, z=(C'rN) m, RA 


n(z)+N(L,(z))!<2N (logN) !— 0.42 N (logN)™?, (15) 


其 中 工 Kz) 由 式 (4) 给 出 o 
证 : 由 于 C< 4.452, Wa z> 10. amao aa 


Zi)> - s: logN— -人 > logC+ - -> 2 logr+0 0.373 | 
> 了 L logNGl+ 0 3971og N), 
所 以 ， 由 此 及 N> 15000 得 o 
N(L (z)y ' <2Nl]og 'N- 0.794N log? NCI + 0. 397l0g ° N) 
<2N log 'N— 0.76N log N. 
当 z> 100 时 (注意 C> z) 
u zz)< L < 1 L Ni2< 1 Niog- 2N, 
| z< l 


最 后 一 步 用 到 了 : 5 N2 10000 时 |， N >logN. 由 以 上 两 式 即 
得 式 (15 ). 
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>4 N> 15000 时 , 0.42 2 N log !N> 655. 所 以 在 引 理 8 条件 
下 ， 由 式 (15 ) 可 得 


r(z)+ N(L((z))`!< (2N~ 655)log-'N. (16) 
引 理 9 4 y> 16000 k 时 定理 1 成立. 


证 : 这 时 由 式 (2 ) 给 出 的 N2 15000, 故 由 式 (3) 及 式 (16 ) 得 
到 


n(x;k,l)—n(x—y;k.l)<klolk)) '(2N- 655)log WN. 
由 式 (2) 知 N 一 1<y/kgs N+ 1. 3 y/k> N hj) 
(N- 327)log !N< Nlog 'N<(y/k)(log yk)! ; 
`4 N— 1< y/k< N Bf I 
(N— 327 )log-1N <(N-1)log !N < (y/k Xlogyky'. 
由 以 上 三 式 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
引 理 10 4 p< 20000k 时 定理 1 成 立 . 
这 可 直接 用 最 简单 的 Eratosthenes 短 法 来 证 明 ， 只 需要 一 些 
不 太 复 杂 的 计算 ， 我们 把 它 的 证 明 安 排 在 习题 32.23. 
当天 =1 时， 由 定理 1 推出 : 当 1<y<x 时 有 


n(x)— n(x-y)<2ylog 'y. (17) 
已 经 证 明 : 当 整 数 N>17 时 有 "” | 
na(N)> Nlog-'N. (18) 
因而 由 以 上 两 式 得 
a(M)-n(M-N)< 22(N), M>N>17. — (19) 


当 1<N<17 时 ， 容 易 证 明 ( 留 给 读者 ) 上 式 也 成 立 ( 分 
M- N=1 和 人 M-Nz2 两 种 情形 来 证 ). 这 样 我 们 就 证 明了 
”定理 11 当 M>N>1 时 有 x 

1) Illinois , J- Math ., 6 (1962), 64 — 94. 
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z (M)—- z(M — N)< 2x(N). | (20) 
一 个 著名 的 未 解决 的 猜想 是 
r(M)—n(M-—- N)<x(N), M> N2 2. (21) 
但 是 ，Hensley 和 Richard" 证 明了 : 不 等 式 (21) 和 大 生 素数 猜 
想 是 不 相 容 的 .一 般 的 看 法 是 后 者 正确 的 可 能 性 较 大 . 


3 题 
1. 试 举例 说 明 ， 可 取 到 特殊 的 av , x, ,使 得 满足 式 (1.3) 的 A 为 : (a) A2N; 
1 R l 
(b) A>5-'-1.( 利 用 等 式 | Sis(+ orw-R| KORE 
0 r= 0 


来 证 (b), S(06) 由 式 (1.1) 给 出 , 0= (r— 1)/R r= 1,2,-.., R). 
2. R å>0, atA asx aR <b-óÓó⁄2, x+” x2>ó (r=1, 2,.…, 
R-1). 再 设 f(x ) 满 足 引 理 2.1 的 条 件 . 证 明 : 
R b P, 
y sonica] | fu) |ldu+ 二 | If (uw) ladu. 


r=1 a 


3. 在 上 题 中 去 掉 条 件 x,+1-xr>5, 并 设 1>0,Ni(xz)= y 1. 


txr xl<4 


R Š 
证 明 : (a) > | f(x, is Ns (u ) [f(u qu 


b 
+L | Ns (u) f lau: 


aq 


R b b ; 
(393 m'en <a" | |/(u)ldu+ 1f If (a)ldu. 
( 没 G(x)=1,1 对 <4; Ci(x)=0,|x1>4. 利 用 关系 式 
. R R 
Ns/1(x)= > Cs/(X~X,)， 及 L N; !(x,)CG;;(x— x,) 


= I<1). 
Ix x<6/2 


1) Proc .Symp. Pure Math., 24(1973), 123—128; Acta Arith . 25 (974), 375—391. 
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#+ 


. ËO>1,q q ，…， 


当 取 f(x)= g2(x)Bf, 第 2,3 题 可 得 怎样 的 结果 . 


. 设 Sx) 由 式 (1.1) 给 出 , 在 第 3 题 的 条 件 和 符号 下 有 : 


R | | AN 
Y N; !(x,)| S(x,)Ë < (mxN+ó` 1) ` la, P. 
= . . - -n=M+] ` 


,gi 是 不 超过 的 KK 个 不 同 的 正 整数 ,SCX) 由 式 (1.1) 
给 出 . um. 


È É | a/g; < min(Q”+ zN, KO+KN) x lal. 


7. 在 上 题 的 条 件 和 符号 下 ， 证 明 : 


{k ， tn 
之 之 | Sla/q )| «fortor p? a ， 


st" 


( 利 骨 第 5 题 ). 
8. 按 以 下 步骤 证 明 习 题 22.10. 
(a) 不 妨 假 定 0<56 <1. MA X ISO) P 的 估计 可 转化 为 估计 它 的 对 


BER: > IT (m), 其 中 T(m)= pa b(y)e(m ` 7). 
(b) AE RIA AEEA h= erh) ISA; <2N 8 组 成 的 集合 ， 
证 明 : | 


y! D IT m)Ë< >, IFPI 0-1 [CN ) 1). 


进而 推出 
> 


MEA 
(c) 设 0<6<1, F(t, 6)= N, 4 |l#l|<5; F ó)=N(1+NIl tIl) 2,34 
Iele s. m8gihI(Guó)=Í::lr—-ull<6,0<:<11). 证明: 

F(u ó)<ó” ! | F(sà)d. 


IGu, ó): 


_ 本 ! J 
|[T(m)Ë< Y oo)P y IION O+ Xl y 11) 2). 
yer yer j=] | 


.010 - 


(d) 证 明 X Tl Y IBP es)! 
MEM yer 


1 l| 


9. REA klk i+ = ig- LD. (c,,) ERER Nx RERE. 那 
末 ， 以 下 三 个 结论 中 的 常数 D 是 相同 的 . 
1A2 p \ 4] 
>) <D X lan ') 


(a) 对 任意 复数 ww, 有 ( Elz Caran 
op ga)" 
> ce, b, 


N1⁄ 1⁄1 
D) '<o(gia”) 2 
10. 用 以 下 三 种 方法 来 证 明 不 等 式 (3.10). 
(a) 仿照 定理 3.4 的 论证 ， 但 不 用 引 理 3.3. 


(b) 设 U(a)=Yu,e(ra), K(a)= D K e (ka). 
7 z 


(b) 对 任意 复数 a , b, d Y c,,a,b,|< 


(c) HESY b 有 b 


进而 推出 (3.10). 


1 
= | | | UC )° K(a jd 
0 


证 明 : | Yu,us(r—s) 
rs 
| 5an 

(c) 证 明 : >| (f 
o\Jo 
K | 

ARo 
0 =y 


由 此 推出 式 (3.10). 
11. 设 u,, v, (l <r< RR) 是 任意 复数 . 证 明 : 


1⁄2 1⁄2 
Y 'u,v,r—s) 11 < 3n b uP) b vP) . 
rs F r 
(利用 上 题 (c ) 的 方法 ). 


12. 假定 式 (3.18 ) 成 立 ， 推 出 定理 3.4 成 立 . 


2 | 
> u,e (ro | dh) dry Pr ti i > u, u,(r-s) t, 


* u,e(ra) 


r 


aa 27 > lu, Ê. 
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13. 证 明 : 在 定理 3.5 的 条 件 下 有 


Y u,u,ctgm (x, x) <ó 1Y lu,Ë. 
rs r 


14. 设 R>2, x,=log(x+r),，1<rxR,0<a<1. 按 以 下 途径 证 明 : 存在 


常数 C , 使 得 
DNY 1⁄2 
<c(Zrlap) (Ze . 


1 
E=G2)Yab+)Y a,b, | (x,—x,) leitrxs)u du 
r rs 0 


l u 
_ i | duf (Zae) b Be )dv . 
0 0 r r 


(b) L 表 区 间 [ 2 店 ! ,27), j=1,2,…. 证 明 : 当 |j— k |> 3 Bf, 


fi | 1⁄2 AH 
> a5, | — dux y ra Y ra . 
0 r $ 


rel; sel} rel relg 
rs 


> a,b,(x,— x,) `! 


rss 


(a) 以 E 记 左边 和 式 . 证 明 


当 |j—kl<3 时 ， 取 4 一 2/+80 ， 证 明 : 对 HI ° r elolko, kat 有 
|x, “x, |>24"1. 进而 利用 第 U 题 及 


(a,e'*-u (be lx u ) _ (a el*ru)(b e ix u ) 
rel, s€ lg (x, — x;) AL >” [ Ax, ! -[ A x,] 
rs | rzs 


+o[[ x rl aP) (xr i, J). 


(其 中 O 常 数 是 绝对 的 ) 证 明 : 


l 
— ilx — x, )u 1⁄2 N 1⁄2 
E È ab | —— ¿< | y ra ) (5 T 
rel sel, 0 X, X; rel; re Ik 


Ú; 
rs 
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15. 34 x, 为 由 第 14 题 给 出 时 ， 定 理 4.7 可 利用 第 14 题 的 结论 来 推出 ， 常 
数 C 变 为 另 一 常数 . 

16. 把 第 11, 13 题 推广 为 形 如 式 (4.2 ) 的 结果 . 
习题 17 一 19 是 用 Bessel Fr Ku PEB K ih k I$ <. 

17. BEP ,…， Wk 是 一 内 积 空间 中 的 元 素 ,C1,…, CR 是 任意 复数 . 证 明 : 


(a) Ref CE 0 < )+》 lC EY 1 (9,, 09,)|. 


` (b) 适当 选取 Cr, 则 有 


R R l 
和 ee 这 oo <€.) 


18. 考虑 平方 可 求 和 数列 组 成 的 内 积 空间 D : 
| , B-p” b-i , Bo: Pl ， …,p,， 人 ) 一 (有 )， 


on 
Y 1p8 <+oo. 
=- c 


设 x 由 式 (1.2) 给 出 , (Bb,) e D, B,>20,K3 M+1<n< M+ NB, 
b>0. 取 =(6,). JtrBz =a, B. 12 当 M+L<n<M+Ni ë¿,=0, 其 
它 情形 ， 以 及 p=, (1<r<R) 其 中 p, =p eln) M 
M+1<nx M+N; 9,,=0, 其 它 情形 、 再 设 S(x) 由 式 (1.1) 给 出 .证 明 : 


R M+N 
SISE Y la bp! 
r=1 n=M+!1 


其 中 B= max > x p Bae (n (x,— x, ))| . 


19. 设 天 为 待定 正 整 数 . 在 上 题 中 取 p=0, 当 < M+ I-K:B,=1- K`! 
(Mi+1—n), 4 M+ 1-K<n<M+1; B,=1, 4 M+1<n<M+N; 
B,=1— K '( n-M-N), 当 M+N<n<M+N+K; B,=0, 23 
M+N+t+K<n .证 明 


> bne (na) | = K` (sinza) 2|sinGK a) sin @ (N+ K)a ) | . 


由 此 推出 ， 对 适当 选取 的 开 , 当 A(N,5)=N+CAA 了 8 1+0/3 ) 
时 ， 不 等 式 (1.3 ) 成 立 . 


“019 


20. 用 对 偶 原 理 (3 ) 来 证 明 第 18 题 的 结论 . 
21. 设 FC)-( 2m IP (zn) 2—Y (+n razil 
证 明 : (1) F(z ) 是 整 函数 ; 2) F(x+iy)<ee2*])!; 
(3) F(x )>senx; (4) | {GOD-sgnx}dr=1 这 里 sgnx 是 符号 


: 2 
数 ( 即 sgnx=1, x>0;sgn0=0;sgnx=-] x<0). [n Í 本 ) 


| b C-n?) =L RROA Y (x+n) 2<x"!< ) cr 
一 R=] n=D 


22. 设 d>0, Flx) 由 上 题 给 出 . 9 G(x)=F(x)/2 + F(d— x) 2 . uE 88: 
G(x)>1,0<x<d; G(x) 的 Fourier F G (7) 满足 : G (1) =0， 
tlz1, 及 G(0)=d+1.( 利 用 上 题 的 估计 及 围 道 积分 ). 

23. 取 d=àó(N- 1), b(x)=G(óx), G(x) 由 上 题 给 出 ,在 第 18 题 中 取 
B, =b(n). W: 当 取 A(N,5)= N+6 -一 1 时 不 等 式 (1.3) 成 立 . 
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第 二 十 九 章 Dirichlet 多 项 式 的 均值 估计 


本 章 研究 大 筛 法 型 的 特征 和 估计 与 Dirichlet 多 项 式 的 混合 
型 均值 估计 . 由 于 特征 和 与 指数 和 之 间 有 着 密切 的 联 
系 一 一 式 (1.3) ,因此 ,利用 第 二 十 八 章 得 到 的 大 筛 法 估计 就 立即 
推出 大 筛 法 型 的 特征 和 估计 .这 是 $1 所 要 讨论 的 内 容 .由 于 广义 
指数 多 项 式 ( 式 (2.7) ) 的 模 的 平方 的 积分 可 用 其 系数 和 函数 ( 见 式 
(2.8) 的 下 一 式 ) 的 模 平方 的 积分 来 估计 其 上 界 ,因此 利用 特征 和 
估计 (大 筛 法 型 的 或 经 典 的 ) 就 可 得 到 相应 的 Dirichlet 多 项 式 的 
混合 型 均值 估计 .这 就 是 $2 的 内 容 ,估计 离散 的 Dirichlet 多 项 式 
的 均值 的 另 一 重要 方法 一 一 Hal&sz 方法 将 在 34 讨 论 .作为 本 章 
内 容 的 两 个 应 用 ,我 们 在 定理 1.6 证 明了 Bap6an 均值 定理 ,在 
$3 EAT ¿ (s) #l LC, x) 的 四 次 均值 估计 .本 章 内 容 将 在 零 扣 密 
度 估 计 ( 见 第 三 十 ,三 十 三 章 ) 中 有 重要 应 用 . 本 章 内 容 可 参看 [15], 
[24], [26], [30]. 


91. 大 得 法 型 的 特征 和 估计 


“本 节 主 要 证 明 下 面 的 定理 . | 
定理 1 设 a 是 任意 复数 ,M+1<n< M+ N. 对 任意 的 O> | 
我 们 有 


> f > i a,X (n) Ç, 四 | 
foe Prf) xmodf In=M+1 | 


<(@+rN) Y lab, (D 


n=M+1 


其 中 C, (n) E. Ramanujan 和 ( 见 式 (13.3.10) ) .特别 地 ， 


“621. 


> > 


_ q 2 ; M+N 
azo P(g) acsg <(C+zN > la,?. (2) 


n= M+! 


M+N 
2, ax(n) 


n=M+i 


证 : 设 G(n,x) 是 由 式 (13.3.3) 定 义 的 Gauss #4, S (x) ER 
(28.1.1) 给 出 的 三 角 多 项 式 .首先 建立 特征 和 号 指数 和 的 关系 . 我 
们 有 


LIE aG (n , x) 


n= M+! | 


Yes; ) 


— l 
~ 5 £ ks (2 )s (3 ) Z > Oz (D 

h x x 
s: ) i | (3) 
最 后 一 步 用 到 了 定理 13.1.7 的 式 (13.1.24). 由 式 (3) RAMA 
不 等 式 (28.2.12) 就 得 到 


> > 


4< FI] rmodq 


9 ON p 


zT. p 


h=1 


Y aG, ofo nN) È laP (4) 


n= M+! 


利用 Gauss 和 的 性 质 就 可 由 此 推出 式 (1). 设 
Xxmodg *€ y'*modq5q=rq*. 
由 推论 13.2.6 Hly (n) = xm 5 (n), Blr, q)=1 时 有 
x(n) = x; n)x?(n). 因此 有 


1) 由 于 本 章 仅 需 要 上 界 估计 并 不 需要 系数 是 最 好 的 ,所 以 我 们 不 用 > 28.3, 928.4 
中 的 结果 ,相应 于 这 些 结果 所 得 到 的 系数 ,不 难 算出 
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n7 


my 614 3 rN m 


l 
o (q) 


M+N 2 
> a,G(n 2) 


x modgin=7M+1 
M+N 2 
> > x G (n , xx?) 
- 4 对 9 ymodq "1n= A" Ka 


1 
> TO ent 
P q a=q*r.(q*.r)=1 ymodq* 


M+N 2 
> aG(n , XX) 


n=M+I1 


(5) 


利用 定理 13.3.1, 推论 13.3.5 及 定理 13.3.6 可 得 : 当 (r, q) =1 
HJ, 
G (n, xX) = x: (r) G Q, z+) G (n,x9) 


XT n) (z) C, (m); (6) 


R |z (y) |= Vg . 由 此 及 式 (5), 式 (4) 就 证 明了 式 (1) GE 9 
KEAS). 在 式 (1) 仪 取 += 1 一 项 就 得 到 式 (2). 

由 于 定理 证 明 中 用 到 了 大 筛 法 不 等 式 ,所 以 这 样 的 特征 和 估 
计 就 称 为 是 大 筛 法 型 的 .这 种 估计 在 零点 密度 估计 ( 见 第 三 十 章 ) 
和 算术 级 数 中 素数 分 布 的 均值 估计 ( 见 第 三 十 一 章 ) 中 均 有 重要 应 
用 . 

利用 式 (3) 及 不 等 式 (28.2.11) ,我 们 还 可 以 证 明 

定理 2 ka, 是 任意 复数 ,M+ 1<nx M+ N. 对 任意 整数 
q2>1 有 


> S gx (mn |< (q+xN) S la, ， (7) 
xmodq in=M+1 n=M+1 i 
其 中 y" EMRAT y 的 原 特征 .2 
证 : 我 们 有 


1) KER (7) 可 以 不 用 由 大 往 法 推出 的 不 等 式 (28.2.11) , 而 用 更 初等 方法 来 证 ， 
并 得 到 更 好 的 系数 . (见习 题 13.27) 
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M+N 2 . | MAN 2 
> | XZ axm =} L| > ax(n) 
zmodq |n= M+]! diq xmodd In=M+1 
M+N ` 2 
- Y 7 X aG (m) 
dlg ymoddln= M+ 1 
< y 了 出 £ s (£ ) (9 
diq d d ? 


最 后 两 步 分 别 用 到 了 式 (13.3.17) ,(13.3.18) ,及 式 (3) ,并 注意 到 
LAX 同 为 原 特征 .由 式 (8) 及 式 (28.2.11) 立即 推出 式 (7) . 
作为 式 (2) 的 推论 ,我 们 有 

定理 3 设 1<D<0,a, 是 任意 复数 ,M+1<n<M+ NN. 我 
们 有 | 


> 


D<4q<0 PO xmodg 


< < (o+ F) y la |*. (9) 


n=M+I 


Sa a,x (n) 


n=M-- I 


证 : 存在 正 整数 K, 满足 2*-!'D<Q< 2D . 由 式 (2) 可 得 


> 


D<q< Q TO x modq 


S a% (n) 


n= M+1 


$Y a„X (n) 


n=M+1 


< y > 


k=0 2Kp<qs2tt lp FT z modę 


<E (CD)- (2D) aN) F lal? 
k=0 | 


#=M+I 


<(8SQ+zxND-) Š lak. (10) 
n= M+I 


这 就 证 明了 式 (9). 
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T SR pulla a= 


Ha, 满足 某 种 条 件 时 ,可 以 改进 估计 式 (2). 
定理 4 ia 是 任意 复数 ,M+1<n<sAM+N, 满 足 条 件 . 


4 =0 , s. [lp )>18 (11) 
` PSQ 
那 末 ,对 QO 宇 1! 有 
Y ot X :G) Y az@)|< (+N) È lap. (12) 
qs @ `d) ymodq n=M+1 n= M+! 


证 : 34 q<Q 时 ,由 条 件 (11) 及 式 (13.3.9) 知 
EE 


p PIN mod gl n= M+I 


> aG (n1) 


(ng) =1 


=— 了 kor ax (n) 


9 (q) z mod q (n.g)=1 


p 0 (q) x mod q 


TI PRT: 2 a. 1 (n) . 
由 此 及 式 (4) 就 推出 式 (12). 
定理 5 在 定理 4 的 条 件 下 ， 我 们 有 


y log 4 > S ax (n) | < (Q+ xN) Dp |a. (13) 
a< Q x mod q n Mtl n= M+] 
证 : i& y modq 名 X mod dg . 当 条 件 (11) 成 立时 ,对 任意 的 
x mod q,q < Q A 
` a, x (n) = s a, z (n) . 


n= M+] n= M+! 

设 g=rq' ,由 定理 13.3.3 K 13.3.6 知 
| emng, (r,q)=1, 
k O) | 0, (r,q'`)>1. 
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由 以 上 两 式 得 到 
> —— > Hp a, x (n) 


q£ p O x modq 


"YG _ Z gy 


q<Q P (q) q=rq (ng )= x modq ` 


E a, x (n) | 


n= M+ 


M+N 


> ax(n)|. 


n= M+1 


_ q y g (r) J . 
q*< Q 0 (q) (u g (r) >. 
H (28.6.7) ( 取 u=0,v=0/9 ,k=g') 得 

q (9(q) X, PA) 


r<Q⁄q mq )=1 


> > PCr) /9 (7) 


i:<0/ 
> > r~ >log ([0⁄4]+ 1) >log (Q 4°). 

把 该 式 代 入 上 式 , 由 式 (12) 就 推出 所 要 的 结论 . 

作为 定理 3 的 应 用 ， 来 证 明 算术 数列 中 素数 平均 分 布 的 
Bap6a 均值 定理 .这 里 证 明 的 是 这 种 均值 的 上 界 估计 ( 式 (15))， 
这 证 明 是 属于 Gallagher 的 .事实 上 可 以 得 到 渐 近 公式 ,对 此 
M ontgomery, 特 别 是 Hooley"” 有 一 系列 研究 . 

定理 6 设 x>2 ,4>0. 那 末 


f x (log x) A< Q< x (14) 
时 , 我 们 有 
> y O (x;q ,a) — x/p (q) )2< xQ log x , (15) 
4<0Q a=1 


1) J. Reine Angew. Math. 274/275 ,(1975), 206— 223; J. London Math.Soc. 2) 
9 (1974/75), 625 一 636; 10 (1975), 249 一 256; 11 (1975) ,399 一 407; 
13 ( 1976), 57 一 64; 16 (1977). 1 一 8; Proc. London Math. Soc. (3) 
33 (1976), 535 一 548. 渐 近 公式 的 证 明 见 习题 18.1 一 18.4. 
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其 中 < 常数 仅 和 4 有 关 . 


:由 素数 定理 Y (x) — x<x exp ( — caj log x ) 知 , 在 条 件 
下 式 (15) 和 下 式 等 价 : 


> y” ( (x;q,a)— Yý (x) /p (q) )!< xQ logx. (16) 
q<Qa=1 


下 面 来 证 明 式 (16) .由 式 (18.1.7) 和 (18.1.9) 得 
Y (y (x;q,a)— 4 (x) Æ (q) )° 


1 Y (a) (x,z) 


z) 


+ (log x log q)’/p (q) 


a=l 


< (gQ (q)) ~? 》 


= (@ CO > W (xx) P + (log x log 4) 2 ⁄2 (q), 


最 后 _ 步 用 到 了 定理 13.1.7 的 式 (13.1.23). 再 利用 式 (18. 1.9) 
得 


(g (a) >， (x) 


< (o (q)) - pa lw (x, y) E+ (log x log q)? . 


1# 
=( E X M (x, z) P+ (log xlog 2) . 
i1<dlg xmodd 
由 以 上 两 式 得 


> y J (x;q.a)—W (x) /p (q) )2 


q<Qa=1 


<> (9 (4)) ' > > W (x, x)F + Q (og xlog Q)’ 


q<Q 1<dlg xmod 
=}, +Q (log x log 0)2. (17) 
下 面 来 生计 X. QO, ,= (log x)4+!, 我 们 有 
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> = > P (0 (9) ÈW (x ,x)P 


L<d<L diq<Q 
< 2 (9(d))- i(log 20 /4) > `l (x, P 
1<d<oO x mod d 
= y +> =}, +; (18) 


I<d<0, d>Q] 


这 里 用 到 了 由 引 理 33.1.3 推出 的 
< (9 (gq) ~< (e (d))"' D (D) 
dlasQ 
< (p (d)) ` og (0⁄0. (19) 
H Siegel 一 Walfisz 定理 (推论 18.2.4) 可 得 


2,1«Qix exp (— Clog x )log Q«Qxlogx. (20) 
另 一 方面 ,对 CO<U<0O,U<U 和 2U, 由 定理 3 得 
L (e (d))- ‘(log 20⁄9 > |v CoP 


< (log 2Q/U)(U+ xU`!) L A2 (n) 
< x(U+ xU!) log x log (20/U). 
由 此 利用 对 数 分 法 得 到 (下 面 2*-'0, < Q< XQ): 
Tie Tx(20,+ x (2*0) 10g x log (20/20) 


2 ” ` 
< xlog x| log40 ADdutx log x| u log (40 Ww du 
2 | | 


< Q xlog xt xQ 'log2x. i (21) 
综合 式 (17)，(18) (20) 及 (21) 就 证 明了 定理 . 
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$2. Dirichlet 多 项 式 的 混合 型 均值 估计 
设 M>0,N>lxmodd, 以 及 s=c+ 让 有 限 和 


H(s,x) = s a,x (n) n": (1) 
n=M+i 
称 为 Dirichlet 多 项 式 , 其 中 a, 为 任意 复数 .再 设 > 2. 本 节 主 要 
讨论 如 下 型 式 的 混合 型 均值 估计 : 


T 
> | IH (it, x)? dt , (2) 
J (2) | | 
È a (3) 


> (Q N |H G. x)| dt , (4) 


以 及 


之 万 (人 (2) >. > IH (it, (x) DP, (5) 


Ehr (xX), lt; (WI<T, 1<j<J (z), 是 对 每 一 个 x 给 出 的 满足 
一 定 条 件 的 有 限 实数 集合 . (2) ，(3) 是 属于 经 典 类 型 的 ,(4), (5) 
是 属于 大 筛 法 型 的 ; 另 一 方面 ,(2) ,(4) 是 属于 连续 型 的 ,而 (3),(5) 
则 是 属于 离散 型 的 .为 了 估计 这 些 和 式 除 了 要 利用 相应 的 特征 和 
佑 计 外 ,还 需要 利用 引 理 28.2.1 ,以 及 下 面 也 是 属于 Gallgher 的 
引 理 1. 此 外 ,为 了 估计 大 得 法 型 的 混合 型 均值 (4) 及 (5) ,当然 还 
要 用 到 上 一 节 的 结果 . 

引 理 1 设 朋 是 一 可 数 的 实数 集合 ,c(zx) 是 任意 复数 ,x cZ, 


满足 条 件 
Y lc(a)|<+ e. (6) 
再 设 | tes 
: U(t) = > celat). (7) 
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ARK, 对 任意 的 人 >0 有 


| voraer | | Cr (x) Pdx ， (8) 


其 中 
C, (x) = > c (a) 


aeg |x-al<(4T)-! 
证 : 设 
2T, |xl< (4T)`!, 


FG) =1 0, l> (4T)-1, 


我 们 有 
Cr(x) =(2T)-! 2 cla)F;(x-a). 
由 条 件 (6) 知 


| `|Cr(x)ldx< CQT) > c(| F+ (x— %) dx 


< (2T)!> |c(a)|< + oo , (9) 


xc 3 


H C,(x) 显然 在 任 一 有 限 区 间 上 有 界 变 差 ,所 以 它 的 Fourier 变 
J U ( 见 式 (1.1.7) ) | 


C, (y) -| C, (u) e (yu) du 


=(2T)-! > c | F+ (u— a) e (yu) du ” 


=T) Uy) F, (y), 
其 中 F, E. F+ 的 Fourier 变换 ， 


1) E E.S IB Pak. CH Fourier 变换 可 分 开 实 , 虚 部 同样 定义 . 
2) 由 式 (9) 知 这 里 积分 号 与 求 和 号 是 可 以 交换 的 . 
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N a et Pigia d Q sg. sa 四 


的 


F, (y) -| F, (u)e(uy)du 


=(2T /ny)sin (ny/2T), 
且 由 定理 1.1.4 知 ( 取 .g(x) = C; (x) ) 


| crCopax=| |C, y)dy 
=(2T) >f IU (y) F. (y)Ëdy 


T 
> om- 了 | IU (y) Fr (y) Pdy ， 
-T 


由 此 及 |Fj O22 , |y!< 了 ,就 推出 式 (8) . 

引 理 1 的 意义 在 于 , 它 把 广义 指数 和 U (z) 的 模 平 方 的 积分 均 
值 转化 为 它 的 系数 的 某 种 均值 来 估计 .由 它 和 经 典 的 特征 和 估计 
( 式 (13.4.4) ) .大 得 法 型 的 特征 和 估计 ( 殉 上 节 ) 相 结合 ,就 可 分 别 
得 到 型 如 (2) ,(4) 的 均值 估计 ;进而 利用 引 理 28.2.1 就 可 得 出 型 
如 (3)，(5) 的 均值 估计 . 

定理 2 设 T>1,g>1, 以 及 H(s ,x) 由 式 (1) 给 出 .我 们 有 


T +N 
2 [H (it,x) Pdt< q ‘9 (q) $ (qT+n)laË. (10) 
n= M+1 


xmodqgw -T 


人 ,9 一 
证 : 在 引 理 1 中 取 
SZ: = — (2m) `! logn, n=1,2,-.. ; 
ay(n) , a= -(2z) logn, M+ 1<n<M+N, 
c(a) = a, 
0, 其 它 ， 


RRA 
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H (it, x) = > celat), (11) 


aer 


> a,x(n)| dx, (12) 


alene" 2 


| IH (it, x) Pdt < ez| 

-T 一 00 
这 里 4=exp (x/2T). 上 式 两 边 对 x mod gq 求 和 ,应 用 式 (13. 4.4) 
并 两 次 交换 积分 号 与 求 和 号 ,由 上 式 得 到 


s. T 


> IH (it ,x) ldt 


xmodq J -T 


Ë 1-2"! 
<z’ T'o wf l: z +=] > a,l} dx 
-0 a7! 


cne "Xe, 


(n.q)=1 


(2) l login 
MEN 
= eT > la, | {a+ (4— 4 !)e 2) dx 


1 
l - (2) llog nå 


_ 4) T'E 125 Rn - 2-9] 2 
- — nT 2 3T t P (A-147? rla , (13) 
(n.q)=1 
由 此 及 T 了 (4- 17) < 1 ,Tz 1, 就 推出 式 (10). 
结合 引 理 28.2.1 及 定理 2 就 得 到 | 
定理 3 设 q>1,T>1,H(s,x) 由 式 (1) 给 出 .再 设 ó> 0, H 
对 每 一 x mod q ,给 出 一 个 ó Efe fB r (x),.0<js< J (x), 即 满足 


条 件 
ta (0 —t (26, Ogjg<J(x) -1. (14) 
此 外 ,还 假定 
l (WT, 0<j<J(). (15) 
这 样 ,我 们 有 
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J (x) 
Y X IHG60) OF 


xmodg j=! 


«AH ats È UTED Pog On. (60) 


证 : 由 式 (28.2.2)( 取 f(t) = H2(it ,r)) 44 
IH (it, (z) ,OP | 


+ 1 @) j+ 12) 
«6-! | IH(it,x) Pdt+ ?| |H (it ,y) H'(it ,x) ldt 
t; (z) i; (x) 


t+] (x) t+] (x) 
<(1+ ó!) what | IH‘(it pldt. 
t; €x) | t Q) I 
进而 有 | | 
J) | 
> IH Cit) ,OP 
j=1 
| r x . u 
sasa wanta] IH’(it ,y) Pdt ， (17) 
-T 
> > IH (it , (x) ,OF 
xmodg j=l 
T | T = o. 
<(1+ô7 5 y. IH (it, OPdet P. | IH’(it,x) Pdt ，(18) 
xzmodq J- -T . : 
注意 到 
H’(it .) = le ia, og mx (m) n”: , (19) 


应 用 定理 2 于 式 (18) 右边 两 和 式 ,就 得 到 所 要 结论 
附注 1. 当 g=1 时 ， 式 (10) 变 为 | 
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T | MEN P M+N 
| anildig« > (T+n)la,l. (20) 
-r| n=M+1 n=M+1 


把 它 和 定理 28.4.7( 取 x= — log (M+ r) , R = N) 比较 ,可 以 看 
出 ,那里 是 给 出 了 上 式 左 边 积 分 的 渐 近 公式 ,而 这 里 是 上 界 估计 ， 
但 两 者 的 阶 是 一 样 的 (5,<r. 定 理 28.4.7 的 证 明 是 相当 困难 的 ， 
而 式 (20) 的 证 明 要 容易 得 多 .在 许多 应 用 中 并 不 需要 精确 的 渐 近 
公式 ,而 仅 要 上 界 估 计 , 作 为 一 个 应 用 我 们 将 在 下 一 节 中 利用 定理 
2 和 3 来 得 到 (s) fl L (s ,yx) 的 四 次 均值 估计 . 

附注 2. 容易 看 出 ,如 果 式 (10) 或 式 (16) , 当 N> + oo 时 , 右 
边 级 数 收敛 , 那 末 式 (10) 或 式 (16) 取 N= + oo 时 也 成 立 .这 时 


Hliny) = Y, axmn 21) 
n=M+! 

是 属于 平方 可 积 函数 空间 L, (— T, T) . 当然 ,一 般 可 以 要 求 上 式 
右边 级 数 及 其 导数 都 是 绝对 收敛 的 . 


如 果 在 定理 2 的 证 明 中 代替 式 (13.4.4) ,我 们 对 式 (12) 用 式 
(1.7) ,(1.2),(1.13) 来 作 同 样 的 讨论 , 那 末 就 可 以 相应 地 得 到 型 
如 式 (4) 的 大 筛 法 型 的 混合 型 均值 估计 .这 就 是 下 面 的 定理 . 

定理 4 疫 T>1 Q>q>1,H(s, y) 由 式 (1) 给 出 ,我 们 有 


>》 IH (it,x )Pdt < p (qT+ n)la,P , (22) 


xmodq w -T 


2 — 4 > HG, xX) Pdt < p (QT+ n) la? , (23) 
q<Q 9 (q) xmodq J- T 


以 及 在 定理 1.4 的 条 件 下 有 
T 
y log 2 5 | IH (it, x) Pdt 
a<Q d xmody -T 


< $ (Q'FT+mla). (24) 


m= M+! 
证 : 以 式 (23) 为 例 , 其 它 同 样 证 明 .由 式 (12) 及 (1.2) 得 
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> > | | H (it ,x dt 
一 于 


_— 4 
q<Q o (q) x mod q 


«7’| > > ° 1 Žins a,x) dx 


_— 4 . 
-œ q<Q p (q) x modq 


< r: | (O2+ (4— 4” !) e 2) | > la 1e) dx 
_ 1” lene" <à 


Qz) l logå/n 


M+N 
=T? > lal (QO+ (4— 4 )e ™) dx 
n= M+l1 | . 
— (2x) ! log nå 
= T° > | e( + 2 a- 2); 
l n=M+1 和 2T 


mA T(A—- 1) <1 (T> 1) 就 推出 式 (23). 


合 定理 4 及 引 理 28.2.1 就 相应 地 得 到 离散 的 估计 ,证 明和 
ams 一 样 ,这 里 就 不 证 了 . 


定理 $ 设 0> 1. 在 定理 3 的 条 件 下 ,我们 有 
J (x) 
y LIHO, x) 


xmodq j=! 


«(1+ô7!) T (qT + n)la, Plog? (2n) , (25) 


y— y: Y H Git, (xz), OP 


q<0 9 (g) ymodq j=1 


<(1+ó`!) ` (CQ2T+ n)la,P log’ (2n) , (26) 


n=M+I 


以 及 还 有 定理 1.4 的 条 件 成 立时 有 
J (x) 
5 log y: Y |HGt OF 


q£ q ymodq j=l 
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<(1+ ó !) ËI (@*T + n) lo log? (2n). (27) 


n= M+1 


上 面 的 附注 2 对 定理 4 和 5 也 成 立 . 
Y3.“(s) 与 工 (s ,X) 的 四 次 均值 估计 


在 325.4 中 ,我 们 证 明了 《“(L2+ 了 的 四 次 积分 均值 定理 ， 
得 到 了 一 个 渐 近 公式 . 它 的 证 明 是 很 复杂 的 ,而 且 没 有 对 上 函数 
证 明 相应 的 结果 .然而 ,在 许多 解析 数论 问题 中 ,需要 用 到 的 仅 是 
这 种 均值 的 上 界 估计 ,并 不 需要 渐 近 公式 .这 种 上 界 估 计 的 证 明 要 
简单 得 多 , 并 且 对 L 函数 也 有 同样 的 结果 . 证 明 的 方法 和 定理 
25.4.1 基本 一 样 ,但 用 不 到 证 明 很 困难 的 定理 28.4.7, 只 要 用 定理 
29.2.2 及 29.2.4, 而 且 论证 简单 得 多 . 

定理 1 WT>2.4 || — 1⁄2|< (200 log T) ` 1 时 ,一 致 地 有 


Í |í (o+ it)dt« T log* T . (1) 
证 : 我 们 先 来 证 明 : 当 |c 一 1/2<(2001ogT)-! 时 有 

2T | 

| i (c+ it) dt< Tlog* T , (2) 


这 时 条 件 (2$.4.13) 满足 , 故 由 式 (25.4.14) 知 : 
C? (ac 二 让) =h (c+it) +-...+ h (G+it)+O(T 9”) (3) 
这 里 o 
h, (s) = > d (n) Kaka (4) 
h, (9) = A: (9) > d (m) n°"! , (5) 


nT 


ni | A? (s+ w)? d(n)mts P(w) T'dw, (6) 
(- 


3⁄4) n>T | 


= 
tad 
— 
un 
— 
| 
| 
— 


h,(s) = — s | AX s+ w) >` d (m) n” TOw)Tedw. (7) 
(1.44) n< T 


因而 有 


l 2T 
| Iorin $ Ih;(o+ it)Pdt+ OCT"), (8) 
T j=1 T 


下 面 来 估计 上 式 右 边 的 四 个 积分 . | 
由 定理 29.2.2〈 取 g=1 , 令 N —+co) #il,4 le- 1⁄2|< (200 
log T) `! 时， 


2T 


| |h, (o + it) Pdt 


< > (T+n) Pnn re" 
_ y. š 
n<T k=0 2kT<n<2ktl- 
«TÌ d '(n)n !+ Şe% +k > d? (n) 
n< T k=0 ng2ktir . 
<Tlog T , (9) 
最 后 一 步 用 到 了 熟知 估计 3 d2(n)n''a<logtT OERA gg 
n< T 
25.4.2 相同 ). 
由 式 (7. 1.25) 知 , 当 lo- 1⁄2|< (2001og T) -1 ,1H<2T 时 ， 
ÆA (c+ it) <1, 所 以 同 理 可 得 


2T 
| Ih, (o+ it Pdt< >` (T+ n) d (nn «T log! T. (10) 
R< T f 


“T 

H3K(3.3.22) (7.1.25) 4, 4 lo— 1⁄2|< (200 log T) `! 时， 
由 Cauchy 不 等 式 得 到 (w= u+ iv) 

| h, (G+ it) Ë 


2 


IT(w) IT *Zqo 


<| rota | |A (s+ w) 
(—3⁄4) ( 


—3⁄4) ` 


y d(n)nsts"1 
n> T 
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> d(n)n** | IT(w) ldv 


n> T 


< T 2⁄2 (| +| JiaG+ w)|* 
l u=-34 u= — 3⁄4 


lpo|<&T/2 ivl>T/2 


<< ref 
u= —3⁄4 


lvlgT/2 


” 同 理 可 得 , 当 lc- V2< (200 logT) `! 时 ， 


> d (mn*+s-! 


n> T 


II (w)ldo+ T”. (11) 


pd (nn! IP(w)ldet T 9. (12) 


n< T 


Ih, (c+ it) Ë < ref 
u=1⁄4 
lola T/2 


利用 定理 29.2.2( 取 g=1,M= [7T] , 令 N*+oo) 及 引 理 25.4.2， 
从 式 (11) 可 得 : 当 lc- 1J2l 和 (200 log T) `! Bf, 


| [h, (o+ it) Pata TÈ} (T+ n) (n) m° «T log T. (13) 
T n> T I 
同 理 从 式 (10) n] 28: 4 |o — 1⁄2] < (200 log T) Bf, 


zT 
| lhi (o+ it dte TÈ (T+ n) d (n) ns 324 T log T. (14) 
T 


n< T 


综合 式 (9) ,(10) ,(13) ,(14) 及 式 (8) 就 证 明了 式 (2). 
最 后 , H 式 ( 2) 来 推出 式 ( 1). RER 32 M 38 KE 
2M+1< T < 2M+2 RİTA 


T r/2M M T/2™7! 
| gcrara- | + > | . (15) 
0 T/2™ | 


0 m=1 


由 此 及 式 (2) 知 , 当 |lc- 1⁄2|< (200 log T) `! tt 
T 
| | clo + it) dt <1+ Š (T/2”) log (T/2”) «T log'T. 


这 就 证 明了 定理 . 
为 了 得 到 离散 型 的 估计 ,我 们 还 需要 
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定理 2 设 了 >2. `4jo—- 1⁄2|< (4001og T)! 时 ， 
T 
| |£ (c+ it) idt< T log T. (16) 
0 


证 : 设 0 是 ww 平面 上 以 s=o 二 + 认为 心 , (400 1og T)! 4# 
径 的 圆 .由 复 变 函 数 的 Cauchy 定理 知 


/ o-z | Ew) iw., 


2ni (w— s)? 


利用 Cauchy 不 等 式 得 


one es) lhe) 
| or( f 同一 SB IEW) [dw] 


<iogT| lé (s+ w)4dw . 
lwi= (400log T)! 
进而 有 


T T 
| |£ (c+ it) Ëdt<1og° T | ( | | (s+ w) tar uw 
0 \wj=(400log T)! \d 0 


«T log'T., 
这 就 证 明了 定理 ,这 里 最 后 一 步 用 到 了 定理 1, 由 于 对 固定 的 
w([w|=(4001og T)” )), lø- 1⁄2|< (4001ogT) -! 时 一 定 有 
IRe (s+ w) — 1⁄2|< (200 log T) 所 以 定理 1 的 条 件 满足 . 
把 定理 1,2 和 定理 28.2.1 相 结 合 就 得 到 
定理 3 设 T>2, 56>0. 再 设 tf.<ti<…<b, 上 I<T， 
0<j< J 是 一 6 佳 位 组 , 即 t, —- t> ó ,0<j< J-1. 那 未 有 


y 1¢(1/2+ it) «(6-1+1logT) T log*T. (17) 


证 : 在 式 (28. 2.2) 中 取 f(D =¢* (172+ it) a=t-,;b=t;, 
并 对 j(1<j<g .力求 和 得 到 


EK a/2+ it) 
j=1 


. 639 - 


T T f 
< af |£ (172+ it) Édt+ | (1/2+ it) P (1⁄2+ it ) ldt 
-T -T 


T 
< l| |¿ (1⁄2+ it) dt 
-T 


+(| cas tai) (| | (1⁄2+ wra)" 


<(ó !+ logT)T log‘T , 


最 后 两 步 用 到 了 Cauchy 不 等 式 和 定理 1, 定 理 2, 这 就 证 明了 定 
EB. 

用 完全 相同 的 方法 可 以 对 了 函数 证 明 相 应 的 结果 .由 于 要 利 
用 定理 23.5.1, 所 以 要 先 讨 论 x 为 原 特 征 的 情形 . 

定理 4 设 了 >2 ,4>1. 当 lc-IL2 和 (2001ogqdT)-: 时 一 臻 


地 有 
T 
| >: IL(etit,x) dt < o ()T (loggT)’; (18) 
Amod gwg 
.aT 
` | ILlo+it, x) dt«qT (loggT)’, (19) 
xmodq J 0 
其 中 X ex. 


证 : 对 任 一 x mod gq 关 X* mod q, 在 定理 23.5.1 中 取 F (s,q) 
=L’(s,x"),G(s,g) =L (s,7)” y (s,q) =£ (s .,x) 34 
ie-1/2<0.01, 2<x<qT (20) 
时 有 
L(s,x')= > y (m) d (nne "<+ A (s,y3 2 (n) d (n) m°! 


n< x 


1) 把 原 参 数 k 改 为 g ,由 于 没有 极点 所 以 对 所 有 t 式 (21) 都 成 立 . 
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eng bura 


_— A2(s+ w,x 5 >7 y (n) d (n) ee) F (w) x*dw 


2ni J (3⁄4) 
一 二 | A? (s+ wz 人 Y 7 (n) d (m) ro x"dw 
Z (1⁄4) h<x 
4 . 
= Kaq (21) 


q<2,H EBE 1 知 结论 成 立 , 所 以 可 假定 g> 2. 设 整数 M 满足 
2 和 了 <247 2， 我 们 有 


T rz M 
S |ILlotit o) dt= Y' IL (c+ it,y)FÉdt 
zmodg Jo ` Xmodg j 0 
| M T/2™7! 
t > IL (c+ it,z)Fdt ， (22) 


l ymodq w Ty mn 


因而 ,为 了 证 明 式 (18) 就 要 去 证 明 : 4V2, |o- 1⁄2]< (200 
log gy) -! 时 有 


2V 


>` | ILle+it, y) dto (q) V (log q), (23) 
r modq J y 
久 4 
> | ILlo+it,y) dto (q) logg. (24) 
xmodq J o 


我 们 先 来 看 式 (23) M (24) 的 证 明 . 为 证 式 (23) 在 式 (20) 中 
取 人 = 了 下,x=gF ,而 为 证 式 (24) 则 取 x= g. 两 者 的 具体 证 明 过 程 
和 定理 1 中 从 式 (3) (注意 :这 里 没有 大 O 项 ) 到 式 (14) 的 推导 完 
全 相同 ,要 注意 的 仅 在 于 :凡是 定理 1 中 用 式 (7.1.25) 来 估计 Als) 
的 地 方 要 改 用 式 (14.2.16) 来 估计 A(s ,z) ,而 定理 29.2.2 则 用 
一 般 q 时 的 结论 .这 里 就 不 再 重复 写 出 来 了 .事实 上 对 式 (24) 的 
证 明 还 可 更 简单 些 , 即 在 估计 对 应 的 Ih, (ssx) P, ih, (s ,X) P Bf, 
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ea 


EEE] = 


不 用 象 式 (11),(12) 那 样 把 对 v BERDA e |< V/2 K lo|> V /2 
两 部 份 . 由 式 (18) 可 得 


T T 
> | G+ ti Y >` | |L(s+it,x)Ëdt 
X mod q v 0 | dlq xmodq J o 
<[ 5 9 (d) )T QoggT)*, (25) 
dla 
这 就 证 明了 式 (19). 
类 似 于 定理 2, 用 同样 方法 可 证 
定理 $5 设 T>2,q>1. 那 末 , 当 le-1/2|<(400 log qT) 
时 有 
T . 
> | I (ot+it,x) Fdt«o (q) T (log q T) , (26) 
T . 
> | IL'(o+ it,y")Fdt<qT (log qT)’. . (27) 
xmodq 0 | 


把 以 上 两 定理 和 定理 28.2.2 相 结合 ,与 定理 3 的 证 明 完 全 一 
样 可 得 到 
定理 6 设 了 > 2 ,gz> 1. 在 定理 29.2.3 关于 ó 佳 位 组 的 条 件 


和 符号 下 ,我 们 有 


J (2) 
L > L (1/2+it,(z),x)!Ë 


x modą j=l 


« (é '+ log (gT)) 9 (ga) T (log qT)*, (28) 


> y IL(1⁄2+it,(x) ,x)F 


«(6-1+1og (gT))gT (log gT)*. | (29) 
当 把 式 (18) , (26), 及 (28) 中 的 YU 改 为 2 时 ,我 们 可 


xmodq x mod q 


以 从 这 几 个 估计 式 推出 相应 的 估计 (见习 题 3) . 
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$4. Halász 方法 


本 节 要 利用 内 积 空间 的 Bessel 不 等 式 来 估计 Dirichlet 多 项 
式 的 离散 的 均值 .这 种 方法 通常 称 为 Halász 方法 . 先 讨 论 一 些 有 
关 线 性 内 积 空间 ( 即 Hilbert 空间 ) 的 不 等 式 . 

设 踢 是 一 复数 域 上 的 内 积 空间 0 .对 任 一 ¿e 其 范 数 非 负 ， 
即 有 


él= (¿,¿)>0. (1) 
从 这 一 最 简单 的 不 等 式 出 发 ,可 推出 一 些 重要 而 有 用 的 不 等 式 . 设 
9,E 日 ,6, 是 复数 ，1 <r<R .由 式 (1) 知 
r 
o<(é-È co, -È cp) 


= (5.5) -Re È To) +Y È cT loe) . 
由 此 推出 ， 
R 
)Re Y T(E ,@,) < (E,¿) + > Y coop 


r=1 
> co， 


特别 的 , 取 R=1, p= nline (6 ,90), RE neH ,linll>0， 
就 有 


= 站 全 十 


Lo o 


2Rellyll 2 EMPS HERH nP, 


Bp 
ICE ,n)|< NEN Iall. (3) 


ERN |nli=0 sl z ||=0 时 显然 成 立 .这 就 是 Bessel 不 等 式 . 反 
过 来 , 在 式 (3) 中 取 1= È c, o ,就 得 到 


1) 有 关 线性 内 积 空间 的 基本 知识 可 参看 [22, 第 二 章 84], 这 里 ||| 表 范 数 ， 
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R 
< 加 2 cr 9 | (4) 


R 
PEZA 


此 外 ,利用 不 等 式 2 labl<laP+ |bP ,及 Rez< lz, EBAR (4) H 
出 式 (2) .所 以 式 (2) ，(3) ，(4) 是 相互 等 价 的 . 从 不 等 式 (2) 或 (4) 
出 发 , 取 特殊 的 值 c ,就 得 到 以 下 的 引 理 


引 理 1 我 们 有 
MI OP 过 (ee <la, (5) 
SE e<l max ACS ) (6) 
ËI oJI (È Ëi, A 0) 


证 ; AA 2ce l< left lef ,由 式 (2) 可 得 


Re T, (Eo) SIE Yep ÈI, o)l. (9 


现 取 | 
R -1 
c = (2,92 ,) P (0,921) ， l<r<R, (9) 


从 式 (8) 就 推 得 式 (5) . 式 (6) 是 式 (5) 的 显然 推论 .在 式 (8) 中 取 


oelexp (iarg EoD (È Slp,,0)1) “1<rsR (10) 


就 立即 得 到 式 (7)， | 
内 积 空间 的 这 种 不 等 式 是 如 何 用 于 Dirichlet 多 项 式 的 离散 

型 均值 估计 的 呢 ? 为 此 ,考虑 日 为 由 平方 可 和 数列 组 成 的 内 积 空 

间 .b, (n= 1,2,… ) 为 满足 适当 条 件 的 非 负 实数 列 ?. 取 


1) 这 些 条 件 保证 以 下 有 关 收 敛 性 和 其 它 的 要 求 都 满足 . 
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¿=(abr'' ab 2... a by 2,0 .0,...), 
(11) 


p=ọ (s,q,X) =(b!? ,bx(2)2 s ,....b2y(n) n e). 
这 样 Dirichlet 多 项 式 (2.1)( 取 M = 0) 可 表 为 
H(s,) = X ax Mn = (éo (sg) =E). (12) 
W B > | 
B(w,.y ) = bx (mn *, (13) 


显 有 
(9 (s,q,X)， 0 (s',q”,y')) = B(s+$S,X7). (14) 
利用 式 (12) 一 (14) ,从 式 (6) 和 (7) 就 得 到 


引 理 2 设 .x 是 由 三 元 组 (s,q,x) 组 成 的 一 个 集合 ,b, (n=1, 
2 ,….) 为 满足 适当 条 件 的 非 负 实数 列 , 末 (s ,x) ,B (w,7X) 分别 由 式 
(12) ,(13) 给 出 .我 们 有 


> IH(s,OF 
(sq ri) ear ` . 
> max > /十 云 yy 
< {È laPb7 J max. IB(+ys,y2)|) (15) 
n=1 (s , q, y) e 


及 
| > Hs)< (È ab; ) > 2 I|B(s+s,z7). (16) 


(s,q.z) cx (dg lE 9 g E 
-从 引 理 2 清楚 地 看 出 , 形 如 由 式 (15) ,(16) 给 出 的 Dirichlet 
多 项 式 的 离散 型 均值 估计 可 归结 为 选取 适当 的 b, ,并 估计 关于 
B(w,X) 的 相应 的 均值 .为 了 实现 这 种 方法 ,当然 要 对 集合 .ez 加 上 
一 定 的 限制 条 件 , 但 更 重要 的 是 具体 选取 b, .通常 有 两 种 取 法 : 


(1—n/2N)n®, 1<n<2N, 
= (17) 
" W, n>2N, 
或 b,=e "*n”, n= 1,2,- 5 (18) 
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这 里 实数 co 和 集合 .ar H X,x>2 为 一 参数 .相应 的 


B(w.) = $1-n/2N) x (Wn (19) 
或 M 
B (w,%) = > enxy(n)n "to, (20) 
为 了 在 这 两 种 取 法 下 估计 式 (15) 或 (16) 右边 关于 B (w ,x) 
的 和 式 , 先 来 证 明 几 个 引 理 . 


引 理 3 设 s=o+it,o >0, 及 NN 为 正 整 数 .我 们 有 


Y (1—n /N) x (mn «max 2 (1-n/m)y(n)n™j. (21) 


n< N 


证 : i& F (0) =0,G (1) =0 £ 


FG) = Vy (Ok-, G (m) = Y FO).  @2 


k=1 


我 们 有 
Y ks= E Fk- (k+ 1) 2) + F nn 
k=1 k=1 


= y G (k+1) {ko (tl) ) ((k+1) ° (k+2) °) } 


+ G(n)((n—- 1) °— r °)+ (G (n+ 1)— Gn) )n °. 03) 
上 式 两 边 对 n 求 和 得 


by y y (k) k 
n=l k=! 


= V Y G(k+ D((cre- (k+ 1) 9) (Ck+ 1) (k+ 2) 2) ) 


n=3 k=1 
+20 GO (nD) -nd +GN ND™. 


”容易 验证 


.646 - 


Y -n/N x(a = Ny $lk , 


nN n=1 k=1 


> (1-n m)x (nn "=m 'G (m). 
注意 到 当 o>0 时 , Kk 一 (Kk+1) °2>20,(k'*—(k+1) °) 
—((k+1) *—(k+ 2) °) 20 ,从 以 上 三 式 推出 


> (1—n/N)y (nn 


n< N 


> (1—n/m) yx (mn 


<N ' max 
m< N 


TES > (k+ 1)[(k ° ~ (k+1)=7) -= ((k+ 1) -e (k+ 2) `°) ] 


12 nia- D n*]+N(N- D°) 
ERE } 中 的 和 式 等 于 (以 下 推导 过 程 正好 和 式 (23) 相反 ) 
> Ë: (1-25) + Y+ 1) =- (k+ 2) =e] 


— (n— 1) [(n— 1)-— ik 2È n[(n— 1)” n°” ]+N(N-1)° 


=(N-1)(1—2 +> > [(k+ 1) °— (k+ 2) °] 


S na- D-n] N(N— 1) ° 
=(N-)(1—2-2) +N(N- 1) “° 


+ Dn) + n(n) °= n” ] 


=2(N-1)—(N-2)2 ° <2(N- 1). 


由 以 上 两 式 就 证 明了 式 (21). 

引 理 4 ikqz1,xymodgq,s=0+ it, ViÑ& t= max (It|,8) . 38 
末 对 任意 正 整 数 N 及 o>0 有 
2,(1— n/N)x (n) ns«(gt)' log’ (qt) + Ep (q) q INr , (24) 


n< N 


其 中 E, ARAS. 1.328 H. 
证 : 由 引 理 3 HI, REE c= 0 的 情形 .由 定理 6.5.6 (k= 1) 
知 


n — t ooy N" 
Y> h- Jen = | Loriot dw. (25) 


f n< N 


现 取 a= -— (loggt) ~. R -本 <a<0 .由 式 (14.1.3) 

(14.2.11),(14.2.16) ,及 (14.3.8) (k=0) TH: 34 Re w 之 a 时 有 
Llwtit,x} <la (lvlt D) s, w=utiv. (26) 

因此 , 式 (25) 右边 积分 可 移 到 直线 Rew=a , 移 过 极点 w=0 及 

w=1-it(8 4 y= Xx 时 才 有 ), 留 数 分 别 为 L(it,x)RE o (q) 

gq IN! H(1— it) !(2—it) ,所 以 有 

> (1- t heo n` "= 去 | Low it,x) 一 和 dw 


n< N 


N'it 


+L (ny) + E, L2 Gi ` (27) 
类 似 于 式 (26) 可 得 x 
L (it,z) < (qz) '2logaz . (28) 


下 面 来 估计 式 (27) 中 的 积分 . 设 ymod q @@ x'mod gq', 由 式 
(14.1.3), (14.2.11) 及 (14.3.8) 得 


Lat ivt it) Sga (Ovl DL Q—a- iv- itx21 
«<((gr) + (qlo) JL (1—a- iv~ it,y)1. 


由 此 及 
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IL(1—a—is—it,y)|< (1—a) «lal '=1og gq?,， 


log dr ， 入 27 ， 
w+mrte] 8 q5 iv|<27 w=ativ, 
lol, lzl> 27 ， 


得 到 


| L{wtit x Nw !'(w+1) 'dw<(qt)'2log* (qa) ， 
(a) | 
由 上 式 及 式 (27) ,(28) 就 证 明 式 (24) 当 c= 0 成立 . 

当 b, 由 式 (18) 确 定时 ,可 证 明 类 似 的 结果 ,这 时 要 利用 定理 
6.5.4 (见习 题 5). 

利用 引 理 4, 从 引 理 2 就 可 得 到 下 面 的 离散 型 的 均值 估计 定 
理 . 

定理 和 设 O>1 ,7T>2,5>0 ,以 及 co, 是 两 个 实数 . 再 设 
=Í (s,q,y) } 是 满足 下 述 条 件 的 三 元 组 集合 : G) q< 0, (过 x 


均 为 原 特征 ，(iii) ,s=0+ it, o> oÓ, t <t<t+T,GGv) 若 (s ,9， 


DeL, (sg, D ELSE s', Whe- l> ó BE, RIA 
> IH(s.x)F 


(s,q .x)e r 


«<{(1+6-') N+ ROT'’log’ (oD)} È la, Pao ， (29) 


其 中 H(s,z) 由 式 (12) 给 出 ， R 是 集合 .of 的 元 素 个 数 

证 : 现 取 b, 为 由 式 (17) 给 出 ,相应 的 B(w,x) 由 式 (19) 给 
出 . 当 (s ,g ,X) Ed,(s',q9',X Ex 时 ,注意 到 go+g — 2020, K 
Xxx E [q ,q'] 的 特征 , [q ,q”] < qq < Q? ,所 以 由 引 理 4 得 


B (s+s,7TX) = È (1-n/2N)7 x (mn —(e+o'—20)+iG—- 


«(gq (lt— 8) ) log (qq”(lr— t1+8)) 
+ EN (lt—t|+ 8)™. | (30) 


由 于 x ,xX 均 为 原 特 征 ,所 以 仅 当 X=Xx 时 XX 才 是 模 g 的 主 特征 ， 


因而 由 上 式 得 (注意 由 条 件 (过 ) 知 lt t< T) 
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„max ( > B (s+ sZ) RET"? 10g (QT) 


^gh e 


+ max ( Nt 一 村 + p) 
sq 78 (slg .x)e 
«ROT? log (OT) +N(1+ ó), (31) 
最 后 一 步 用 到 了 条 件 (iv) . 由 此 及 式 (15) 就 证 明了 定理 ， 
利用 式 (16) 也 可 得 到 相应 的 结果 .但 当 我 们 仍 用 式 (31) 来 估 
计 式 (16) 右边 的 二 重 和 时 , 那 末 所 得 的 两 个 结果 是 一 样 的 . 
如 果 出 现在 集合 ,sx 的 元 素 中 的 g 均 满 足 g1D ,D 为 一 给 定 
正 整数 . 那 未 Xx 是 模 [q.q 1< D 的 特征 .因而 式 (30) 变 为 
B(sts xx) «(D (lt-ti+8))' log (D(]t— t |+ 8)) 
+ EN(|It-1|+8)™? . (32) 
因此 我 们 可 以 得 到 
定理 6 设 D 为 一 给 定 正 整 数 .在 定理 5 的 条 件 下 ,车 所 有 出 
现在 集合 .or 中 的 元 素 中 的 g 均 满足 g|D , 那 末 
Y {1H(Gs,0P 


Gege 


<[(1+ ô- N+ RD'?T'?log (DT) } > a Pno. (33) 


3 题 


1. 设 41>14:,0 为 任 一 正常 数 ,证 明 : 


2o) JI 
dlg pla pdd 


其 中 < 常数 和 08 AR. 
2. W: (a) 在 定理 3.4 的 条 件 下 有 


(1+0p 1) <qlogq, 
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n 


o 


~} 


Go 


y | 
> iLlo+it,y) dt < aT log’ (qT); 


Xxmodg 0 


(b) 在 定理 3.5 的 条 件 下 有 


T 
> IL (o +it,y)ËÉ dt «aT log’ (q T); 
xmodd Jo 4 4 


(c) 在 定理 3.6 的 条 件 下 有 


J (z) 1 4 
L (+ +it,0@).zJ < (ó '+logqT)qT log QT). 


> 


xmodq j=l 


.iT0<co So S<3⁄2,t2 tooto 是 一 适当 正常 数 ,证 明 对 oo 一 致 地 有 


č (ootit) «1+ max, |( (or+it+ir)le l! 
Ir |< log": 


( 在 以 oj 十 让 土 jogt,3+i + ilog?)t 为 顶点 的 矩形 上 考虑 函数 5 (s) 
L (s 一 so+2), 其 中 so0=oot+ 认 ;利用 最 大 模 原理 )， 


, 设 xz>2. 在 引 理 4.4 的 条 件 和 符号 下 ,有 


> Y (nn te n < (qr)? log (at) + Eog 'o (x eT"? 
n=l 


进而 ,类 似 证 明 : 当 站 用 s=c+ 直 cz0 代 蔡 时 上 式 也 成 立 . 


. 证 明 式 (4.27) 中 的 积分 «(gr) loggt x ex ,以 1 表 该 积分 . 


I<(qa)'2(log qr)! 21, 其 中 n=| (1+|wÉ) -LL A- w—-it,x Y ldwl. 
| (a) 


再 利用 习题 6.56 来 估计 L). 


. 在 $4 的 符号 下 ,证 明 : 


R R 1⁄2 R 1⁄2 
Pu: esi Žie) ( max, > (oo . 


在 $4 的 符号 下 , 设 A 是 正 数 ,A?> 2llelP max| (p 9) 车 1 ,0g,)|> 4， 


I<r<R,BE,R<2A 2||#l2 max llo. 
1<r<= R 


. 设 go 为 一 给 定 正 整数 .在 定理 5 的 条 件 下 , 若 所 有 出 现在 集合 .sz 中 的 元 素 


中 的 g 均 满 足 golg， 那 末 式 (29) 中 的 @ 可 用 Qg RRE. 
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第 三 十 章 零点 分 布 (一 ) 


设 q>1,y ER q 的 特征 .再 设 1/2<x<1,T>2. 我 们 以 
N(x ,T,y) £ L (s ,Xx) 在 区 域 
axo<l1, ltl<T (A) 
中 的 零点 个 数 . 由 于 工人 ,x) 和 上 L(s,x*)(X<S XxX”) 的 非 显然 零点 
相同 , 故 有 


NAT =N@ Tx), zex. — (B) 
我 们 记 
N(aez,T,q) = > N(a,T,x), N(a,T)=N(a,T,1), (C) 
以 及 
Nu,T,q)= Y `N(a ,T,x). (D) 
由 (B) 知 
N(xK,T,q) = >》 N(a,T ,z2 . (C') 
x mod q . 
本 章 要 来 讨论 如 下 形式 的 零点 密度 估计 : 
N (a,T,qg) <(q7T)4 0-2 (log q T) , (E) 
及 对 O>3 


> N (a,T ,q) < (OT) 4 0-2 (log QT) (F) 
q<Q 


在 取 什么 样 的 4;(x) 和 B, (i= 1,2) 时 成 立 , 在 本 章 证 明 的 结果 中 ， 
要 求 4, (a) 取 尽 可 能 小 的 值 , 而 对 数 方 次 B, 是 不 重要 的 ,可 取 较 
大 的 值 .在 第 三 十 三 章 中 ,我 们 将 证 明 B= B,=0 这 种 形式 的 估计 . 
型 如 (F) 的 估计 称 为 大 第 法 型 零点 密度 估计 . 

证 明 本 章 中 的 结果 主要 有 两 种 方法 .一 种 是 基于 单 复 变 函数 
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论 的 Littlewood 定理 [32, 式 (9.9.1) ] 即 利 用 幅 角 的 变化 来 估 
计 零 点 个 数 ,并 要 用 到 凸 性 定理 [32. 39.15 一 9.19] ,[28， 第 九 章 
3$1. ] 另 一 种 方法 本 质 上 是 由 J0.B.JIrHHHK0 提 出 来 的 . 它 基于 
这 样 一 个 事实 :对 应 于 每 个 零点 ,总 有 一 个 Dirichlet 多 项 式 取 “大 
值 ”. 因 此 ,利用 第 二 十 九 章 中 讨论 的 Dirichlet 多 项 式 的 均值 估计 
就 可 相应 得 到 零点 个 数 的 这 种 估计 式 . 本 章 就 是 用 这 种 方法 来 建 
立 估计 式 (E) 及 (F) (B; 取 较 大 的 值 ). 
通常 所 说 的 密度 猜想 是 指 在 估计 式 (E) 和 (F) 中 可 取 


A (a) =A,(2)=2, 1⁄2<«a<l1l, (G) 
B, , B, 为 适当 正常 数 ;或 可 取 
A (a)=A (0) =2+£6, 1/[2 和 wx 入 1 ， (H) 


而 B,= B,=0. 已 经 证 明 当 a 接近 于 1 时 密度 猜想 成 立 , 

关于 零点 密度 估计 已 经 得 到 了 各 种 各 样 的 结果 ,本 章 仅 讨论 
一些 有 代表 性 的 方法 和 结果 ,有 关内 容 可 参看 : [24] , 15] , [30]. 
零点 密度 估计 在 解析 数论 中 有 重要 应 用 .第 十 九 章 和 第 三 十 一 章 
给 出 了 它 在 线性 素 变数 指数 和 估计 及 算术 数列 中 的 素数 的 平均 
分 布 中 的 应 用 .在 35 将 给 出 它 在 小 区 间 中 的 素数 分 布 中 的 应 用 . 
它 的 各 种 应 用 总 是 和 小 (x ,x) 的 零点 展开 式 联系 在 一 起 的 . 


$1. 方法 概述 


先 来 指出 对 应 于 L (s,x) 在 区 域 (A) 中 的 每 一 个 零点 p , 必 有 
相应 的 一 个 Dirichlet 多 项 式 取 “ 大 值 ”. 这 一 结论 的 具体 含意 将 


在 下 面 逐 步 解释 清楚 . 
设 x,y 是 两 个 正 参数 ,s=o+ 计 ,以 及 
M,(s,x) = X, (nx mn. (1) 
`4 o> 1 时， nex 
L (s M. (s.p =1+ 2,a,x(n) ns;, (2) 


1) MaTam. C6., 15 (1944) 1—11;139 — 178;347—368, 及 K.A.Ponocckui , 
MaTam. C6. 34 (1954), 331 一 356. 
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其 中 
a=a(x)= È} u(n), n=1,2,.…. (3) 


din, d&x 


由 式 (6.5.30) R a =0(1<n< x) TR: 4 c> 0 ,c+ o> 1 Bf 


S e l5+ Y ax (nne 


n> x 


=- = L (s+ wx) M. (s+ wT (w) ydw= (s,c). (4) 
(c) 


由 工 函数 的 阶 估计 (3.3.22) 及 工 函数 的 最 简单 的 阶 估计 知 , 式 
(4) 右边 积分 可 移 到 任 一 直线 ,加 上 所 移 过 的 极点 的 留 数 . 现 假定 
1/2<o<1. (5) 
把 积分 直线 移 到 Re w= 1⁄2 — c ,由 留 数 定理 得 到 : 
I (s,c) =L (s,y) M. (s,z) 
+ Eq ola) M, (1,9) y s TU-S + I(s,1/2— o), (6) 
其 中 第 一 项 是 极点 w=0 BJ) Pq 3; 35 — W t 34 =y. Bj, I 
w=1-s ÉE% E= 1 4 x= E= 0 RERE, K s=p=ß+iY 
是 元 (s,X) 的 零点 ,1/2< 有 <1 时 ,由 式 (4) 和 (6) 推 出 : 


e= —Y'a,x(n)n e "*+ E,q 'o (q) M, (1,x)y TA- p) 


+ I(p,1/2- 8). (7) 
或 者 可 表 为 : 对 c>0, c+B>1 时 有 


e! = 去 | {1—L(p+w,x) M, (p+ w,z) T (w) y*dw 
(0) 


+ Eq 'p (q) M, (1,x)y TrA- p)+1(p,1/2— B) 


> |1 $ ax (n) n~ brow yrdw (8) 


n> x 


+Eog-'p (q) M, 1,z)y'PT(1—p)+ I (p,1/2- 8P), 
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tau dw Kl. Lí rN -一 


最 后 一 步 用 到 了 式 (2). 式 (7) 和 式 (8) 就 是 我 们 所 要 的 刻 划 零 点 
特性 的 基本 关系 式 它 们 中 的 任 一 个 都 可 作为 进一步 讨论 的 出 发 点 . 

下 面 对 零 点 的 位 置 及 参数 x ,y ,c 加 上 进一步 的 限制 条 件 ,来 
化 简 关 系 式 (7) 或 (8) . 设 了 是 充分 大 的 正 数 ， 


L =log (aT), | (9) 
ci ,@ 是 待定 正 参数 ,x ,y 满足 x 
lÚÜO<x<(qT)? , a<y< (qT)°, (10) 
其 中 a 为 一 常数 使 得 
e> 2 . (11) 
BEDE L (s,z) 的 零点 p= B+ iy Wie x 
1⁄2+%-_<pBp<1, Ec,S*< l< T, (12) 


先 来 讨论 式 (7) . 式 (7) 右边 第 二 项 仅 当 E,= 1, 即 = x 时 才 
出 现 .这 时 必 有 hog .由 式 (3.3.22) 知 , 当 上 > cn !' 时 
dr19(qg) M, (1,x°) y r (1— p) 
«(log x) y! Phl eh x 
«c (qT) 3 (JogqT)> 0 ,T—co . (13) 
为 了 讨论 式 (7) 右边 第 三 项 ， 任 取 参 数 G>n (2+ o, 正 参 数 


c > 1, K z 满足 
a< z< Z. (14) 


由 式 (3.3.22) & L (1/2+ it,x)<<q (tlt 2) 可 得 : 在 以 上 条 件 下 


| L hz iy+iv x) M, (1/2+ iy+ iv,x)y PT2- B+ iv)dv 


«Jarl e qua (qT)!**2ze 2— 0 ,T— oo . (15) 
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类 但 有 | | | 

. | '. [> 0 | T> " | x | (16) 
因此 

I(p ,1/2— p) 


-| L g 2+ iy + va)M M (172+ iy+ iv x) y+ T172- p+ivdv 


+o(1), | | 四 (17) 
其 中 o (> 0 当 T> oo. 此 外 ,由 条 件 (12) 知 有 正常 数 c 使 得 
| IF (1/2— B+ i| < c, Z (18) 


综合 以 上 讨论 ,从 式 (7) 可 推出 : 在 条 件 (10)， (11),(12),(14), 
以 及 出 现 的 参数 满足 各 自 的 条 件 ， 且 TT, (T 和 参数 cu,c, ， 
G ;C4 ,Cs 有关 ) 时 ,一 定 有 


Zax (n)n e" 


+ (2z) coy * of ILM., (1/2 + yt iv, x) idv 


2⁄2 — x (9 
Bp O 
Y ay (nn se" 
其 中 > 常数 是 绝对 的 ， 
由 上 式 可 知 ,存在 


使 得 


2 ax (n)n ?e "5 bezyen, (1/2+ iy +iv (y),x)1>1. (22) 
式 (22) 表明 :如 果 p 是 工 (s,x) 满足 条 件 (12) 的 一 个 零点 , 那 末 ， 
式 (22) 左边 的 两 个 Dirichlet 多 项 式 ? 必 有 一 个 取 “ 大 值 一 一 B 


+Z yaf ILM,0/2+ iy+ iv, x) dv »1, (20) 


z 


v=v(y), lisz, (21) 


1) 第 二 项 还 乘 上 一 个 工 函 数 ， 实 际 上 也 可 化 为 Dirichlet 多 项 式 . 
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大 于 一 个 固定 的 正常 数 . 
如 果 我 们 从 关系 式 (8) 出 发 来 讨论 , IMK, 取 

c=1—B+ Z `, ( 23) 
当 z 满足 条 件 (14) 时 ,类 似 于 式 (15) 可 证 : 


| {1- LM, (p+ w,%) T(w)ydw> 0,T> œ (24) 


X -zZ 
| >0, T>%. (25) 


因而 ,在 条 件 (10) ,(11) ,(12),(14) ,以 及 出 现 的 参数 满足 所 说 的 
条 件 下 , 当 T> T,(T, 和 参数 cl ,… BK) 时 ,一 定 有 


“y| It — LM, (1+ Z i+ i+ iv, x) ldv 


+ yf LM 1/24 iy+iv,x)ldv»> 1. (26) 


同样 由 此 推出 ,存在 
zy” i- LM,(1+% + iyt in O) 
+2 zy ILM, (1/24 iy+ in (9) ,x)|> 1. (28) 


与 式 (22) 一 样 ,这 也 表明 必 有 Dirichlet 多 项 式 取 “ 大 值 ”. 
式 (20) ,(22) ,(26) ,或 (28) 均 可 作为 进一步 讨论 的 出 发 点 . 
由 推论 15.3.2 (a) 知 ,L (s .xX) 在 区 域 
—-2T<t<Ims<t,+2z <2T | 
中 的 非 显然 零点 个 数 IZL ,这 里 z 满足 条 件 (14) W 
以 不 计 对 数 方 次 及 的 大 小 时 ,可 以 把 区 域 (A) 按 下 面 的 方法 分 块 ， 
通过 估计 包含 零点 的 小 块 的 个 数 来 估计 (A) 中 的 零点 的 个 数 ,而 
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这 些小 块 的 个 数 可 利用 估计 Dirichlet 多 项 式 的 均值 来 估计 . 358 
形 区 域 (A) 分 为 <2[T/3z ]+ 2 个 高 度 < 3z 的 小 矩形 Qn: 
w<o<l1,—-T<t<-[T/3z ]3z ,m=—[t/3z]-1, 


w<o<l1,m'3z <t<(m+1)3z —[T/3z ]<m<([T/3z]-1 ， 


a<o<1,[T/3z 3z <t< T, m=[T/3z ]. (29) 


再 把 这 些小 矩形 一 隔 一 地 分 为 两 组 , 当 y= EERE Q, A 
Q- 除外 , 即 设 


U, Qn > XX. 
D, (z) = f ' (30) 
| 2[mz-_1 Qn» X= g 
及 
| U Q, XFX, 
p.) = Í ， (31) 
2|m= 0 Q. ° K= >» 


车 以 R(x) (j= 1 或 2) 表 小 窍 形 组 D,(x) 中 至 少 有 一 个 上 (s ,x) 
的 零 点 的 小 矩形 的 个 数 ,并 在 每 一 个 这 种 小 矩形 中 任 取 一 个 零点 
作为 代表 ,这 样 就 得 到 R(x) 个 零点 

pj = py (X) =B X) +i, OO = B. iy. 1<r<R (0.032) 
HWE 


aS PASTY Y3 rr, (33) 
不 妨 设 这 一 组 R,(X) 个 零点 按 虚 部 递增 次 序 排列 , 当 
1⁄2+Z i'<xu<!l (34) 


时 ,对 这 每 一 个 零点 都 有 式 (20) ,(22) ,(26) 及 (28) 成立 . 
我 们 用 N T, O RLE OED (x) PHEATA. H T+ 
在 每 个 小 矩形 中 的 零点 个 数 Lz ,所 以 有 


Nu ,T,y) =N, (a«, T,X) + N, (z, T,y) + O( E, ) 
S <(E;+ R,(x) tR GIZ. (35) 
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由 此 及 式 (C) 和 (C ') 得 到 
N (x, T, D <[1+ S R, W+ > Rl j: (36) 


x mod q 


和 
N (ua ， r< (1+ Y RG + E RG) . (37) 


x mod q 1 mod 4 


因此 ,为 了 估计 N (a , T,q) 就 转化 为 估计 | 
> R.) 或 > R, (x)， j=1,2. (38) 


zmod aq 


对 j=1,2 的 估计 是 一 RER. 而 理 如 (38) 的 估计 ,由 于 有 关系 式 
(20) ,(22) ，(26) 或 (28) 在 一 组 佳 位 组 ( 见 式 (33))} 上 成 立 ,所 以 
可 转化 为 估计 经 典 的 混合 型 Dirichlet 多 项 式 均 值 及 L 函数 均值 
的 上 界 .这 就 是 本 章 所 用 的 估计 零点 密度 的 方法 .在 具体 应 用 中 ,可 
根据 情况 把 这 些 关 系 式 加 以 灵活 地 结合 运用 ,这 将 通过 在 以 下 岂 
节 中 具体 的 定理 证 明 来 说 明 . 
”容易 看 出 ,利用 这 种 方法 所 得 的 零点 个 数 的 上 界 总 有 一 个 cs 
的 方 次 ,所 以 在 «a=1 附近 用 这 种 方法 不 能 得 到 好 的 结果 . 

对 于 > N'T. Q 可 用 同样 方法 来 讨论 ,在 同样 的 符号 下 ， 


q4q<Q 


我 们 有 

2 N (az, T,q)< CE > X'R (+> > R, o) , (39) 
dQ q<Q xmodg .4&Q z modą ; 
因而 ,就 转化 为 估计 


L 2 R(x), j=1,2. (40) ` 
q<Q z mod q 
同上 面 完全 一 样 ,这 种 和 式 的 估计 可 归结 为 第 二 十 九 章 中 讨论 的 _ 
大 得 法 型 的 混合 型 Dirichlet 多 项 式 的 均值 估计 及 混合 型 的 工 范 
数 的 均值 估计 .这 时 要 注意 的 是 :凡是 参数 条 件 中 出 现 gT 的 地 方 
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HAT RRE.. 例如 , 这 时 代替 式 (9) , 取 


L =log(@ T), | (41) 
条 件 (10) 改 为 
10<xs (ÆT),  axy<s (QT). (42) 
在 本 章 中 我 们 总 取 x | 
z= c, . (43) 
$2. 零点 密度 定理 


先 来 证 明 一 个 最 简单 的 结果 , 它 首 先是 由 Ingham a BA. F 
面 所 用 符号 ,字母 的 含意 均 和 1 相同 . 
”定理 1 设 1/2<x<1,T>2 ,q> 1. 我 们 有 


N(a,T ,gq) «(gT) t-20- (log gT)?, (1) 
特别 地 | _ 
N(a,T)« TE- (logT)? L+, (2) 
此 外 , 设 Q > 3, 我 们 有 ú 
> N (a ,T, q) «(@T)? 022- ' (log Qm)’. (3) 


q<Q 


证 : 先 证 式 (1) .首先 假定 


T> c loggT=c,%=z . (4) 
由 推论 15.3.2 (b) 知 
 N(⁄2,T,g) «qT ， (5) 
所 以 只 要 对 
| 1⁄/2+<sZ !<w <l (6) 


来 证 明 式 (1) .由 上 节 讨 论 知 , 我 们 可 以 利用 式 (1.26) 来 估计 

> R,(x ) ,对 j=1,2 估计 是 一 样 的 .下 面 只 讨论 j=1 的 情形 . 

1) 事实 上 ,在 以 上 的 讨论 中 ,qT 中 的 a 以 任 一 大 于 4 的 数 代替 ,所 有 的 结论 和 关系 
式 都 成 立 . 
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并 设 (1.32) 中 的 零点 代表 组 
Pix) =p, x) =p,=b,+ iz, 1<r<R (y). (7) 
利用 Holder 不 等 式 ,由 式 (1.26) 及 (1.33) 可 得 1 


D | , 
ede ye | |1- LM, (1 + `!+ iy, + ip, y 2) a) 


z 4⁄3 
rayan | ILM, (1/2 + iy, + iw ,x) ldo| | 
. w | | 
«ey | |I— LM, ,(1+%< +i, Pdv 
， 


Yp+z 


+L 3yh | ILM,.(1/2+ivx "do. — (8) 
; `. 


poz 


上 式 两 边 对 > 求 和 ， 并 注意 到 式 (1.33) 及 (4) 得 到 
| 2T | 
R (x?) <=] 1- LM , (T+ % “`+ iv, x`) Pdv 
: -2T 
2T 
+e | LM, (1 十 iv, y 5 | d. (9) 
四 -27 | 
对 上 式 右 边 第 二 项 利用 Halder 不 等 式 后 ,两 边 对 x mod q RM, 
然后 再 对 第 二 项 用 Holder 不 等 式 ,得 到 : 
2T 


Y R(X «Gir | 1-LM CI+S + iv, Ëdo 


z mod q xmodq v —2T 


1) 这 里 是 对 所 有 y "€x 来 讨论 的 ,xy modq ,x mod d. 讨 论 每 一 个 x 时 8$1 PRI qT 
应 取 dT. 但 容易 看 出 对 所 有 这 些 X ,统一 取 qT 代替 dT 时 , $1 的 讨论 全 部 成 
立 .所 以 下 面 的 &,x ,y 均 和 $1 jj. (参见 上 节 末 的 注 ) 
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x mod q 


| 2T 
resaya] > | La 2+izyta] 


r27 | 2⁄4 f 
` | > M, (12+ xa) . 


Xxmodq J -27 


1⁄3 


(10) 


”利用 式 (29. 2.22) (N= + co), 5| ## 25. 4.2, 并 注意 条 件 


(1.10), 可 得 到 
2T o, 
> -LM (1+ + ivy Pdo. 
xmodg v -27 
2T a 
= > $ a,x’ (n)n i" -可 dp 
x mod q -2T n> x i | 
_1 _ 
< È (THENE < (qTx !+ A. 


2T 
> | IM, (1/2+iv ,x `)Pdo 
一 2 了 


x mod q 


< 2 (qT+n)n'l<qT%+ x. 


n< x 


而 由 式 (29.3.19) 得 


2T 


> IL (1⁄2 + iv, x) Fdo< q T Z * 


xmodqg J -2T 
现 取 
从 式 (10) 一 (13) 可 推出 
> R(x) «Liy “+ qTy 


x mod g 


x=qT, 


y= (qT) e? , 


. : a] 
y R, (z 3) < (qT)? 020-9 pe 
x mod q 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 
(16) 


(17) 


i 


同样 可 证 


y, R, (x) «qT p Ee 5 (18) 
由 以 上 两 式 及 式 (1.37) 就 推出 当 式 (4) 成 立时 有 
N (oa,T,g) «(qT R es (19) 


4 T<c, S BF, KERR a212 可 得 
N (a, Tg) S N(z,c,# q) qL gs 


Kq? ° 
所 以 , 式 (1) 也 成 立 . 这 就 证 明了 式 (1). 
式 (3) 可 以 完全 同样 地 证 明 . 当 了 > alog (OT) 时 同 推导 式 
(10) 一 样 , 利用 Holder 不 等 式 从 式 (9) 可 推 得 ( 注意 下 面 的 
= log (OT) ): 


L > ROLY "È E I1~LM,(l1+ + iv, WPdv 


q<Q xmodg Qxmodg Jd-2T 


2T 
. 1⁄3 


q<Q xmodq J- >T 


dI M| M, 01/24 Paot (20) 


q<Q zxmod q 
由 式 (29.2.23) (N= + 0), 3|% 25.4.2 及 条 件 (1.42) 可 得 


2 了 
> >: | -LM +Z- + ivaa) Pdo 


q<Q xmodq v -IT 


< (OT+ n)d'(n)n ” 2! 


n> x 


<(QTx '+1)Z , (21) 


2T 
> > IM, (1⁄2 + iv, y) Fdo 


q<Q xzmodq J -2 


< >, (Q@T+n)n «OT + x . | (22) 


n< x 


此 外 , 由 式 (29.3.18) 可 得 
2T 


> X| LOAR+iv, tdv QT, (23) 


dQ xmodg v 一 27 


现 取 
x x=Q@T, y=(@TP e2 (24) 
由 以 上 四 式 可 推出 
y y ' R, (z) <(qT):9- —a)(2— a) 7 cos (25) 
q<Q x modq 


对 R, (2) 可 得 同样 的 估计 .由 此 从 式 (1.39) #E H: 8 T> c, Z i 
和 | 
L N (a.T ,g) «(PTP -a)(2- a) Z° , 


q < Q 


由 此 可 推出 当 了 <c Z W | 
> N *(a ,T,Q) «(0 -0 0 cj。， 


因此 就 证 明了 式 (3). 
附注 . 为 了 使 得 式 (1) 和 (3) 的 证 明 统 一 一 起 见 ， 我 们 在 式 (1) 
的 证 明 中 利用 了 式 (1.37) ,通过 估计 2 R QORX EARO). 


zmod q 


事实 上 ,我 们 可 以 利用 式 (1.36) ,相应 地 来 估计 之 R, (z) .这 时 ， 


证 明 完全 一 样 ,所 不 同 的 只 是 式 (29.2. 22) 要 用 式 (29. 2.10) 来 代 
替 , 式 (29.3.19) 代 之 以 用 习题 29.3. 而 最 后 结果 要 把 LZ? AOA 
Oda 
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推论 2. 取 A, (a) = A, (z) = 3, B,= B,=9 时 ,估计 式 (E) 和 
(F) 成 立 ， a | | 


33. 零点 密度 定理 的 改进 


粗略 地 说 ,定理 2.1 表明 : 34 & 接近 于 1 BJ, 所 估计 的 总 的 夫 
ATELE q T (sk UT) 的 一 个 很 小 的 方 次 ,因而 ,平均 来 说 每 一 
个 L(s ,X) 的 零点 个 数 仅 是 的 很 小 的 方 次 .这 样 , 当 x 接近 于 1 
时 ,在 从 式 (2.8) 对 r 求 和 导出 式 (2.9) 中 ,用 在 区 间 [— 2T,2T | 
上 的 积分 代替 原来 在 [y, 一 z ,y +z ] 上 的 各 个 积分 之 和 就 放大 
了 很 多 .因而 ,如 果 用 329.4 HH Halász 方法 来 直接 估计 相应 于 
式 (1. 22) 或 式 (1. 28) 的 离散 和 , 那 末 就 有 可 能 改进 结果 .下 面 的 
定理 表明 当 x > 4 /5 时 情况 确 是 这 样 .这 一 结果 属于 Montgomery. 
见 [24, 定理 12.1]. 下 面 符号 的 含意 均 和 1, §2 相同 . 

定理 1 在 定理 2.1 的 条 件 和 符号 下 ,我 们 有 


E N (a,T,g) «(gT)* 'ü-n(log qT)” » (1) 
Y N '(a,T,q) «(OT)* -0(log OT)S ` (2) 
q<Q | f 
证 : 先 来 证 式 (1) .与 显然 估计 (2.5) 相 比 ,我 们 可 假定 
2/3<a<1. . (3) 


此 外 ,由 定理 2.1 的 证 明 可 看 出 ， 可 以 假定 式 (2. PRX. PMA 
(1.2) ,由 式 (2.8) 可 得 到 ° 


一 > R (zD 


xz mod q 


R) (xD) yr tz 
keyni y | 


x mod q r= l yz 


RI (xD z 
ty > | 


zmodg r=l 


X a,x (nnn >» dv 


n>qT 


2 


E a,x (ne 


x<n<qT 


do 
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. Ri G5 f? 
+ç yy y | ILM, (1/2+ivtiy,,x") | do 


xmodg r=1 


=L y ZR tL y Rot Z Vy” ER. (4) 


下 面 来 估计 R; j=1,2,3. 由 式 (2.11) ( 取 x= gT) 可 得 


2T 
RS > 


xmodg JV -2T 


由 定理 29.4.6 (R D=q,ô=z ) 可 得 
z R1 (x°) 
Ru<cz| | > > > 


O<j<eg xmodg r=1 


Y ay’ (n)n 12 te veL’ . (5) 


n>qT 


> ax * (n)n 1 2 一 让 f} dv 


2İx<n<min (T .2j+ 1.) 


<e 2 (2ix+ R(gT)'!2⁄22) } dn)n 2 + 


O<j< # 2jxr<ng2itl, 


L’ +Z'R, (qT)'?x -1 (6) 


最 后 一 步 用 到 了 引 理 25.4.2. 同样 的 ,利用 Halder 不 等 式 ， ag x 
理 29.4.6 ( 取 D=g ,6=z ) 及 定理 29.3.6 可 得 : 


z Ri G) ; 
R, <| a 7 > > IM, (1⁄2+ i+ mPp 
-z x 


mod q r=1 | 


R) (x°) | | 1⁄3 
i fy Y IL(1/2+iv+ iy, ,x) | 
x . 


xmod9 r=l 


«A{(xt+ Ri(gT) L Aog xP qT Y. (7) 
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R | 
x= R, (qT) zc >， (8) 
显然 这 满足 条 件 (1.10). 由 式 (和 9 一 (7) 可 推出 ， 存在 正常 数 c, ` 
使 得 
R KGL? yt Ly ARAT)? (9) 
BD | | 
y=c, gD! (q T) Qa- RFD , ce= (86) 2, (10) 
这 显然 也 满足 条 件 (1.10). 我 们 就 得 到 
Ri«(gT)* -og Ge+4). | (11) 
对 R= >° R (x”) 可 得 同样 的 估计 .由 此 从 式 (1.37) 就 证 明了 式 
x mod q 


(1) (注意 条 件 (3)). 

用 完全 同样 的 方法 (并 参见 式 (1.3) 的 证 明 ) 可 证 明 式 (2)， 
这 里 要 用 定理 29.4.5 代替 定理 29. 4.6, 以 及 在 确定 参数 取 值 时 ， 
qT 用 OT 代替 .详细 的 证 明 留 给 读者 . 

由 定理 2.1 和 3.1 可 得 到 

推论 2 取 4 (a) = A, (a) =5/2,B,= B,=13 时 ,估计 式 (E) 
和 (F) 成 立 . 

在 定理 1 的 证 明 中 ,如 果 用 工 (t+ 六 人 的 阶 估计 来 代替 蕊 
函数 的 四 次 均值 估计 , 那 末 就 可 以 证 明 : 35 a 接近 于 1 时 ,可 取 
A, (a) <2 ,j= 12, 即 密度 猜想 局 部 成 立 . 

定理 3 如 果 估 计 式 
L(1/2+it,x) «(gq (i+ 2)) "log®? (qltl+2)), x-modq, (12) 
成 立 , 那 末 , 当 3A<a<1 时 有 

N (a,T,g) «(gT) 0+4DCa-D -alog qT) 1+2 ， (13) 


Y N'T, g) «(OT) ED dn (log QT)» — (14) 
q<Q | 


DXR 等 于 零 时 ， 定 理 显然 成 立 , 所 以 可 假定 Ri #0 . 
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证 : 我 们 来 证 式 (13) .类 似 于 从 式 (1.26) 经 式 (2.8) 推 出 式 
(4) ,从 式 (1.26) (对 两 项 都 取 平 方 ) 可 得 


有 CS TY 只 十 R: 


5 pztyr 


' Ri. 
+Z’ > > ILM, (1/2 + iv,x) Pdv. (15) 


xmodg r=} 一 z 十 》 7 


” 取 x 为 由 式 (8) 所 给 出 .利用 式 (5) ,(6) 及 式 (12) 可 得 
R, KL’ y 2 一 Z 


+t y 1-2 (qT)2 > b) j IM, (1⁄2+ i+ iy, x) Pdv 


rmodg r=! 
KL’ y 2 一 w+ op st (qT) W272 yl- x R, | (16) 


最 后 一 一 步 用 到 了 式 (7) 中 对 1M: RRN. 所 以 有 正常 数 c, 
使 


RSG y 2- wp mgT) Vayl- R . (17) 
取 ' 
y= (2e Lr? (qT) 1⁄2+221) (2a~1) ， (18) | 
就 得 到 x 
R < 2c, Z° (2c Z + (qT) 172+ 21) 201-2) Qa- . (19) 


对 R， 可 得 同样 的 估计 ,由 此 从 式 (1.37) 就 推出 式 (13) . 式 ( 14) 
的 证 明 留 给 读者 . 

由 估计 式 (13) , (14) TER AE A < 1/4, 那 末 当 a 接近 于 1 
时 , 所 得 结果 就 优 于 密度 假设 . 由 定理 24.1.1 知 ,对 函数 可 取 
1, = 1/⁄6.ifx L K, Heath— Brown 证 明了 可 取 A=3/⁄16+ z, 
e 为 任意 小 的 正 数 . 


$4. 上 函数 的 零点 密度 定理 的 进一步 改进 


在 $3 中 ,我 们 利用 Halász 方法 结合 L 函数 的 均值 估计 或 阶 
估计 , 对 零点 密度 定理 作 了 不 同 的 局 部 改进 , 由 此 可 以 看 出 Ha- 
D) Quart.J. Math. Oxford (2), 31 (1980), 157 — 167. 
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1 和 sz 方法 的 作用 和 对 w 的 适用 范围 ,但 是 ,上 一 节 只 是 该 方法 的 最 简 
单 的 应 用 ,没有 充分 利用 Hal&sz 方 法 的 潜力 .如 果 利 用 Hallsz 方 
法 对 “大 值 " 作 更 细致 的 讨论 就 可 得 到 更 好 的 结果 .但 这 种 讨论 是 
hi F84]1560FBB £ 项 数 的 一 个 改进 的 零点 密度 定理 . 这 
结果 是 属于 Huxley H 
定理 1 设 1/2<x<1,T>2. 我 们 有 


N(g,T) «T? Slog” T ` (1) 
KMAR NCT, OMAN a, T, Q ERL? CR 
| ' q<Q 


$ 12/5 H 12/5+ e 代替 ,T 分 别 用 gT 和 CT 代替 且 对 数 因子 
可 以 不 要 ) ,但 证 明 极 其 复杂 .定理 1 的 证 明基 于 下 面 的 引 理 ,这 是 
对 应 用 Halász 方法 估计 Dirichlet 多 项 式 的 均值 的 定理 29.4.5 


的 最 简单 的 改进 . 
引 理 2 在 定理 29. 4.5 的 条 件 和 符号 下 ， 设 | 
G= > la Pn, (2) 
V2> 4c, 0 (log 40)2G ， f (3) 


其 中 co WE (29.4.29) 中 的 < 常数 . 那 末 , 若 对 任意 的 (s ,gq ,x) 


ELA | 
H (s)V, ` (4) 


则 有 
R< (1+8! ){ V NG+ VNTC oogDT)4 (5) 

证 : 设 T. 满足 
` V2=2c Q TY2(log QT0)’G. (6) 


由 条 件 (3) 知 T, 24.4 T < To Bf, 由 式 (29. 4.29) 推 出 式 (5) 成 
L, 事实 上 这 时 有 
1) 见 [15, 式 28.19)] ,或 Ivent. Math., 15 (1972), 164— 170. 


2) Huxley, Acta Arith., 26( 1975), 435 — 444, 及 Jutila, Math. Scand.. 
41 (1977), 45— 62. ` 
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R< (1+ó ')V NG. (7) 


33 T> 7 时 ,把 区 间 htt TI 分 为 长 度 不 超过 T, ,个 数 不 超 
过 了 AT。+ 1 的 小 区 间 I. , L... I, 之 和 .以 .Al 表 .or 中 Im se I, 
的 (s ,gqg ,x) 组 成 的 子 集 ， 其 元 素 个 数 记 作 R.X} H (s ,z) 及 每 个 
集合 ,or ,应 用 定理 29.4.5 得 到 


> |H(s,yz)P 


(s q XE k 


< cw Í(1+ ó") N+ R.QT!2 (log QT, )2)G 


上 式 两 边 对 天 求 和 ,并 利用 条 件 (4) 得 到 
V2R< c ((1+ ó!) N(T/T,+ 1) + RQT: 2 (log QT, "6. 
由 此 及 式 (6) 推出 
R<c 6 (1+ó NV 22(T/T,+ 1)6G. (8) 
3 — J I, HK(6) É T> T, Hl V2<2c , QT G (log OT)?. H 
此 及 式 (8) 就 推出 式 (5) 成 立 . 
定理 1 的 证 明 : 由 式 (2.2) 知 ,只 要 对 | 
3⁄4< a< 1” (9) 
来 证 明 估 计 式 (1) .为 此 ,我 们 要 利用 式 (1.22) .由 于 这 里 仪 讨论 
函数 ,所 以 式 (1.22) 可 改写 为 ; 
2, an "re~" |+ yt log TCM, (1/2+ iy+ iv (Y> ca>0 ， 
n>x (10) 
其 中 p, = B+ y, E (s) J P A, B.2 u ,ly|< T, (y,) WER 


(1.21) ,以 及 
M,(s) = > unn. 


n<x 


因为 总 有 正常 数 A (和 C1i 有 关 ) 使 


1) 这 也 是 至 今 所 知 的 Halász 方法 适用 的 范围 
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a,n rent 
n>AylogT 


所 以 可 把 属于 (1.32) (j=1) 的 零点 (这 里 x (m) = 1) p.D 分 为 如 
下 两 类 : i | 


(i) 


> c, ⁄ 3 ， 


>Y anre-™" 
x<n<Aylog T 


当 x > Ay log 工时 这 种 零点 不 存在 ; 


之 Cn/ 3, 


(iu) — y log? T| M, (12+ iy,+ iv (y) l>¢c1/3. 


显然 ,每 一 p, 至 少 属于 其 中 一 类 .下 面 分 别 来 估计 这 两 类 零点 个 
数 的 上 界 . 设 这 些 零点 总 数 为 R RE RP 分别 为 属于 第 一 、 第 
二 类 的 零点 数 . 

(a) 对 第 一 类 中 的 每 个 零点 p, ,由 Gi) 8l 


了 


dan ?re "|> G3, (11) 


j= Ji 2jy<ng2it ly 
HREJ A2 y<x<27t y WE A, H22y< Ay log T < 
22y 确定 ,而 且 27y 以 x RE, 22t 用 4ylog7 RE. 容 


易 看 出 ,至 少 对 某 个 j(J,<j< J,) 有 


>C lO 0+. (12) 


a, n r e n$ 
2)y<ng2it ly 
RRO 是 第 一 类 零点 中 使 不 等 式 (12) 成 立 的 零点 数 .于 是 有 
i J 
RO < Y RP. (13) 


我 们 用 引 理 2 来 估计 每 个 Ro ,在 引 理 2 中 取 Q=1, 
V=(c,l60)(1+p) 1 ,以 及 


D 应 写 为 pt ,为 简单 起 仍 写 p, 
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G= | DEN la Ë n Bre "Sexp(—2) (Yy) log T, (14) 
最 后 一 步 用 到 了 8,>x 及 引 理 25.4.2. 容 易 看 出 ,只 要 所 取 参 数 y 
满足 | 
y>T*, (15) 
4 为 某 一 正常 数 , 当 了 充分 大 时 条 件 (3)(Q@=1) 必 成 立 ( 注 意 
a 之 3/4) ,因此 , 当 条 件 (15) 成 立时 ,由 引 理 2 推出 
RO < (1+ j?)? (21y)? exp (— 243) log? T 

+ (I+ j) 5 (2y) ET exp (~ 32) 1ogT , (16) 
对 j 求 和 ,注意 到 4 一 6xc<0 KEA 2 “了 >x* 所 以 由 式 43) 得 ( 注 
Al |; |< log T) 


R! < 六 Rp < y> a logi T+ x“ Tlog*T. (17) 


i=h 


(b) 现在 来 估计 第 二 类 零点 数 RR o) Hu 是 待定 参数 由 定理 
29.3.3 知 ,使 


10/2 + iy,+ iv (7) (>u | (18) 
成 立 的 第 二 类 零点 p, 的 个 数 | 
(2 < Tu’ log' T. = (9) 


不 满足 式 (18) 的 第 二 类 零点 p, 必 满 足 
 |M.(12+ + i6(y))|>C /3u 'yei2log 2 T. (20) 
因而 ,由 引 理 2 知 ,满足 式 (20) 的 第 二 类 零点 p, 的 个 数 
RE «ik xy logi T+wuTxy log’ T. (21) 


只 要 满足 条 件 
((c Z) ty log -2 了) ?24co(log:4) log T, (22) 


即 对 某 一 正常 数 cjy 有 
< c y! log ST. (23) 


现 取 (为 使 Tut =w Txy* ) _ | 
u= x 1⁄0 yp Qa- Da | (24) 
4 T 充分 大 时 ,条 件 (23) 一 定 成 立 . FARN), (21) , K (24) 
就 得 到 了 第 二 类 零点 个 数 的 估计 : 
| R? «x^ y2- DS logT+ x 25 y -6-D5T Jog”? T. (25) 
因此 , 当 条 件 (15) 成 立时 ,由 式 (17) 和 (25) 得 到 
R,<y2 log T+ xt T log” T f 
+ x*5y 22 D51ogs T+ xy -6 (2z—1) 5Tp log”? T. (26) 
取 x,y HE | . | 
ya = ET , 
x25y_ 6 Qa- DSS xC, 
得 到 
log x= (1/2) (2a— 1) (e+ a— 1) 1logT, 
A g—1)-!logT 
CH a> 273 时 ,> x). 对 这 样 取 的 值 , 当 a> 3A 时 条 件 (15) 当然 
满足 .把 式 (27) 代入 式 (26) 即 得 | 


(27) 


R,< T S%—3)(—a)Aa2+a=_1) log*T . (28) 
对 R, 有 同样 估计 .由 此 及 式 (1.37)(g= 1) 482: 4 x > 3⁄4 时 ， 
N (z T) «TOD Ata Jog BT. (29) 
由 此 就 可 推出 所 要 的 结果 . 


8 1⁄2 <a <1 整体 来 说 系数 12/5 是 目前 最 好 的 结果 . 
$5. 小 区 间 中 的 素数 分 布 


作为 5 函数 零点 密度 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 有 关 小 区 
间 中 的 素数 分 布 的 一 些 结果 ?。 

定理 1 设 x>10,h>x exp((logx)2 (log log “t 1⁄2. a>3⁄2, 
那 末 ,存在 绝对 正常 数 c, ,使 得 


1) Heath - Brown (Can . J. Math . 34 (1982) , 1365 一 1377) 不 用 零点 密度 估计 
方法 ,而 用 推广 的 Vaughan 恒等式 得 到 了 类 似 于 定理 1 和 2 的 结果 。 
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Y (x+ h) -y (x)=h+O(hexp(—c (loglogx)2) . 


证 : 由 定理 11.2.2 知 , 当 2 和 T < xlog x 时， 
Y (x+ h) -y (x) x 
=h- 》 p™`((x+h’-x)+0(Txlog x). 


Impil<T 
利用 ( 设 p= B+ iz) 
p~! (x+ h)°—x?)|= 


x+h 
| ydy|< hx f! , 


及 式 (8.3.4) 得 到 | 
> p ((x+ h) x) <ha 2 x” 


rs 了 Ir|< T 


<hx '2Tl]ogT+hxy ' 》 xê 
|z|<çT ,1⁄2<p <t 


| 
= hx T log T— hx"! | x°dN (o , T) 
172 


1 


(1) 


(2) 


(3) 


<hx !2 T log T+ hx `! log x | x'N(oa,T)do. (4) 


1⁄2 


利用 定理 4.1 及 定理 10.3.2 (把 常数 c. 改 为 c,) 知 : 


1 
=f xN (oc ,T)do 
1⁄2 


1-6 (T) | 
<| (TYSx 1)!"° log” Tdo 
1⁄2 


«log” xf(x-1T2 人 ) 12 十 (X-1712 人 5 ] , 
RE ô (T) =c (log (T+ 4)loglog (T+ 4)) !. JR 
TS = x exp ( — (log x)?” (log log x) 2⁄2) 
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(5) 


(6) 


就 得 到 (c, 为 一 正常 数 ) 
W (x+ h) — y (x) 
= h+ O (h exp ( — c, (log log x)°) 


+0 的 exp (+ (log x) 2⁄3 (log log x) ma), (7) 


由 此 就 推出 所 要 的 结论 . 
如 果 我 们 结合 应 用 各 种 鸳 数 的 零点 密度 定理 ,还 可 以 证 明 
下 面 的 结果 ， 
| 定理 2 如 果 有 有 零点 密度 估计 
N(xz,T)< T0- |ogsT , 1⁄2<a<1, (8) 
及 存在 mm 使 
N (aT) «Tt logT, 1⁄2<w%<a<1, (9) 
成 立 , 这 里 cj>2 及 co<c， 那 未 , 对 任意 A>0, 34 x210, 
h> x! !&41og s x 时 有 
Y (x+h)—wW (x) =h + O(hlog_4x) ， (10) 
x= 
c=2+Atc/e, 6= (1+4+c(-oo- (1) 
证 : 利用 佑 计 式 (8) 和 (9) ,类 似 于 式 (5) 的 第 一 式 得 : 


| om 
<| x'N(c ,T)ds < | (x Tj) 1 ° log% Tdo 
1⁄2 1⁄2 | 


1- ó (T) 
+ | (x !T“%)!-°l]og%Tdo 


0 


<log% T { (x7 T4) 2+ (x T°)! "0} 
+logoT{ (xT to (x T9 P) , (12) 


T'a= x (log x) "°, x (13) 


c, 为 待定 正常 数 , 得 到 (注意 c <a): 


| x” N(o,T)do «(log x) -e900) ; (14) 
由 此 及 式 (4) , 式 (2) 推出 | 
Y (x+ h) — p (x) =h+ O (h (log x)°s +1) 
| +O (xa (log x)? t94), (15) 
由 此 就 推出 所 要 结论 . 


由 定理 4.1 知 可 取 c=12/5 ,c ==27， 而 利用 定理 3.1 或 定 
理 3.3 就 可 相应 地 取得 满足 定理 条 件 的 wm, 这 些 具体 计算 作为 习 
题 留 给 读者 .由 定理 2 立即 得 到 有 关 相 邻 素数 之 差 的 结果 "” “. 

定理 3 以 p, ER n 个 素数 . 那 示 ,在 定理 2 的 条 件 下 ， 对 任意 
的 E>0 有 


Paai Pa ph “Alog°%op, , (16) 
这 里 . | 
c= 2+ + c/c ? c= (1+z+ cj)(1— m) '. | (17) 
如 果 Riemann 假设 成 立 , 估 计 式 (16) 可 改进 为 
pa Pap% log p, | (18) 
(见习 题 12.4). 


出 关 似 的 方法 可 以 得 到 有 关 小 区 间 中 的 算术 级 数 中 的 素数 分 
布 的 结果 ,但 由 于 可 能 存在 Siegel 零点 ,和 关于 工 函数 的 非 零 
区 域 的 结果 较 5 函数 要 弱 , 所 以 相应 的 结果 也 要 弱 , 这 里 就 不 讨论 
了 .关于 素数 分 布 的 另外 一 些 结果 将 安排 在 习题 中 . 


1) 目前 最 好 的 结果 是 由 筛 法 得 到 的 ,首先 Iwaniec 和 Jutila (Arkiv Matematik, 
17 (1979),167 一 176) 证 明了 pn+1 一 pn<p ,后 来 又 稍 有 改进 ,iwaniec 
和 Pintz (Monatshefe Math. 98 (1984), 115 — 143) 把 13/23 改进 为 23A2. 
Mozzochi (J. Number Theory, 24 ( 1986) , 181 一 187) 又 进一步 改进 为 
11120 -—1/384 . 
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1. #k $2 最 后 的 附注 中 所 指出 的 途径 ,详细 写 出 定理 2.1 的 证 明 . 
2. 设 p=pB+ir,0<h<x. 利 用 p 1((x+h)? 一 x?) < min (hx?! lrx), 
来 改进 和 式 ,各 p (x+ 和 “一 x/) 的 估计 ,从 而 改进 定理 5.2 中 的 常数 
“k f | 
Ca ;及 定理 5.3 中 的 常数 CO， 


3. 在 定理 5.2 的 条 件 下 ,证 明 : 对 任意 4>0, 存 在 正常 数 c=c (A), 使 得 
41212x? logcx 时 有 


I (y) =| {y+tay)—y (y) —4yPday< 22 x log 4x . 
” 尽 可 能 好 地 定 出 常数 c , (参看 习题 11.25) .同样 可 以 证 明 : 
(4 )= | Í a y+4y)— 2 (y) -—4yfdy<22 log ^x. 


4. 在 定理 5.2 的 条 件 下 ,一 定 存在 正常 数 a 和 b, 使 当 xz>2 时 在 区 间 
[x,x+f(x)] 中 一 定 有 一 个 偶数 是 两 个 奇 素数 之 和 (这 种 数 称 为 
` Goldbach %1) XÆ f (x) =ax 7 Kass LED log’x “ 按 以 下 途径 证 明 : 
(a) 在 定理 5.2 的 条 件 下 有 | 四 
= Bath- 0(x)= h+O (hlog` ^x), 


n (x+ h) —zx (x) -| (logt)- 'dt+0 (h (log 974), 


(b) 设 x 充 分 大 区 间 [x,x+h) 中 没有 Goldbach 数 以 及 取 
y= x!" 1⁄2 (log x)“ (c, 同 定理 5.2). 证明: 对 =h 1⁄4 有 : 


2 


[9(t+bb) 一 0 (2) —AtPar >2y log ! y: 


yA 


由 此 及 第 3 题 就 推出 所 要 结果 . 
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第 三 十 一 章 ”算术 数列 中 素数 的 平均 分 布 


在 定理 29.1.6 中 ,利用 大 篇 法 型 的 特征 和 估计 ， RIE 
经 证 明了 bap6ar 首先 提出 的 算术 数列 中 素数 定理 的 误差 项 的 
平方 均值 估计 ， 它 的 证 明 是 比较 容易 的 ， 本章 将 证 明 更 为 重要 的 
另 一 类 型 的 均值 定理 一 一 算术 数列 中 素数 定理 的 误差 项 的 绝 
对 值 的 均值 估计 . 这 种 均值 定理 首先 是 由 A. Rényi 提出 的 . 
W 2<)y=<x, D> 2 


E(y;d,l) =y(y;d,1) — yZe (a) ， (A) 
R(D,x)= > max max |E(y;d,l)]. (B) 


(1,d)=1 
d< D 


Rényi 本 质 上 证 明了 : 存在 正 数 no , 使 对 任意 固定 的 正 数 A 
及 正 数 n<, A 


R(x",x) <x(logx)™4. | (C) 


这 里 < 常数 和 1 ,A w 正 是 基于 这 一 结果 ， 他 证 明了 著名 
的 命题 1 个 素数 和 一 一 个 不 超过 c 
个 素 因子 的 乘积 之 和 . 但 是 他 没有 定 出 n, Ac 的 数值 ，5， 
bap6an 及 潘 承 洞 分 别 独立 证 明了 可 取 n = 1⁄6 及 
no =17/3. M no = 1 /3 , 潘 承 洞 证 明了 命题 :1 ,5 y Rr; Wa 
承 洞 和 Eap6aH 又 独立 证 明了 可 取 w。= 3 /8 并 推出 命题 {1， 
4 } 成 立 ; 进而 ,A ,HI.Bugorpanos 和 E. Bombieri 各 自 独 
立 证 明了 可 取 11。 = 1 /2 (后 者 的 结果 略 强 ， 见 定理 1.1) ， 这 
是 一 个 极其 重要 的 结果 ， 它 的 意义 在 于 在 一 些 著名 的 数论 问题 中 
它 起 到 了 可 以 代替 Rieman 假设 的 作用 , 由 n= 1 /2 可 推 
出 命题 {1 ,3}. 最 后 , 陈景润 证 明了 他 的 著名 定理 一 一 命题 { 1 , 2 } 
成 立 . 潘 承 洞 和 了 丁 夏 畦 指出 : 陈景润 定理 的 基础 在 于 一 类 新 的 
均值 定理 一 一 它 是 Bombieri— BEH8orpaaoB 定理 的 一 个 有 
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价值 的 推广 .我 们 还 可 以 讨论 小 区 间 的 均值 定理 ， 和 其 它 类 似 的 
推广 ， 本章 的 目的 只 是 要 证 明 Bombieri 一 BHHOrpanoB 定理 ， 
而 不 讨论 它 的 推广 . 

Bombieri 及 其 之 前 关于 均值 定理 的 各 个 结果 的 证 明 都 是 利 
用 较 复 杂 的 大 第 法 、L KAF 点 分 布 和 零点 密度 估计 方法 得 
到 的 . 随 着 大 得 法 的 不 断 改 进 ，P . X . Gallagher 利用 复 变 积分 
法 和 大 得 法 给 出 了 Bombieri— Bazaorpaaoa 定理 的 一 个 简单 
证 明 2) .最近 R. C. Vaughan” 利用 他 所 发 现 的 M.M. 
BHHorpaaoB. 估计 素 变数 指数 和 方法 的 一 个 十 分 简单 且 便 于 
应 用 的 新 形式 ( 见 8§ 19.2),， 结合 大 第 法 对 
Bombieri— Bunorpanos 定理 给 出 了 一 个 非常 漂亮 、 简 单 的 
初等 证 明 . 本 章 将 分 别 用 这 三 种 方法 来 给 出 
Bombieri— Buuorpanos 定理 的 证 明 . 这 些 讨论 的 途径 分 别 
和 319.2, 319.3, Š 19.4 是 相同 的 . 

最 近 ， 由 于 对 Kloosterman 和 的 均值 估计 的 研究 ， 对 
Bombieri— Bunorpanos 均值 定理 作 了 某 些 改进 . 这 方面 的 
结果 可 参看 Fouvry 和 Iwaniec 的 文章 ,以 及 Bombieri, 
Friedlander 和 Iwaniec 合作 的 两 篇 文章 9. 他 们 所 证 明 的 均值 
定理 的 形式 不 同 于 (C), JSK F 055 59, 但 可 取 n。> 1 /2. 这 
在 挛 生 素数 问题 中 有 用 ， 但 还 未 见 用 于 Goldbach 问题 . 

本 章 内 容 可 参看 [7] , [24] , [26] , [30] , [36]. 


. 问题 的 转化 


Bomobieri 证 明了 如 下 的 结果 : 
定理 下 设 x > 2 ,对 任 给 的 正 数 4 , 一 定 存在 正 数 B. 使 


1) Rényi 没有 利用 零点 密度 估计 方法 ， 所 以 他 能 定 出 的 no 是 非常 小 的 ， 

2) 以 上 所 提 到 的 所 有 结果 的 文献 资料 参看 【 26 ,第 八 章 ] . 

3) Acta Arith .37 (1980) , 111-115. 

4) Acta Arith ., 42 (1983) , 197 — 218 ; Acta Math . ,152 (1984) ,219 一 244 . 

5) Primes in Arithmetic Progressions to Large Moduli ; Acta Math .156 (1986), 
203— 251. 
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得 | | 
R(x'2]og Px ,x) < xlog Ax, | (1) 


其 中 R(D ,x ) HZ (B) 给 出 . 
由 素数 定理 11.3.2 知 : 存在 c, > 0 使 得 | 


VO- y «yap l-ci V iogy ). x (2) 
#bht | 
E(y;. d, D=y ly: d, Dy oD, (3) 
R(D,x 27 max EQ; 4 ,Dl, (4 
RRA I 
KO, x)= R(D, 0+0(E o e td) ma w 0)- ai) 


© (5) 
由 式 (2) 可 推出 (利用 引 理 33.1 3) | 
p o. max |y (y) — l 


y<x 


x PDE o` (d) o, vO- y. 


i<D 
< x log D exp (~ c / los x ). " (6) 
由 此 及 式 (5) 推出 式 (1) 和 下 式 是 等 价 的 : 
R(x'?log 5x,x) < xlog Ax. -o 
进而 由 | | 
Y (y; TED ,Ovo D. a, 四 =1， 
及 对 y mod d 有 


峭 (JX)= 东 (YX ) + O(logylos d) . J @ ` x°, 
可 推出 : 当 (1,4)=1 时， 


‘680. 


EG; d, D= pA > TROLA z) +O (log ylog d) 


xmodd,x 天 X0 


= g (d) y )2 ZO Y (yx) + OQog ylog d) . 


1<qld xmodg 
(8) 
由 此 推出 ， | 
R(D,x < > 9 a) y max È IYO, x) | 


daD | <qlda y< x 7 mod 


 +O(Diopxlog D) 


= >, ( > TOES 2L ly(y,x)| 


I<q<sD N qld<D ` y < x xmodq 
+ O (Dlogx log D ) 


<log D > K 2 (g max > Y Q, x) | 


y< x x mod q 


+ O(DiogxlogD), (9) 


这 里 用 到 了 式 (29.1.19) . 这 样 ， 定 理 1 就 转化 为 估计 式 (9) 
右边 的 和 式 . 定理 1 可 由 下 面 的 定理 2 推出 . 
定理 2 设 x> 2. 对 任 给 正 数 4 ,一 定 存 在 正 数 B , 使 得 


> 9 1(g) max > Iy (y,z)| <x(logx) 41, (10) 
i1<g<D y < x y mod q 
其 中 D = x'2 log "Bx. 
由 Siegel— Walfisz 定理 ( 即 推论 18.2.4) 知 ， 对 任 给 的 正 
数 A4 及 c;,; 取 DD|= log“ x 时 ， 类 似 于 式 (6) n 可 证 


> o`q max > Iyl, D1 «x(logx) 4 , (11) 


1<a<D1 < x xmodq 
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因此 ， 定 理 2 就 等 价 于 
定理 3 设 x> 2. 对 任 给 的 正 数 4 及 c, ,一 定 存在 仪 和 
A 有 关 的 正 数 B , 使 得 
> o`q) max p3 22 xz)|<x(logx)- 4 ', (12) 
Di<asD 
其 中 D, = log3x, D = x' log Px. | 
在 以 下 三 节 中 ， 我 们 将 分 别 用 前 面 所 说 的 三 种 方法 来 证 明生 
理 3 .事实 上 ,我 们 将 证 明 比 式 (12) 更 强 的 估计 式 : 
Y eo (Q È  max|y(y,2)|< x(logx)-4"', (13) 
在 进入 证 明定 理 3 之 前 ， 我 们 先 来 证 明 由 定理 1 立即 得 到 
的 一 个 推论 ， 这 推论 对 处 理 用 筛 法 讨论 命题 { 1 ,cj} 时 出 现 的 余 
项 有 用 . 
推论 4 设 x > 2. 对 任 给 的 正 数 4 , 一 定 存在 正 数 B, ,使 
得 
> u’(d) 3°% max max IE (y;d, D|] <xlog x, (14) 


fep (1,d)=1 


及 
> pd) 3°0 max max IF: d.,D|<xlog Ax, (15) 


jeD 1,d)=1 


其 中 D = x' ?log Pix. 
证 : 以 了 记 式 (14) 的 左边 ,4 = 4+17. 由 定理 1 知 存 
EEX B, , 使 得 


R(x'’log Bix,x) < x(logx) 74., (16) 


由 此 及 当 y < x,d < x 时 有 
E(y;d,D)«d!'xlogxto9 1(d)x<d 'x logx , (17) 
可 得 CEES p? (n) 32% < dt (n) ) 
‘682. 


ea rr da er 


I= > + 2 «log ‘x > p’ (d) 


.320® (q -1x]og xÁ) +log1x R (x '2]og ix,x) 


< x(logx) >+ Y d (n) 


n&x n 


+ xlog `4 x 


< x log -4X， (18) 
这 里 用 到 了 熟知 的 估计 > n !di(n) < log'sx. 这 就 证 明 


n< x 


TRUH. 用 同样 的 方法 ， 由 式 (7) 可 推出 式 CS). 

容易 证 明 : 车 Rieman 猜想 成 立 ， 则 在 定理 1 中 可 取 
B= A+ 2. 这 一 结论 最 近 已 被 F. Dress, H. Iwaniec ,及 G. 
Tenenbaum 等 无 条 件 地 证 明了 (见习 题 9 的 注 ) . 

附注 .由 熟知 关系 式 知 ， 以 上 所 有 结论 中 的 E(y;d,D) 
和 El(y;d,1) 分 别 用 x (y;d,D —Liy Ze (d f z(y; d, D 
-r (y) /gp (d); 或 0(y;d,D -y Zo (d) M 0(y;d;l) 
<0 (y) /pg (d) 代替 时 仍然 成 立 ， 以 后 在 引用 时 不 再 一 一 说 明 . 


8$2 . 第 一 个 证 明 (零点 密度 方法 ) 


先 证 一 个 引 理 . 
引 理 工 设 OP1,7z>2 及 x>2. 我 们 有 
Y Y X> x! 


q£ xmodq p 17 |< T 
< (x'202T+x(Q02T)'2)logx (og QT), — (1) 
其 中 E 表 对 L(s,x) 的 非 显然 零点 p = B. + iy, RA. 


证 : 记 p,=p=DB+iy. 由 式 ( 30. 2.3) 容易 推出 当 
1/3< x < 1 时 有 | 
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A(a)=A(a,T,0)= > N’*(a,T,g) 
< (Q? T) s- (log QT)’. (2) 
由 此 可 得 式 (1) 的 左边 
< X Y x= -| x"dA (a) 


a<Q xmodg l|y|<T.B2172 1⁄2 


1 
= x"? A (1⁄2) +]og x | x“A (a)du 
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< x!2Q2: T (log T) +(Q? T) *°log x (log Q T)’ 
| (x(Q2 T) 42)“ du 


< (Q? T) °2 log x (log Q T) ° ( x (Q? T) “+” 
+ x'2(Q2T) 2 ) . 


这 就 证 明了 式 (1) . | 
定理 1.3 的 第 一 个 证 明 : 在 式 (18.1.31) PR T= x" 
X y< x, AX 时 有 ( 见 式 (19.3.6) ) 


| xP 1⁄2 (1, 2 
y \y,X) < 之 1+ iy] +x (log xq) .. (3) 
因此 ， 对 任意 的 O , 0“ 满 足 
D<Q<D K Q<Q' <20， (4) 
我 们 有 
2 0 '(q max 2 ly(y,x)| 
Q<q<0Q y<x xmodq 
< È o` X max ly (y, x)| 
Q<q<Q Xmodg YS 


| A 
< Q x"? log? x+ Q- -1 ‘log x y y y x . 
| O<q<Q xmodyiyisx 7 2 - 1+|>?| 


< Qx "log x+ Q log > 2 


0 <j =< logx 
q < 2Q x mod q y| < 23 
< X12Q1log ?x+x0- "3log!!x, ` (5) 


最 后 一 步 用 到 了 引 理 1 . 设 . J = (log D /DD .) Zlog2. 由 此 用 
倍数 分 段 法 即 得 | 


L o~a > ,Pax 10 (y. xz)1 


Di<q<D 


< > (OD, xmlogaxt QD" xlog" x} 


0<j<J 
< Dx'2]ogl2x + Dr xlog!''x. (6) 
由 此 看 出 ， 只 要 取 _ 
B=A+13, C=3A+36, (7) 


定理 1.3 就 成 立 ， 也 即 定理 1.1 和 定理 1.2 均 成 立 ， 
由 式 (7) 知 推论 1.4 中 的 B, 可取 为 
B=24+ 30.. ` (8) 
S 3. 第 二 个 证 明 ( 复 变 积分 法 ) 


定理 1.3 的 第 二 个 证 明 : 不 妨 设 y 为 半 奇 数 . 在 定理 18.1.1 
中 取 T = x°"°,b = 1+ (log x)! ,得 到 


b+i T L / 
Y (y,x) = +] -77 


b—-iT 


3). 0) 
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设 U<x EX, J= [6log?x]. 把 式 (19.4.14) 
— (19.4.19) 中 的 参数 4 ,B ,a 分 别 代 之 以 这 里 的 U.J, b, 
利用 式 (19.4,19) ， 从 式 (1) 推 得 

b+iT 


l _ 了 
PF | sa LM) - ds 


ý (y,x) = 
.b+i T 


: | (/G- LM) - L'M ) 2 d4s+ 00’) 


2ni 


+ 


b+iT | 
r O PA 
=i | na LM) < ds 


zT 
+ = Na {fı 4-LM) -LM } > -dst 00), 
| x | (2) 
最 后 一 步 对 右边 第 二 个 积分 利用 了 复 变 函 数 的 Cauchy 积分 定 
理 和 被 积 函数 最 简单 的 阶 估计 . 由 式 (2) 得 到 
和 dsl 


maxly lex| |, 1— LM) —— Is | 
y < x b-iT 


+ “2 | If I+II LM I+|L MI) ds 十 X 1. 
. (3) 
设 o 和 Q ”满足 条 件 (2.4) . 取 U = QD, ,从 上 式 得 到 


l y max |ú (yx) | 


oso. P(g) rncag ysx 


< xlog x max Í >ə ) p 4- LMI} 


es=b Uo<q<Q ' EC 


rel 
1⁄2 
tx log x mad D p 9 (g) p fil 
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Hi SE; A VE brs - 


| | ++iT 
+ x!⁄2 1 


asl 
— | LM 
odszo’ @ (4) >. 上 f | lds l Is] 


+iT . . 
] * ? 7 lds] 
+ 1⁄2 一 -一 一 一 | LMI 
i Q<asQ 9 (9) ,和 | | 


十 一 | 
Lar || “ex 
1 
2 
I e) 
<xbgxma ll E,- IS] PUAI | 
1 + 
| o 1-LMP ) | 
(5, ç (q) >, 


+ x!'2Q']og x max 


x {( E sT, > IA 站] 


+ xigogaimex 1( > | II > Ie) 


Q<4<Q x mod q 
.{ ` M |’ | 
OJ ,| | 人 


1 ("ILE ) |} 
(UE, 9 (a) L | | | ds 


+-iT Š 


| L 
2 
1⁄2 1⁄2 2 
+x 1 (log x) "ma (x. Ir Im e) | 
++iT IL’ ‘2 + 
L- L | a) | 
| OR P (q) z mod q lit sl 

+ Qx-! I 


(4) 
这 里 我 们 分 别 对 各 项 应 用 了 Hulder 不 等 式 . 下 面 我 们 要 利用 
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$29.1 的 大 得 法 型 的 特征 和 均值 估计 及 3 29.3 的 L EAK 
积分 均值 估计 来 估计 上 式 中 的 各 项 . | 
[1] 利用 Cauchy 不 等 式 ， 由 式 (19.4. 16) (A= U=0D,, 
B= J= [61og°x]) n 
IAP «loga s|, 


j=0 


| AG) xn 7s 


usa <t! U 


由 式 (29.1.9) a 


max > 
Res=b Q<q<Q ' P ON x mod 


È Ifl «log? x (o+ 2U ) 


A (n) 


. . `. . | n2 - 
jjU<ns2itlyv 


I 1 | 
< logé) [= + 十 j<pr 88x, (5) 
Ë x >Ú t o L. log 


[2] 利用 式 (19.4.29) ( A, B. a 分 别 代 之 以 U,J,b). 
同 [1] nenze RA J 


y iLMI Di og x. (6) 
max Q<a<0 ” o PAON x mod q | | 


[3] 利用 式 (29.1.9) 可 得 
. y A< (o+ V) g Aw A? (n) 


max, Q<qs@” 9? T x mod q ngU 
< Qlog’x. g (7) 
x 1 
> 》 TMPe(o+ r?” — 
| REIZ 040 ' 4 7 z mod q 5 Q <U n 


«Ologx. í ` (8) 
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M: = Y. a(n) x m) n": , aln) < dO) ， 


从 式 (29.1.9) 推出 _ 
Y IMI 


max 
Res = 1/2 Q<q<0 ' p (q) Xmodg 


«(er 号 o -3 dn <ODilogexz， — (9) 


| i<U? 


[3] 利用 式 (29.3.18) (注意 T =x") 得 到 


1 + 


l | IL ° 
oio ọlq) p l-ir |s 


[dsl 


j+l 


| a? | 
. 1 * 1 4 
2 L|— +it,y]l dt 
<, 5, >. p (q) PHI 二 (4 it x) 
< Q log’ X. . o (10) 
类 似 地 ， 利 用 式 (29.3.26) 及 Cauchy KERT | 
| 2 +iT L /| 
— | ds | 
,之 9 加 xmod g |. -iT ls | 
<Q*(lo oti y — 
| 5 Q<qsQ ° o (q) 
T++iT 1 
°” IL L asi }* < Q (logx) ; . (11) 
x modq +T Is | | 


把 所 得 的 估计 式 (5) — (11) RAR (4) 就 得 到 
—I vmaxly(y,x)| 


Q<q<0 ' plq) xmodg yx 


1) 事实 上 ， 这 里 只 要 利用 证 明 十 分 简单 的 工 函数 二 次 积分 均值 估计 . 
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< x D r!log" x +x+ Q D iog x. (12) 
类 似 于 式 (2.6) , 


max | ( )| 
, Q T, 5 Vy ,x 
< xD: log!!! x +x+ DD!” log’ x. (13) 
由 此 看 出 ， 只 要 取 
C,=A+ 12, B=3A/2+11 (14) 


定理 1.3 就 成 立 ， 也 即 定理 1.1 和 定理 1.2 成 立 ， 由 式 (14) 
知 推论 1.4 中 可 取 
B,=3A+ 73/2. (15) 


$4. 第 三 个 证 明 ( Vaughan 方法 ) 


以 上 两 个 证 明 都 用 到 了 复杂 的 分 析 方 法 一 一 零点 密度 估 
计 或 L 函数 的 四 次 积分 均值 估计 . 本 节 将 利用 $19.2 中 已 经 
讨论 过 的 Vaughan 方法 来 给 出 一 个 初等 的 简单 证 明 . 首先 ， 
利用 Vaughan 方法 证 明 | 

引 理 1 W H> 1 ,x 之 2. 我们 有 


” qo `! (q) p , max IY (y, y) 


tx H+ x'2H2)(logH x). ` (1) 


由 引 理 1 立即 推出 定理 1.3. 
定理 1.3 的 第 三 三 个 证 明 : 设 Q.Q 满足 式 (2.4) . 由 式 
(1) 可 得 
> 9 (g x max |w (y, y) | 


Q<q<Q 


< (x Q ` og x. (2) 
类 似 于 式 (2.6) ， 由 此 推出 
690， | 


> p19) > max |Y (y, y)| 


D <q<D 


<(x D-'+ x log x+ x'D )log* x. (3) 
由 此 看 出 ， 取 | | 
c= A+5, B= A+5, (4) 
由 式 (3) 就 推出 定理 1.3, 也 即 定理 1.1 和 定理 1.2 成 立 . 而 
在 推论 1.4 中 可 取 
B,=2A+22. (5) 


为 了 证 明 引 理 1 , 需要 下 面 的 双 线 性 特征 和 的 均值 估计 . 
引 理 2 Úa,(l< m< M), b, <n< N) EE EE 


Ër H > 1, 我 们 有 
>, 2 e 1 (q) >. max 2 > a, b, x (m n) 


< 


< {m+ n) (N+ H2) (> y> la, (š |b, 站 二 


` log(2 MN). (6) 


证 : 无 妨 一 般 ， 可 假定 1< y < MN. x > 0, 


l, |ul< a, 
õlu.a) = 1⁄2, juļl=a&, | . (7) 


0, Iu|>a. 


利用 熟知 积分 | t'sintdt= n ,从 定理 1.1.3 可 得 


Sua) = | eiu( nt) -tsinatdt. (8) 


AM O < u Z a 及 任意 的 T>1 有 
, > | 
ó (u, ) -| e (ri 'sinatdt+ OCT! |a— ul- 1). 
| -T | (9) 
现 取 x=log ([yj]+ 1/2), BA (8), (9), UR 


|x- log (mn) <« [y] < MN, 1 < mn < y < MN, 
可 推 得 : 对 任意 的 T > 1 有 


> > a,, b, x (mn) = > $a, b, x (mn) ó Cog mn, a) 


m=1 n=! 


1 inat | 
FTE $ amb n X (mn) (mn) | “ae f! 
M O A x 
+ o( T= MNŠ lanl TADE = (00) 
m=l n=l 
以 了 记 式 (6) 的 左边 ， 由 上 式 得 | | 
y | 
qd . 
p | 


x mod gq 
+ T EMN la, P Il， (11) 


sin & t 
xt 


$ D an b, x (mn) (mn) '' 


m=1 n=l 


J T= ( MN) 1⁄2 , 我 们 有 


T 
[ss 
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dt 


sin x t 
t 


o <f min ( [411-1, log (MN+ 1/2))di < log (2 MN) , 
J-r 

及 利用 Cauchy KERA 
THMNS la, È lb, | 


er (se) (E a) i 


利用 Cauchy FFR, MA (29. 1.2) 可 得 


ED KI Y. by $ a „bux Cm) Cmn)" | 


a<H xmoda | m=] n=l 


< P: AORA š, xm i 


< [rm fani bae}. u 


把 以 上 三 式 代 人 式 (11) 就 证 明了 引 理 . 

引 理 1 的 证 明 : 当 H? > x 时 ,在 引 理 2 中 取 M=1， 
a =1,N=[x], b, = A(n), WAO 就 推出 式 (1) 成 立 . 
所 以 可 假定 H? < x .利用 $19.2 的 Vaughan 方法 ( 见 式 (19. 
2.18) , (19.2.19) , (19.2.23) — (19.2. 20) ， 在 其 中 取 f (n) 
= x(n), u=v), H2% u 满足 1 < u < x ,我 们 有 


Y (y, D=} Aln x (n) = ost (12) 


' y b „(Dn | 


n=l 


' Ix _q 
Ar A C . >. 


其 中 
S,=- >, > cı% (km) = + HpdA(D，(13) 


k<u“ mk<y dn=k.d<un<u ` ` 
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S=} Y u (d) x (ld) 1og 1， | | (14) 


d<u ldsy 


S. = > > A (n) e nX (mn) , = > Ad) ， (15) 
dim d&u 


mR, NU: m>u 


以 了 WR (1) 左边 我们 就 得 到 
T<OGuH')+T,+ T, + T,, (16) 
这 里 ， 
T, = >, qo`“ max | S,|,j= 2,3, 4. (17) 


xmodq 97S 
先 来 估计 T.. 当 x mod g 不 是 主 特征 时 ， 通 过 交换 求 和 号 
与 积分 号 ， 并 利用 定理 13.4.1 可 得 | 


i 


= 之 ud x(d) > | tdt 


I<y/d J| | 
Poni > ud xd 》 xD | 
i d< min (u, yt !) t<l<y /d 


< uVg logqlogy . 
当 1 mod q 是 主 特征 时 ， 显 有 


S, < ylog2y. 
由 以 上 两 式 就 扒 册 
T, <(x+uH°b)°>log2 x. (18) 
再 估计 T,. 把 S, 分 为 两 部 份 : 
S,= — Y + Y = Sat Sz. (19) 
 k<u u<k<u2 | | 

相应 的 有 (TT,; 分 别 为 式 (17) 中 以 S, 代 S, 所得, i = 1,2) 

T,< T, + T> ， | (20) 


T, 的 估计 和 TT， 相同 ， 当 xmodg 不 是 主 特征 时 , 由 定理 13.4.1 
及 | c| < logk 可 得 | 
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PE TP 


2, xm) 


m < y /k 


当 x modq 为 主 特征 时 ， | 
Sa <ylog2 u. 


Sa < > log k 


k<u 


«uyg logqlogu. 


由 以 上 两 式 得 
Ta <(x + u H°2)log2x . (21) 
To 的 估计 要 用 引 理 2, 对 <k<u,K<K'<2KkK, 由 
引 理 2 得 | 
> qo ' (q) 2 max| 2, > cy (k) z (m) 


zmodq YSE Xx | K<k<K “ I<m<x /K 
km < y 


«(x+ HxK !2+ Hx'2 K'2+ H’ x!) log2x, 
对 最 内 层 和 Sa= X ， 利 用 信 数 分 段 法 ， 由 此 可 得 
u<k Su 


Tn < (x+ Hxu + Hx’? u+ H? x!⁄2) log?x. (22) 


最 后 来 估计 T,. 设 u<N<xu !',N<N <2N, 由 引 
理 2 及 |e,| < d(m) 可 得 


Zaoa Y mat È 2 Azine y (m) 


q<H ymodq y < x N<n<N u<m=<x 
n< y 


< (x+ Hx N 12 + Hx’ N! + H? x! )log’ x. 
对 S= > 利用 倍数 分 段 法 ， 由 上 式 可 得 
u<n<x n 

T, «(x+ Hxu !2+ Hix!'”’) jog x. (23) 

综合 以 上 的 估计 式 (18) ，(21) , (22), (23), HK (16) , (20) 
推出 | | 
T < H?’ u+ (x+ u H5” )log’ x 

+ (x+ Hxu -1 十 Hx!28 + H?x'?) logtx. (24) 
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现 取 


x! 3 1< H< x!”* 3 
u = (25) 
Hx, xl <H<x12 
由 式 (24) 就 推出 当 H2 < x 时 式 (1) 也 成 立 . 
3 38 
1. ÆR (B) 中 以 > I a(n) 代替 E(y;d,l1), 证 明定 理 1.1 也 
y > n= (mad d : 
成 立 ， 
2. 设 a>0,(al,d)=1,y(y;a,d,il) = Y Aln), K 


yz an =l(mod 4) 
E(y;a,d.l)=g(y;a,d,l1)—- @ 1(d) y (y /a). 再 设 x >0. 证 明 : 
对 任 给 正 数 4, 必 有 B = B(A) ,使 得 


max max > EGy;a,d,1) <xlog Ax, 


L max max agxl *,(a,d)=1 
Hp p = x! ?log-Bx 当 以 ECy;a,d,D)=y(y;a,d,1)-9p (d) 
a ly EG(y;a,d,l1)BES06 BR r . 

3. jitean a (yad, 1 ) 的 结论 ， 


yzan = | modd) 
PERE. 
5. 设 g, (a ) 是 依赖 于 参数 x 的 非 负 算术 函数 . 存在 和 x 无 关 的 正 数 
r. >. g, (a) <ulog'u. 证明: 对 任 给 正 数 4, 必 有 B= B(A, 


r), 使 得 


gx(a) E(y;a,d,1) <xlog x, 


>, ye (dl a<xl-x,o,d)=1l 
这 里 的 符号 同 第 2 题 . 把 这 结论 推广 到 第 3 , 4 题 的 情形 ， | 
6. Ë E.(y) sx", y< x. IR, EE RERA 条 件 a < x!“ 若 改 
为 a < E, (y), 则 结论 也 成 立 . 
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7 ， 把 推论 1.4 推广 到 以 上 各 题 的 情形 . 
8. 设 3 和 <O<s1ly=x ,4= 0-1/2. 证 明 :对 任 给 正 数 4 , VAE 


a | h 
max max max (z +h;d,l)- £ (;; a 1) - — —_ 
a hey Et. 由 o (q) 
< _ J 
log 4 x 


其 中 p = xilog -8x. | 
9. 证明: 车 Rieman 猜想 成 立 ， 则 定理 1 中 的 B= 4a+2U ， 


1) 这 一 结果 已 被 Dress ，Iwaniec 和 Tenenbaum (J.Reine Angew. Math . , 
340 (1983) ，53 一 58) 无 条 件 地 证 明了 . 
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第 三 十 二 章 M 法 


本 章 讨论 得 法 理论 的 一 些 基 本 结果 ， 及 它们 的 若干 重要 应 用 . 
在 $1 讨论 得 法 的 基本 概念 和 符号 ， 筛 法 理论 的 基本 问题 ， 及 筛 
法 是 如 何 与 数论 问题 相 联 系 等 一 些 基本 知识 .$2 一 835 讨论 组 
合 第 法 ,其 中 32 是 关于 一 般 组 合 筛 法 的 基本 原理 ,83 是 最 简单 的 
Brun f, $4 是 Brun 筛 法 ，》5 Æ Rosser Mi. Æ $6 讨论 
Selberg 上 界 第 法 ， 这 里 详细 讨论 的 只 是 几 个 特殊 情形 . 

关于 本 章 的 内 容 及 得 法 的 发 展 可 参看 [10] , [25], [26] , [30], 
[36] ,[23] 以 及 谢 盛 刚 的 介绍 性 文章 : 线性 组 合 筛 法， 数学 进展 ， 
13 (1984) , 119 一 144. 


31. 基本 知识 


本 章 所 讨论 的 数列 .sx 均 由 整数 组 成 ， 以 ot 表 数 列 .ex 中 所 
有 能 被 4 整除 的 数组 成 的 子 序列 ， 对 有 限 数列 .ex 以 |. | 表示 
它 的 元 素 个 数 . 本 章 中 以 多 表示 由 素数 组 成 的 集合 (可 以 是 无 限 
的 ) ,以 多 表示 由 所 有 不 属于 儿 的 素数 组 成 的 集合 ， 此 外 ， 对 任 
意 的 整数 数列 或 集合 .AH, Nd M) =1 表示 整数 d 和 .AK 中 的 每 个 
数 都 互 素 . 

一 般 说 来 ， AEN DRENA RAR] ar 的 元 素 进行 
如 下 的 筛选 : 设 pi ,p,,…,p, 是 m 个 不 同 的 素数 ;对 每 一 个 
pU < j<m) 给 定 e ()< p INR p. ER Ff 39 C, , , T C;, ,e( 门 。 
这 样 ， 总 共 给 出 了 e (1) +e(2) 十 … 十 e(m) 个 剩余 类 : 


Cimodp,, 1<i<e(j), 1<j<m. (1) 


.oz 中 的 一 个 元 素 a， 如 果 它 属于 式 ( 中 的 某 一 个 剩余 类 ， 那 未 就 
把 它 去 掉 ; 不 然 就 留 下 . 把 .ef 经 过 这 样 挑选 后 剩 下 的 子 序列 记 作 
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A * 显然 , .or* 是 由 .ez 中 所 有 这 样 的 元 素 所 组 成 : 它 不 属于 由 
式 (1) 给 出 的 任何 一 个 剩余 类 . 这 里 ， 由 式 (1) 给 出 的 一 组 剩余 类 
好 象 起 了 一 个 “筛子 "的 作用 ,凡是 属于 其 中 某 一 个 剩余 类 的 数 就 要 
被 这 “筛子 ? 筛 去 所以， 这 一 挑选 过 程 很 自然 地 被 称 为 科 法 . 

选取 不 同 的 数列 和 “筛子 >， 通 过 以 上 的 筛选 过 程 得 到 的 子 序 
列 往往 会 有 许多 有 趣 的 性 质 ， 例 如 : 

(a) 设 整 数 N>9,.x={a: 2S<Sa<sN } p52, Pitto P, 
为 所 有 不 超过 VN 的 素数 ,以 及 e( 站 =1(1< j<m), C50 
(1< j<m)， 这 时 ,第 选 后 得 到 的 数列 .Af * 就 是 不 超过 NN RA 
于 VN 的 素数 ， 其 个 数 为 aN) -x(VN ). 这 就 是 最 古老 的 
Eratosthenes Wie. 

(b) 如 果 在 例 (a) 中 取 剩余 关 集 合 ( 即 第 子 ) 为 e(l)= 1 , 
C.,=0;e( j) =2(2< j<m), C1=0,cj,,=2, 那 末 经 过 这 样 
的 筛选 后 得 到 的 数列 .es* 由 .ex 中 所 有 这 样 的 元 素 a 组 成 : a 和 
a 一 2 都 是 不 超过 N 且 大 于 V N 的 素数 . 如果 能 够 证 明 对 任意 
大 的 NIE |. Z *|> 0, 那 末 就 证 明了 楼 生 素 数 有 无 穷 多 对 . 

(c) É N 是正 整 数 , x =f a: 1<a&N}, p. … |P, 
是 所 有 整除 N 的 素数 , e( 门 =1,C,.1=0(1< j<m). 这 时 ， 
_* 就 是 由 不 超过 和 且 和 六 互 素 的 正 整数 所 组 成 的 子 序列 ， 其 
个 数 即 为 熟知 用 这 种 方法 可 以 推出 op(N) 
=N] (1- p” 


p |N 

以 上 例子 表明 ， 得法 是 可 以 用 来 从 某 个 给 定 的 数列 中 取出 具 
有 某 种 同 余 性 质 的 子 序列 的 一 种 算法 ， 它 和 数论 问题 有 着 很 自然 
的 联系 ， 对 具体 的 数列 (如 取 N= 102, 10°, 104, 10°) 可 很 快 地 确 
定 它 有 没有 具有 某 种 性 质 的 数 ， 以 及 有 多 少 ， 这 种 一 般 形式 的 原 
始 第 法 在 数值 应 用 中 是 十 分 灵活 有 效 的 ， 但 要 在 理论 上 进行 讨论 
却 很 不 方便 ， 后来， 通过 引进 第 函数 的 概念 使 第 法 有 了 一 个 易 
于 研究 的 形式 . 

定义 ” 设 . 允 是 一 个 有 限 整 数 数列 , 是 一 个 素数 集合 . Tit 


. 699 . 


2<w<z, 


P(w,2)= |] p, P(z)=P(2,2). (2) 
我 们 把 
SCA; PP,= 2 1 ` © (3) 
| op) 1 
称 为 第 函数 . 
容易 看 出 ， 如 果 把 前 面 的 “筛子 "(1) 取 为 | 
0 modp, p<z,pe@, (4) 


IK, MAR S (r, , 2z) 就 是 数列 x 经 和 筛子 ”(4) 筛选 后 所 
得 到 的 子 序列 x JG TAY DL, 为 方便 起 见 ， SA P, z) tB 
表示 这 个 子 序列 oy * ` 

第 函数 有 以 下 的 简单 性 质 : ° 

性 质 1 S(;@,2)= |l. 

性 质 2 得 函数 是 z 的 非 负 递减 函数 ， 即 


OSs HAP, z) SSI P, 2z), 2<z <z,. 
性 质 3 S(ef/.2,z = > } u. (5) 


aew dl{a,P(z)) 
性 质 4 设 实数 wz> 2 .如果 er 中 的 数 都 是 若干 个 绝对 值 小 
于 x 的 整数 的 乘积 ， 那 末 ， 子 序列 SAP, , x!) 中 的 每 一 
素 都 是 若干 个 这 样 的 数 的 乘积 : 每 个 数 至 多 是 wu 一 1 个 (w 为 整 
数 )， 或 [u] Au 不 是 整数 ) 不 小 于 x 的 素数 的 乘积 ， 这 里 乡 
表 由 全 体 素数 组 成 的 集合 . / 
性 质 $ (Byxmra6) ” 设 2<w<z ,我 们 有 


|./|= S (of P, z) + > S(.,; `P, p). (6) 
p IPR} 


进而 有 | | 
S(A; DB,7)=8( Bw)— $ ALP, p). (7) 


pi p (w, z) 


我 们 来 证 明 性 质 5, 这 实际 上 是 一 个 组 合 恒等式 . 显 见 式 (7) 是 
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式 (6) 的 直接 推论 ,我 们 只 要 来 证 明 式 (6) .序列 .ez 中 的 元 素 可 分 
为 这 样 不 相交 的 两 部 份 : 一 部 份 是 由 没有 小 于 z 且 属 于 ZKR 
因子 的 元 素 组 成 ,其 个 数 即 为 S(.zf ;名 z); 另 一 部 份 是 由 有 小 于 z 
且 属 于 多 的 素 因 子 的 元 素 组 成 .而 后 一 部 份 元 素 可 进一步 按 其 
属于 玫 的 最 小 素 因子 了 来 分 类 . 对 每 一 个 素数 p, pe 多 ,p<z， 
可 以 确定 序列 .ex 中 的 这 样 一 个 子 序 列 : 它 的 元 素 能 被 p 整除 但 
没有 小 于 p 且 属于 .多 的 素 因 子 ， 这 恰好 就 是 子 序列 S( a; 2, p); 
对 不 同 的 p, 这 些 子 序列 是 两 两 不 相交 的 . 显然， 后 一 部 份 元 素 
恰好 是 由 所 有 这 些 子 序列 8 (.w, ; P, p), p<z,pe 2 所 组 成 . 
这 就 证 明了 式 (6). 

式 (6) 和 (7) 通 常 称 为 Byxurra6 恒等式 在 筛 法 的 理论 和 应 用 
中 具有 基本 的 重要 性 . 

引进 得 函数 的 概念 后 ， 许 多 数论 问题 就 可 很 方便 地 用 它 来 表 
R. 下 面 举例 说 明 . 

设 KK 是 一 个 整数 ， 记 2 为 由 所 有 不 能 整除 KK 的 素数 组 成 
HES, DEP, 即 为 由 所 有 素数 组 成 的 集合 . | | 

例 1. W x>y>1, "= (x y) = [a :x— y<a< xb 
X x— yx BJ 

m (x)— r(x- y) = (AV: P, , 2) + r (O) , ， (8) 
其 中 
~1, Xxl ERK, 
r(x)= | | 


0, RE. 
例 2. 设 k>120， (k, D) =1, x>y>k. 再 设 .xf ?={ a: 
x-y<a<x,a= 1(mod 上)} 那 末 对 任意 的 z> 2 有 
SAPP, x") -1<alx; k, D —n(x— y;k, l) E 
<s( o; Paz) +alz;k, D. (9) 
此 外 ， 因 (1,k)=1, 故 有 | 
SCAD: P ,z) =S( Z, 2.2). (10) 
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例 3 ， 设 hh 为 给 定 的 偶数 ,x 之 |h| >0, 以 Z(x, h) 表 这 样 的 
正 整 数 nn 的 个 数 : n x,n，|n 一 h| 均 为 素数 ， 再 设 .ay 69) = 
D(x,h)={a:a=n(n 一 有 ,1<n<x}. 那 未 ,对 任意 的 z>2 有 
SCAD; P, ,2x2) — 2< Z(x, h) < S (£; P, , z) + n (2).(11) 
显然 ，Z(x,2) 即 为 不 超过 x 的 杰 生 素数 的 对 数 . I 
例 4. BEA N26. 以 DIN) 2 N 表 为 两 个 素数 之 和 的 
表 法 个 数 ?， JW. = Z (NI={a: a=n(N-n), 1<n 
<N }. 那 末 ， 对 任意 的 224 | | 


S£; P, N D-2 D(N) SSI; P, ,z)+ 2 (z). (12) 
#] 5. Ú x, h, Z(x, h H#| 3 AE, Z O= Ax, h) =la: 

a=p-h,p<x). BR, HERK z226 

Sl; P, , 2x") — 2< Z(x, h) < S (£; P,» z)+x(z).(13) 


此 外 ， 容 易 看 出 | | 
S (AMA, , Dg: FD) + O(o (D). (14) 
# 6. N, D(N) Hf 4 2 H, £ = NN) ={ a: 
a=N-p,p< N). 那 末 对 任意 的 z 22,4 
S( Z, P , ND -18DN) S SSO, 2 ,72) + rn(z) . (15) 
同样 容易 看 出 | 
SILI P, z) =S( Z; 22, ,z) T O(o(N)). (16) 
以 上 例子 清楚 地 表明 ， 一 些 数论 问题 可 转化 为 寻求 得 函数 
S(ex. 到 3] 的 上 界 估计 和 正 的 下 界 估计 . 简单 说 来 , 这 就 是 筛 法 
理论 的 基本 问题 . 应 该 指出 ， 在 每 个 例子 中 考虑 的 序列 并 不 是 一 
个 固定 的 序列 ， 而 是 依 筑 于 和 所 讨论 的 问题 有 关 的 一 个 或 者 二 个 
参数 . 
1) 车 素数 pzp M N=p+p'=p'+p 看 作 是 两 种 不 同 的 表 法 . 
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为 了 讨论 筛 函数 最 容易 想到 的 就 是 交换 式 ($) 中 的 求 和 号 ， 
得 到 
S (. Z; GZ,z) = 2 uld) Y 1= > n (a) lAl. (17) 
d| P 


dl P dl aeaf 
这 一 公式 实际 上 就 是 Eratosthenes fk. HeT k, fig 
SSAA, P, 了) 的 性 质 和 子 序列 .sw (d |P(z)) 的 性 质 密切 相关 .对 于 
变化 毫 无 规律 的 数列 当然 无 法 讨论 ， 我 们 所 讨论 的 数列 应 当 分 布 
均匀 ， 具 有 以 下 性 质 : 存在 一 个 和 序列 .ax 所 依赖 的 参数 无 关 的 ， 
定义 在 ud) #0, (d, P )=1 上 的 非 负 积 性 函数 p(d) ， 使 得 可 用 
(old) /4) | 来 近似 代替 Al, 且 由 此 产生 的 误差 项 
r= |. Z |—- (0 (d) 4) |. (18) 


本 身 或 在 某 种 平均 意义 下 是 “很 小 ”的 (具体 含意 将 在 以 后 说 明 ). 
这 种 数列 通常 称 为 积 性 数列 .显然 , 所 考虑 的 情形 一 定 要 满足 条 件 
pp) <p, pe%. (19) 
因 若 有 p (P) =p. W l| 差不多 就 等 于 l, 这 就 是 说 .or 中 
差不多 所 有 元 素 均 可 被 p 整除 ， 当 然 这 不 是 第 法 所 要 讨论 的 问题 . 
以 后 总 要 求 p (qd) 满足 条 件 (19). 此外， 有 时 候 上 面 的 lez| 用 另 
一 正 数 X = X (e) (当然 它 和 .ex 依赖 于 同样 的 参数 ) 来 代替 ， 
会 使 讨论 方便 些 0， 这 时 ， 我 们 用 (p(d) 4) X 来 代替 | | , 误 
差 项 为 
r. = l4 l- (o (d) /4) X. (20) 


E X= |. | 时 即 为 式 (18). 
这样， 从 式 (17) 得 到 
(d) 


S (Z, @, z) = X y n 2 ERG 


XWD +R, QD 


1) 应 该 指出 , 半 和 p (dd) 事实 上 是 由 x 和 a 唯一 确定 的 . 取 法 可 能 稍 有 不 同 ,而 
这 种 不 同 只 是 形式 上 的 . 
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其 中 | 
ra- I (1-22), (22) 


p| p G) 


R(2= > udr. (23) 
d| p G) 


我 们 希望 Xw(2) ESLP, z)ÉJ EEM, R (z) 是 可 以 忽略 的 次 
要 项 (这 就 是 x 是 “很 小 "的 含意 ). 因此 ， 在 讨论 第 函数 时 首先 
是 要 确定 如 何 选 取 关 和 p (d) ,这 就 是 要 去 求 出 地 | 的 表达 式 ， 
通常 归结 为 求 同 余 方程 的 解数 ， 我 们 以 上 面 所 举 的 六 个 例子 来 说 
明 如 何 选取 天 和 p(d) | 

在 例 2 中 ( 例 1 可 看 作 是 有 =1 的 情形 )， 由 式 (10) 知 ， 所 要 
讨论 的 筛 函 数 是 S (6⁄2); Ppa). XE) 


A ={a=bd,(x-y)/d <b<x⁄4 , db = I (mod k) }. 
(d P.) = (d,k)=1 时 ， LAP) 等 于 同 余 方程 
db = 1(mod k) , (x-y) d <b<x/d 


1 z [sz] _ l y. 


0 1<1- ,91<1. 


的 解数 


所 以 应 取 
X=y k ， f 
| | (24) 
p (D =1, (d, K) = 1, d) #0; 
这 时 相应 的 有 | 
I, |<1, (a 1, pa) #0 (25) 
在 例 3 中 ， 同 余 方 程 n(n— h) =0(mod d) 的 解数 sd) 是 d 
的 积 性 函数 ， 


s(p)=1, plh; s(p)=2,pth. 
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所 以 , 记 d， = d /(d ,月 就 有 


s(d)=2°0 ,  p(d) #0. (26) 
容易 看 出 : LZ | = (s(d) /AA)x+0s(d) , |0|<1. 
所 以 应 取 | 
(í KX = x 5 
| (27) 
p (d) =s(d))=2°" ,lqd) #0; 
这 时 | 
|| <P (0 =2° 2) , pl(d) #0. (28) 
在 例 4 中 ， 和 例 3 完全 一 样 ， 应 取 
X=N , 
| | (29) 
p(0=2°% , (qd) #0, 


这 里 dy=d Ad, N). 这 时 I 
| Ir |< P (Q =2°290 ， jp(d) #0. (30) 
在 例 5 中 ,由 式 (14) HISETHOE 0000 839 S( 2.2, ,z ). 
w4(4,2)=(d4,h) =1 时， LL Pl=nlx;d, h). HF K 838 rh 65 
数 分 布 理 论 ( 见 第 十 八 ， 三 十 一 章 ) 知 ， 最 合适 的 是 取 


X= n(x) 或 Lix， 
(31) 
oe , u(d) #0,d ,=1, 

这 时 相应 的 有 
n= t(x;d,h)-n (x) /op(d), K (d) #0,(d,h)=1, (32) 
ü n =n (x;d,h) -Lix /pld) , JL(d) #0,(d,h)=1. (33) 
在 例 6 中， 由 式 (16) 知 要 讨论 第 函数 SA O; gwv , z)， 和 例 5 

完全 一 样 ， 应 取 
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E, 我 们 有 


X=r(N) 3} LiN ， 
| (34) 


p(d)=4 /p (a), n(d)Z0,(d,N)=1. 
这 时 相应 的 有 
n=n(N;d,N)-1(N)æÆ (d), u (d) #0,(d, N)=1, (35) 


ra =7(N;d,N)-LiN æ (d), u(d)#0,(d,N)=1. (36) 


从 所 讨论 的 例子 可 以 看 出 ， 我 们 考虑 的 数列 ,ex 分 为 如 下 两 大 类 . 
设 f(ww) 是 整 值 多 项 式 ,，k ,1 是 整数  1<k <y <x .第 一 类 是 
£ ={a=f(n), x-y<ngx.n= I(modk)); (37) 
第 二 类 是 | 
f æA = {a= fip), x-y <p <x,p= I(modk)]). (38) 
现在 我 们 回 到 式 (21) 上 来 ， 看 一 看 由 这 样 的 Eratosthenes 筛 法 
对 筛 郴 数 可 得 到 怎样 的 结果 . 
定理 1 设 4, 是 给 定 的 正 数 ，r (z) 表 示 属 于 SG 且 小 于 z 的 素 
数 个 数 ， 那 末 ， 在 条 件 
iral <p (d) ， u (d) #0, (d, P) =1, (39) 


PSA, pe = (40) 


SIA P,z)=X Wz) +00+4)"®, |0[|<1. (41) 
证 : 由 式 (23) 及 条 件 知 
I|IR(2)|] < È Inis 2 æ= 11 +A) =(1+A)" 


d| p G) d| p G) 


由 此 及 式 (21) 就 证 明了 定理 ， 

”粗略 地 说 ， 由 于 当 z 不 很 大 时 ,(1+ AJ)" O) 就 非常 大 ,所 以 定理 
INE z 相对 于 六 来 说 是 非常 小 时 才能 得 到 有 意义 的 结果 .下 面 我 们 
用 定理 1 来 估计 x(x) 的 上 界 以 说 明 这 一 点 .在 例 2 中 取 k=1， 
y=x, ERO) 及 式 (24) MERK X, p (d), 从 定理 1( 由 式 (25) 知 可 
取 4。= 1) 可 得 
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: 


n(x) <x [li(i~p')+ 0:2 + x (2). (42) 
p<z 


利用 | 
Tap) Htp ++.) > n 
p<z | p<z n<z 
[z) 
> f d >logz， (43) 
及 显然 估计 5(z) <z ,从 式 (42) 得 
n(x) <x /logz +2 +z. (44) 


当 取 z2>2 (log x) /(log 2) 时 , 22 >x ,误差 项 就 超过 了 主要 项 ， 因 而 
从 上 式 就 不 可 能 得 到 z (x) 的 非 显 然 上 界 估计 . 车 取 z=log x, 从 上 
式 就 得 到 
n(x) < x /(loglog x) +x% + log x 
< x /(log log x). (45) 

而 这 比 熟 知 的 初等 结果 x (x) < x /log x 差 很 多 ， 这 一 例子 清楚 地 
表明 : 利用 定理 1 ( 即 Eratosthenes 第 法 ) ， 在 很 强 的 条 件 (39) 和 (40) 
下 ， 也 不 能 得 到 有 重要 理论 价值 的 结果 . 

从 证 明 可 以 看 出 ， 定 理 1 的 缺点 是 误差 项 R (z) 中 的 项 数 太 多 ， 
达 2* “项 ; 而 这 一 点 是 由 于 我 们 直接 交换 式 (5) 右边 的 求 和 号 后 ， 
从 式 (17) 来 讨论 第 函数 所 引起 的 , 

对 于 任意 算术 函数 11 (n), m(n), 若 满足 D 


(wn (1)=n,(1)=1, | 
Ua È n (ad) = È |o. 


ARR, MACS) 可 得 


(46) 


> n ((a, plz) <S (0;D, 2) < >, m ((a ,p(2))). (47) 


aE s 


显然 ， 为 使 不 等 式 (47) 对 任意 的 .er,22, z 都 成 立 ， 条 件 (46) 的 第 


1) 为 了 得 到 尽 可 能 好 的 上 . FRI, RER mn), n, (n) 和 2 u (d) 的 
ŽANRE, A, RIER n (D) = GD) =1. 
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二 式 也 是 必要 的 ， 如果 我 们 能 构造 出 两 个 适当 的 图 数 九 和 7 ， 
使 得 上 式 两 端 也 能 象 式 (21) 那样 分 出 主要 项 和 误差 项 ， 而 且 误差 
项 中 的 项 数 比 原来 R(z) 中 的 项 数 大 大 地 减 少 ， 那 末 就 有 可 能 
改进 Eratosthenes M, 4 z 取 相 对 于 为 较 大 的 值 时 ， 得 
到 S(ex; 2 ,2) 的 较 好 的 上 .下 界 估计 ， 从 而 对 某 些 数论 问题 得 
到 有 理论 价值 的 结果 . 这 就 是 至 今 改 进 Eratosthenes aT Br 34 48 
的 原则 ， 具 体 的 改进 有 Brun 和 Rosser 分 别提 出 的 两 种 组 合 簿 法 ， 
以 及 Selberg 提出 的 上 界 第 法 这些 就 是 本 章 以 下 几 节 所 要 讨论 
的 内 容 . 这 里 还 要 指出 的 一 点 是 ， 为 使 式 (46) RE, ARAR N ， 
n EE nl PO 上 有 定义 ， 因 此 它 的 选取 可 以 和 z 有 关 . 这 些 
在 以 后 具体 构造 函数 页 , n, 时 可 以 清楚 看 出 . 

从 Byxurra6 恒等式 (6) 和 (7) 可 看 到 ， 我 们 不 仅 要 考虑 单个 
得 函数， 而 且 需 要 同时 考虑 一 组 有 关 的 香 函数. 这 里 就 有 一 个 如 
何 选取 对 应 于 它们 的 各 个 大 和 pld), 以 使 保持 一 一 致 的 问题 .为 
jk, Wa (q) 20 , (gq .多 )=1, 设 | 

(mo =£, , 


Pig) =i p: EP, pla). 


如 果 对 应 于 .ex MZ 已 经 选 定 了 多 和 p (qd)， 那 末 对 于 -ex lq) 
AP (q), 相应 的 XI) 和 p (d, q) 就 应 取 为 


人 =(p (q) /) X, 
p(d;q)=p(d), u (qd) #0 (qd, P )=1. 


(48) 


(49) 


n= L (g) l- LEI y (Q =l- Fra x 


一 Ti > u (qd) Z0 ， (qd, P )=1. (50) 
在 这 样 的 约定 下 , 相应 于 式 (21) ， 当 1(q) 20 , (q.@) = 1 HA 


Siq), Pq). z) = (0(q) AXW (z; q) + R(z, q) (51) 
其 中 | 
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W (z;q) = l! (1-22), | (52) 
plP(z) , pfq p 


R (z; q) = . 
z; Q) eo% o- pld) ra (53) 


相应 于 筛 函数 的 性 质 5,W (z) 和 R(z) 有 相同 的 关系 式 . 
性 质 6 设 z>2 ,了 厂 (z)，R(z) 由 式 (22)，(23) 给 出 ， 我 们 


有 W (z) =1— 2 LP wO) ; (54) 


R(2)=r— 2 R(p;p) | 
=n- È È udr. (55) 
plp&) dipy) | | 


一 般 的 ， 当 2< wz 时 有 
W()=W(0)- y 2P wo, — (56) 


p |P (w , z) p 


R(z)=R(w)— } R(p;p) 


pi P(w, z) 


RW- E Edry (G 


plP(w, z) dip @) 


证 : 我 们 可 以 利用 式 (51)， 从 式 (6) 和 (7) 分 别 推出 所 要 的 关 
系 式 . 但 下 面 直 接 给 出 另 一 证 明 : 对 d >1， 以 p 表 4d 的 最 大 素 
因子 . 这 样 ， 当 p(4d) 关 0 ; (4 .22) =1 时 , 就 有 d=pe， el Plp). 
因此 ， 


W (z) = -Lua sa =1+ È, ,0 2 
diP Q) 


Lo" 
+F F pp) i 
piP) elp (0) ep . 
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= 1— > p (p) y n (e) pie 


plP(z) P elPQ) 


这 就 证 明了 式 (54) ， 进 而 就 推出 式 (56). 式 (55) 和 (57) 可 同样 证 
BJ. 

在 结束 本 节 时 ， 我 们 简单 地 来 描述 一 下 所 谓 加 权 得 法， 这 在 
具体 应 用 中 是 AWARIN. 设 f(a) EARE, EL 
PK% 


SIA: P, z)= > fa). (59) 
@ pO) 1 
加 权利 法 就 是 研究 加 权利 函数 Sy(.h ; 妇 , z) 的 性 质 及 其 上 、 下界 
估计 . 在 一 些 情形 下 ， 仍 把 这 问题 化 为 通常 的 第 函数 S AP z) 
来 研究 ; 而 在 另 一 些 情形 ， 则 如 同 S (ex 多, z) 一 样 直接 来 讨论 ， 
只 要 把 前 面 的 | .ex | 改 为 | 


ACAI = > fa, (60) 
r 改 为 0  dlae 
rP =A) i- pd AX(N, (61) 


XE X(/) E: lAl =A= >, fa) 的 替代 值 ， 相 当 于 


AXR l. 容易 发 现 , 这 样 所 进行 的 讨论 和 SLP, z) 是 完 
全 一 样 的 ， 差 别 主要 在 于 余 项 中 的 疡 要 用 式 (61) 中 的 (有) 来 代 
替 ， 有 时 引进 适当 的 权 函 数 f(a) 会 使 余 项 的 讨论 变 得 简单 K 
于 这 方面 的 进 一 一 步 的 详细 讨论 将 安排 在 习题 和 $5 ( 引 理 5. t5), 36 
( 引 理 6.13) P. 

本 节 符 号 在 以 下 各 节 经 常 应 用 ， 到 时 不 再 一 一 说 明 . 


$). 组 合 筛 法 的 基本 原理 
在 讨论 Brun 组 合 筛 法 与 Rosser AA MAZAI 前 ， 先 来 谈 一 谈 
1) 这 里 的 p (4) 当然 可 以 和 原来 的 不 同 , 但 有 时 是 一 样 的 . 
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一 般 组 合 得 法 的 基本 原理 . 直接 构造 n 并 不 方便 ， 为 此 ， 我 们 把 
式 (1. 46) 中 出 现 的 算术 函数 站 ( 表 nN 或 n) 写 为 如 下 形式 : 


n(n = Y a(d dD, (1) 
din 
BP n 是 .9 的 M6bius 变换 .我 们 将 通过 构造 算术 函数 9 来 确定 
再 设 | | 
SCAP, z,n) = > n (a, P (2)), | (2) 


dE . 


把 它 称 为 相应 于 算术 函数 和 的 第 函数” 当 4 三 1 时 ， 它 就 等 于 
SLL P, z). 把 式 (1) 代 入 式 (2) 48 


S (A :FB,2z, = >, PDD PAR (3) 

由 此 及 式 (1.20) 推出 _ u 
S(.@,z,n)= X Y uD oa) 2 +F (qd) oa)r, 
| | dlPG) | diro i (4) 


为 了 得 到 直接 用 1 来 表示 上 式 中 的 主 项 ， 由 式 (1) 的 Möbius 反 
转 公式 得 


xn KOLORA - y -2 Z(+ G 


APO) d 


> n () 2 > un(e) 2 
etl PG) € 


t|P (z) 
= W (2) > "gC ; (5) 
| IP | | 
最 后 一 步 用 到 了 条 件 (1.19) ， 以 及 g (1) = 1, 


D 上 节 中 对 而 的 定义 域 的 说 明 ,对 6 同样 成 立 . 
D 这 时 加 权重 函 孝 YO irz) =E, fan la PC). 注意 到 式 (1 60), 09, 
以 下 讨论 可 同样 进行 . 


‘711. 


Wa wy MOFTRG 2-1. © 
由 式 (4) 及 (5) 就 得 到 | 


Sl 22, zn = XW (z) pa LOTOR: P3 KDD, (7) 


| mie urkita uya OC m) : (a) REI 一 参数 ， 4 d> ë 

时 必 有 6(d) =0; 或 (b) 设 正 整数 为 一 参数 ， 当 w (d) > 大 时 

必 有 Old) = 0.0, 那 末 就 可 以 达到 控制 余 项 >, W (d) 0(d)r, 中 的 

项 数 的 目的 .由 式 (1) 知 为 使 n(1) = 1, 应 有 0(1)=1. 更 重要 的 - 

是 要 确定 0 , 6 满足 什么 样 的 条 件 时 ， 能 保证 不 等 式 (1.47) ( 即 

式 (1.46) 的 第 二 式 ) RE. Xe,- 我 们 先 来 证 明 下 面 的 关系 式 . 
定理 1 设 0(1)=1. 我 们 有 


| Dsi o AÍ (d N 
i Cl: zn) -Ss(A 2: M wf ( x ) 


0 (d) Hs Cs p.p) . (8) 
AR p) =+o; pld) = min (p , d>1. (9) 
证 : 设 d>1 ,由 式 (1.6)( 以 .or ， PORAD TAFE 

为 素数 ) 


A A (10) 
ql P (0 (ü)) 


把 上 式 代 人 式 (3) 得 | 
SAP z ElL >, PDODS P. p ld) 
+ È y KG SG; 4). a1) 
i<dIPG) qi PEA) 
1) 以 后 将 看 到 这 两 种 办 法 基本 上 是 一 样 的 . 
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邻 dg=e, 当 g|P(p(qd)) 时 p(e) = q. 所 以 上 式 右 边 第 二 个 和 式 等 
于 (注意 0(1) = 1) | | 


—n(e)0(e%(e)) S£; P, p(e)) ` 


e| P (z), o (e) 22 


=— 2 S(Z;2@,p)—- È} He)b(ep(e)) 
piPlz) i<elPt) i 


. S(£; P, ple) ) . 
由 以 上 两 式 及 式 (1.6) 就 推出 所 要 的 结果 . 
从 式 (8) 看 出 ， 若 以 下 条 件 成 立 : 
01) =0,(1) =1, 


(in){ 0 Cadp(a) -0(d))}20, (12) 


d> 1,d |P(2) ,i=1,2, 
那 末 式 (1.46) 一 定 成 立 ， 即 
SLA; P, Z, n) SALB, 2) SAAP, zN), (13) 
其 中 由 通过 式 (1) 给 出 ， 
条 件 (12) 是 极 弱 的 , 因此 难于 进行 讨论 . 如 果 进 一 — R Ho, 
使 其 满足 : x 
0,(1) = 1; %4 d| P(z) 时 ， (OREO 1.i=1,2; (14) 
若 9.(d) =1,tld, 则 必 有 0,(D)=1,i=1,2; (15) 
W 1<4|P(2).8% 0 (d p (d) = 1,u(d) = Dm 
则 必 有 0(d) =1, i=1,2?, (16) 


那 末 ， 容易 验证 这 时 条 件 (12) 的 第 二 式 一 定 成 立 . 因为， 由 条 件 
(15) 知 : 当 d>1 时 


1) 这 时 一 定 有 9p)=1，plP (2). 
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o(d Jp(d)) -0(d) 20, i=1,2, (17) 
所 以 , 当 (d) = (一 1) 1 时 式 (12) 的 第 二 式 成 立 ; m4 uld) = 
(1)*! 时 ， 由 条 件 (15) 和 (16) 知 ， 必 有 

9,(d/p(d) )- 0.(d) =0, i=1,2, (18) 
所 以 这 时 式 (12) 的 第 二 式 也 成 立 ， 这 样 ， 我 们 就 证 明了 

定理 2 ”在 条 件 (14) 一 (16) F, 我 们 有 
S (Z :@, z, N) =AL, P, z) + 
CDHE EOSL, Z.p), i=1,2, (19) 


1<dlP G) 
其 中 “(i )” 表 示 对 满足 以 下 的 条 件 的 d RA: 
w(d)= i(mod 2), 0.(d) =0,0.(d/p(d))=1. (20) 
进而 有 | 
SC; 2) = X Y. MAO, d) 2 


HOI LÀ SC; P, p(d)) + R,(z) , i=1,2, (21) 
其 中 | | 
R, (z) = > n (00, (a)r,, i=1,2. (22) 


这 里 的 式 [21) 是 硅 式 (外) 和 (19) 直接 推出 . 

至 今 的 组 合 得 法 就 是 构造 满足 条 件 (14) 一 (16) HERES 
9, 进而 也 就 确定 了 n, (i= 1, 2) .一 方面 要 求 满足 条 件 (20) 的 d — 
定 很 大 , EBEN SAL :22.p( 太 ) 都 很 小 ,以 保证 在 忽略 式 (21) A 
边 的 第 二 个 和 式 0, 用 SC: 玫 z, 人 来 估计 SLAP, z) REF 
界 时 ( 即 利用 式 (13) ) ,产生 的 误差 不 大 ( 见 式 (19) ) ; 另 一 方面 ， 如 
前 已 说 过 的 ， 要 使 得 有 尽 可 能 多 的 d |PC), 满足 0,(d) =0 ,以 
保证 在 合计 SLP, z; , 1) 时， 误差 项 R.(z) 中 的 项 数 较 少 ( 见 式 

1) 如 果 把 这 一 和 式 也 考虑 进去 ， 对 每 个 S(ty ; 9 ,pld)) 也 进行 估计 ， 当 然 可 期 

望 得 到 好 的 结果 、 但 将 引起 新 的 困难 ， 情 况 变 得 极为 复杂 . 
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— — ww. u. iw M. s... 


(4) 及 (22))， 这 样 ， 就 可 以 期 望 当 ¿MAPF X 32, 通过 式 
ODRI SCALP. z) 的 较 好 的 上 、 下 界 估 计 . 简单 说 来 ， 这 束 是 
-组合 第 法 的 基本 原理 

最 后 ,我 们 来 给 出 WW(z) 的 相应 于 关系 式 ( 8 ) 及 (19) 的 间 样 
的 关系 式 . 

定理 3 HeU) = 1, 我 们 有 


pld) _ ie 人 ( d ) 
È DA) — T W(z) — 2 (a) 0 FO 


- old) | 26 PID WOD). 23) 


进而 在 条 件 (14) 一 (16) F £ 
yx nb- - =W(2) +(— )'*! Fo wp d), 


t <4 | PG) 
i=1,2, (24) 
其 中 “(让 ”的 意义 同 定理 2. | 
证 : 式 (23) 的 证 明和 式 (8) 相同 ， 只 要 注意 到 原 证 明 中 用 式 
(1.6) 的 地 方 ， 这 里 要 用 式 (1.54). 设 d>1, 由 式 (1.54) ( 取 z= 、 
Dp(d) ) 得 (g 表 素 数 ): 


1=W(p(d))+ Y LAD) (Q , 
_ qlPQ (a)) ` 


q 
两 边 乘 以 0 (d) (d) p(d) /Ad 后 求 和 ， 并 令 dg=e 得 (注意 (1)= 1) 
Y Adala) -ed 
dp) 


-1+ Y vono W(p(d)) 


1<dl P G 


+ Y vona 2 S LD wg 
1<dlP (2) aP (í) q 
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=+ Y (a (d) L- wod) 


t<dl P (2) ` 


- y „oo £ 6 ) we) 


elP (2) , o (e) >2 plè 


-X PP wo, y W LF- W(p(d)) 


一 P p00 ( -6 FOJ j2 Wole), 


elP (z) 


由 此 及 式 (1.54) 就 推出 式 (23) .从 式 (23) 及 条 件 (14) 一 OOF 


即 得 到 式 (24). x 

式 (23) 的 另 一 证 明 是 从 式 (8) 出 发 ， 对 两 边 的 第 函数 用 表达 
式 (4) 和 (1.51) 代 入， 考察 两 边 的 主 项 即 得 式 (23) .用 同样 的 方 
E, ARO) 可 直接 推出 式 (24) ,我 们 希望 WO) 是 式 (24) 左边 
和 式 的 主 项 . 


$3. 最 简单 的 Brun fA | 
Bk REEK, 00) =1, %d>1, ud) 408} 


1, œ (d) <k, 
ad) -d (D) 


0, w(d) >k. 
现 取 上 节 中 的 


0(d)j=0%(j) ， Ad 天 0， i= k (mod >. (2) 
这 样 ， 当 天 为 奇数 时 定义 了 0 ,当天 为 偶数 时 定义 了 0. 容易 证 
明 这 样 构造 的 0 满足 条 件 (2. 14) 一 〈2. 16) .前 两 个 条 件 显然 成 
立 . 当 d>1,0(d pp(d))=1 时 w(d/p(d)) <k , FA old) < k; 
另 一 方面 ， 由 于 i 三 k(mod2), a(d) =(--1)*1=( 一 1)*1, 因 
此 必 有 w (d) <k 一 1, 所 以 0(d) = 1. 这 就 证 明了 条 件 (2.16) 成 立 . 
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通过 适当 选取 参数 (以 后 将 看 到 它 是 和 z 有 关 的 ) ， 就 可 以 构造 
出 满足 组 合 筛 法 要 求 的 算术 晒 数 0, 和 0, , Bp Hi Fun, . 这 就 是 


; Brun 最 初 提出 的 第 法 ， 这 种 方法 仅 对 使 0,(d) = 1 的 4 的 素 因子 
个 数 作 了 限制 ， 但 对 d 的 大 小 没有 限制 ， 这 是 一 个 弱点 ， 后 来 
Brun 作 了 改进 ， 这 将 在 下 一 节 讨 论 . 
对 于 这 里 构造 的 9 , 相应 的 有 很 简单 的 表达 式 (而 一 般 是 
HAR). 设 
a gn) = E MDD E nd). G) 
dln,o(d)<k | 
An” =I, 当 n2 1, mn) = 0 时 ， ES 
u o (n) =h, J=min(k—1,hM) , 
1O14 Y (=l, É =» r) 
1 din, 2. | I= l 
_ h-1 
co 人 ( 人 (站 co 人 9 
| 0, hk, C 
(peit). aak. . 
因此 就 得 到 : n (1) =1; n>1, pn) #0,o()=hB 
iË 0, š h<k, : ai | 
q ni (n) = p(d) 0, (n) = S I> Kmod2).() 
i O Fa 的 
CD 1) FPF 
i 由 式 (5) 可 直接 看 出 条 件 (1.46) 满 足 . 
E 从 式 (2) 与 式 (2.4) ， 式 (5) 与 (2.7) 可 分 别 得 到 ， 
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SAP) =X E ud) LP 
ozat 


x A dri k(mod2), — (6) 
S (X; P, z, n) - xw] t+(-Dr È ga C2 
tIP (2) olt) >k k-1 

| u(d)r,, i= k(mod2). (7) 
d | P (z), o(d)<k 
由 这 种 最 简单 的 Brun Just, ul 1483906 P82% S(. Z; 22, z) Bl 
渐 近 公式 ， 但 这 里 允许 z 相对 于 不 的 取 值 的 数量 阶 要 比 定理 1.1 
定理 1 设 A,, 4, 是 两 个 正 数 . 如 果 条 件 (1.39)，(1.40) 及 
| 0 和 pp) p <1- Ai’ ,pe (8) 
RA, RK, HEHE 
| 0< e'ti <] | (9) 

的 正 数 4 , 5 z> Z = z( AJ) IA 


S (aZ; P, z) = X W(z) Í 1+ 0, Qet?) oA 4 Itogiog) 1 
+ 0, exp {(1+ A, A, 2 (1+ loglogz))logz}, (10) 


其 中 LAES F ES Pi 
证 : 为 证 明 式 (10) ， 只 要 讨论 式 (7) 右边 的 两 个 和 式 ， 并 适 
当选 取 正 整数 k>2. 由 于 马力 是 正 的 积 性 函数 ， 利 用 


(1)< (” Jaa (z (z) 同 定理 1. 1) 


n— 1 


œ (t) 一 ) z (z) (=) 
RA ( k- 1 > k roon 


< > (7) -( X gD) | 
m= k k Np | P (z) | 


. 118 - 


ese qk 10 C E 


1 k rz) ok i 
= + | p ep) ) +( > glp) ) 


IPC) I=0 p| Piz) 


1 | l 
< + ( PRJ exp 2 80) f. (11) 
H Fold) 也 是 非 负 积 性 函数 ， 故 由 条 件 (1.39) 得 
、k—1 
> Kd < (1+ > pO ) . 
piP Ç 


把 以 上 两 式 代 入 式 (7) 得 


u (d)r,| < 


k 
SLL; 2z, 1) = X W(z) firo oT ( Y op ) 
P 


⁄ k-1 
oxp( 5 sn) jafi E pt) 
p| PG) p | P G) s 


= k(mod2), (12) 
其 中 16,|<1 ,10,|<1 . 


kt! 
BR, WEEN K, T PEO 这 两 数 中 必 有 有 


一 个 比 一 一 二 Í > gn) 小 . 不妨 设 对 应 于 k+1 的 数 为 小 ， 
piP 


那 末 相应 于 KK 和 天 + 1 就 可 确定 一 对 ， na CÈR 0, , 0,), HX— 
对 ， M2 >» 从 式 (12) K (2.13) 得 到 


S (ALP, z) = xwf itot T (5 > 0) 


op ( > gp) )}+ a (1+ > plp) ) ， (13) 
plP'z 


p| P (z) 
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i 


其 中 |9,|<1,19 |<1. 
当 z 适当 大 时 ， 利 用 熟知 估计 


y> 站 <loglogz+1，z>5a， (14) 


p <z 


由 式 (2.6) ， 条 件 (1. 人 | 
> gp) < ho 4 A 2 x. < A 411+ loglogz), Z> zo .(15) 


p | P (2) 


由 此 及 不 等 式 


(k/e*<k! . ` (16) 
得 到 


f- ` AN | ` TA. k 
— 4 LAAI T 1081052 
1 (Za Jex > ap )<| eAA(1116 lo D) 
` \plPplz) p| P(z) | 
„ertog, 2> z. (17) 


现 取 
k={1-'AA(1+ loglogz) ]+ 1, Z> z, (18) 


由 式 (17) 及 条 件 (9) 得 到 


k! T > glp) Jexp( 3 > glp) ) < (4e™)" 


piPG) 
< (e't) ' 40 A (1+ loglog2) , zžņ%. (19) 

再 注意 到 由 条 件 (1.39)， 及 ao 适 当 大 (和 4。 有 关 ) 时 有 
I+ p(p) S1+ Anr (z) Sz, z2 z, (A). (20) 


p| P (z) 


综合 式 (13) (19), (20) 及 (18) 就 证 明了 式 (10). 
不 难看 出 ， 对 任意 小 的 正 数 e 当 X 363 Kh, SIN 


A(1— e) log X 
logz < AA loglogX ’ (21) 
就 有 | 
exp { (1+24 7 AA((1+ loglogz) ) logz}« X' t. (22) 
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Pame te e = = 


所 以 ， 在 条 件 (21) 下 ， 定 理 1 就 给 出 了 得 函数 S(. z; P, z) 的 浙 
HAR. 从 式 (21) 容易 看 出 ， 这 里 z 所 允许 取 的 值 已 经 可 以 大 于 
logX 的 任意 次 方 ， 这 比 Eratosthenes MAEM 1.1) 有 了 一 定 
的 改进 ; 但 也 容易 看 出 ， 这 里 z 仍 不 能 取 XU ó 多 么 小 ) 那么 
大 .可 就 是 这 样 的 改进 ,使 Brun 证 明了 下 面 的 著名 定理 一- 这 
是 应 用 第 法 所 得 到 的 第 一 个 有 重要 理论 价值 的 结果 . 

定理 2 ”由 所 有 这 生 素数 的 倒数 组 成 的 级 数 是 收敛 的 . 

证 : DJ 22 表 所 有 这 样 的 素数 组 成 的 集合 : 对 每 个 pA, 
p— 2 也 是 素数 ， 这 全， a raisi AAR 


1 1 JM 
— = — + — + — +... 


收敛 .为 此 ， 由 1 来信 计 不 超过 的 村 生 素数 的 对 数 Z(x ,2) 
的 上 界 . 由 31 例 3 的 式 (1.11)(h=2) 知 

Z(x,2) <S; 22 ,7) + n(z). (24) 
由 式 (1,27)，(1.28) 知 ， 当 取 4,= 2, 4,=3 时 定理 1 的 条 件 满 
E. HR A= 1 M4( 这 时 helt: = 二 0.87258.…) 及 e=1/50, 以 及 根据 
式 (21) (注意 这 里 X= x) 取 | 


1 _logx 
logz= 25 loglogx ` (25) 


这 样 ， 由 式 (24) (10) 及 (22) 得 (注意 p(2) = D 
Z(x,2)<x TI (1- + Jea 


2<p<2 . 
< x (log log x}? (log x) 2, (26) 
最 后 一 步 用 到 了 由 Mertens 素数 定理 及 式 (25) 所 推出 的 


HI (1- 2)< IL (1- L Ye doga z log logx) . 


2<p<z 2<p<z (log x) (27) 
由 式 (26) 即 得 

ri-j Zea 2) 1 f (og log D? jg, < + o. 

pem P t(log t) 
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这 就 证 明了 定理 
对 Z(x, h) 可 得 类 似 于 式 (26) 的 估计 . 


$4. Brun 筛 法 


在 上 节 中 由 于 仪 限制 了 d 的 素 因 子 的 个 数 ， 所 以 z 的 取 值 受 
到 式 (3.21) 的 限制 . 为 了 扩大 z 的 取 值 范围 ，Brun 进一步 提出 
了 同时 限制 4 的 大 素 因 子 个 数 的 方法 来 构造 9.(i= 1, 2). RER 
径 如 下 . 

设 A 是 一 给 定 正 数 ，z> 2. 再 设 


logz= e !Alogz, I=0,1,--,m, (1) 
ii m W8 E 
1] <z, <2, (2) 
Bp 
dl log z ti log z 
i log 22 Sm < A log iog2 十 | (3) 


FW b 为 给 定 的 正 整数 . 定义 集合 
D” ={d: dlP(z), old) <2b-i-1+21,1=1,.-m}i=1,2, 


(4) 
其 中 
d, =(d,P(z,z)), (5) 
P(w, 3) 由 式 (1.2) 给 出 ， 集合 2 (=1,2) 有 以 下 的 性 质 : 
(D 1eD’; 2 de@'ob tid, 则 te 多 ;对 任意 的 plP(z)， 
pE”. 
(I) 设 1<d|P(z), œ(d) = i+1(mod2). # d /p( d) 
ep’, WW dep. 
必 有 (1< Lg<m) 使 得 zj <p(d) <z -1. 因此 , 5 1<1<1, 
HF, o (d,) =o ((d/p(d)),) <2b-i—1+21; old) = o(d,) = 
w ((dp(d)) )+1< 2b 一 i+ 21, 这 里 用 到 了 d/p(d) eg”. hi 
K o(d) =: i+1 (mod) MVA old) <2b-i-1+21 .这 就 
WERT deg”. 
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(M) i#1<4|P(z2), z< pd <z,- (1<l<m), UR 
d/p(d)e@ °? RRK deZ “的 充分 必要 条 件 是 
old) =2b— i+ 21.. 

条 件 的 充分 性 由 w(d1) =w(d) =2b—i+21 立即 推出 . 在 
性 质 ( H ) 中 已 证 明 ， 只 要 d/p(d) eB'?， 就 有 w( d) 
<2b-i-1+2K1<l<1),K o(d,) =% (d) <2b-i+2l, ,由 此 
就 推出 必要 性 . 

(V) 当 de 幼 2 时 ， 它 的 大 的 素 因 子 个 数 不 能 太 多 ， 即 当 d 
取 大 值 时 仅 可 能 是 有 许多 小 的 素 因子 的 情形 ， 且 总 有 


lgd<(2b—-i+1+ 2(e*— 1) !)logz. (6) 
IPE (4) HES i8. 当 deg” tt, HE X 
4 


d<z2-ii y... z2, 
由 此 及 式 (1) 即 得 式 (6). 

显然 ， 这 里 构造 的 集合 多 (i= 1 2) 依赖 于 素数 集合 2, 参 
数 z, b, 人 .我 们 定义 0, 为 多 "的 特征 函数 ， 即 


1, de ", 
9.(d) = | i= 1,2. (7) 


0, d¢B 0, 
进而 由 式 (2.1) 就 确定 了 1,(i=1,2)， 从 多 中 的 性 质 (了 及 ( 荆 ) 
立即 看 出 对 这 样 构造 的 0 (i= 1, 2) 满足 条 件 (2. 14) 一 (2.16). 
从 定义 (4) 可 看 出 ， 使 得 0(d) =1 的 4d 的 素 因子 个 数 不 超 过 
2b 一 i 1+ 2m, 注 意 到 式 G) ,这 和 式 (3.18) 所 确定 的 & 相 比较 可 看 
出 ,就 控制 使 9,(4)=1 的 4 的 素 因 子 个 数 来 说 , 这 里 和 上 一 节 的 
方法 是 一 样 的 . 但 一 个 重要 的 差别 是 : EREE Od d 的 取 
大 值 的 素 因 子 的 个 数 受到 了 严格 的 控制 ,例如 , 在 区 间 [z , z) 中 的 
素 因 子 个 数 不 能 超过 2b-i+t1, 这 是 一 个 和 ; 无 关 的 常数 ， 这 
就 使 这 种 d 本 身 有 一 个 较 小 的 上 界 一 一 即 性 质 (IV )， 这 样 也 
就 使 式 (2.4) (2.21) 中 的 误差 项 的 项 数 大 大 减少 ， 此 外 ,性质 
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(一 ) 保 证 了 满足 条 件 (2.20) 的 d 一 定 是 大 的 ， 因 而 式 (2.19) 右 
边 的 和 式 就 较 小 ， 这 就 使 得 利用 S(ed :GZ z, n.) EHSA, z) 
时 产生 较 小 的 误差 . 这些 就 是 对 最 简单 的 Brun 筛 法 所 作 的 改进 ， 
从 而 导致 当 z 取 XX (ó 为 一 适当 小 正 数 ) 那 样 大 时 ， 可 以 得 到 
8S(.d:22,z) 的 有 效 的 上 .下 界 估计 . 当然 ， 这 里 不 能 得 到 象 定理 
1.1 和 定理 3.1 那样 的 渐 近 公式 了 . 这 一 方法 通常 称 为 Brun Mi 
法 . | 
为 了 应 用 方便 ， 把 相应 于 性 质 ( 亚 ) 的 0 的 性 质 写 为 引 理 . 
引 理 1 设 i1<d|P(z), z <pld) < z- (1<l <m). BE 
K, 当 ;i=1 或 2 时 ,使 得 0(dAd) )=1,0(d) =0, Bl 
6;(d/p(d)) — 0.(d)=1 
成 立 的 充 要 条 件 是 dold) EDP, wld) =2b-i+ 2l.. 
下 面 来 证 明 由 Brun 得 法 所 得 到 的 得 函数 SLAP, z) WE, 
下 界 估计 . | 
定理 2 设 条 件 (3.8) 成 立 ， 以 及 存在 正常 数 k 和 A, 使 得 
Plp)logp klog- +4,,2<w<z. (8) 
p | P(w ,2) p w | 
再 设 4 满足 条 件 (3.9) b 是 给 定 的 正 整 数 ， 那 未 ， 对 充分 大 的 
z 之 cl( 和 4 ,xk ,A,,A, 有 关 )， 我们 有 


SCL: P, z) < (1+ 1a) XW(z) + Ri(z), (9) 
SAL; P, z) > (1— x) XW(z) + R,(z) , (10) 
其 中 R (z2) 由 式 (2.2 2) 给 出 (6, 将 在 证 明 中 给 出 )， 
| a= 2)be24(1— 22 eta), (11) 
此 外 ， 若 条 件 (1.39) 成 立 ， 则 对 任 给 的 se> 0 有 
R (2 «z’*" i, i=1,2, (12) 
其 中 | 
B=2b+2(1+e @2e)(e221 k 1) `, (13) 


在 证 明定 理 之 前 先 证 几 个 引 理 . 
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引 理 3 若 条 件 (8) 成 立 ， 则 有 
p(p) < log EZ + — ,2<w<z, (14) 


pp. P log w log w 
p| P(w, z) plog p logw log w 
以 及 | | 
E o(p) < (e+ Ali zt 74 z>2. (16) 
pIP (2) g2 


证 : 用 类 似 于 定理 2, t. 1 的 方法 ， 并 利用 条 件 (8) 就 可 得 到 
以 上 三 式 . 首先 有 
p) __1. > Llp} ogP o 

p log Z piP, :) P- 


plP(y,z) 
+ |í y> -P (plogp 
jn p Tios 


| 1 . f z | | 
{klog + 
< logz (xio w A) 


⁄ t d 
+| (kio L +A) riogz 1 
logz p A 2<w<z, 


= xlog log w logw ` 


这 就 证 明了 式 (14) ， 同样 的 有 


píp) _ l p(p)logp 
p| P (w. z) plog p log’z p|P (w,z) p 


+|( y — 2dt 
w N p| P (w.t) P tlogt 
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w | 

| t 2dt 
+ — 
| | ( g +4) tlog’t 


_ A , | 1 l ) 
lgw log w logz / ` 
2<w<z, 


由 此 即 得 式 (15). 最后， 利用 类 似 的 方法 及 式 (14) 有 
S plp) = 2 $ | y LD L ja 
p 2 \p| P(t,z) 


pi P (2) p 


log z Á; 
<2(xiog log2 | log 2 ) 


| log z 
+ | C log logt t T e ja 
= (k+ A, )li z +24,/log2 ,z > 2 


这 就 证 明了 式 (16). 
引 理 4 若 条 件 (3.8) 及 (8) 成 立 ， 则 有 


log z 
(p) < klo + -4 
pi > aI p 8 logw 一 logw 


t A+ A: ) 2<w<z, (17) 
log w 


其 中 g(p) 由 式 (2.6) 给 出 ， 进 而 有 


Wiw) <(desz) | áf A,A} z), << (18 
-wo < logw) exp Tof 1+4K 十 了 opw , 2< w< z. (18) 
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证 : E w=pe 2, 8 z — p, BÆI) 可 得 2 


p(p)logpp 和 4 ， peZ. (19) 
由 此 及 条 件 (3.8) ， 从 式 (2.6) 得 
g(p) < A,A, /logp, pe®. (20) 


进而 由 式 (2.6) 得 


plp) n p(p) Jp) < p(p) +AA, plp) pe 
p p © p 


(p) = , 
I'P plog p 


| (21) 
由 此 从 式 (14) (15) 即 得 式 (17) ， 进 而 由 


W(w) _ | 
W(z) = e +g(p)) <exp PEJ 


就 得 到 式 (18). 
定理 2 的 证 明 : 设 参 数 人 待定 ，b (d) 由 式 (7) 给 出 ， 我 们 来 

计算 

goaa ,i 


T,= >, u(d)0,(d =1,2. (22) 
dlP (z) 


”利用 引 理 1 和 集合 2 六 的 定义 (4) ， 由 式 (2.24) 得 


nf » Pd W(p(d)) 
(-1)*+{T, — W(z) }= Wo L? 4 F WG) 


EE. o(p) Wip) p(m) 
= W(2 ED Am 
f > | p W(z) mee p <p(m) m 
o (m)=2b-—i-1+21 
W(z) p(d) 
< -人 
WOL me mes “a 
w (d)=2þ—i+2] 


1) 虽然 由 Mertens 素数 定理 知 ， 条 件 (8) 相 当 于 是 : p 人 的 平均 值 不 超过 k, 一 
般 的 ， 这 x 总 比 条 件 (1.40) 中 的 ho 要 小 得 多 ,但 对 每 一 个 pQ), 从 条 件 (8) 推 
不 出 条 件 (1.40)， 而 仅 能 得 到 式 (20). 


. 727. 


= W2) 1 | i 
SWOL wO rD 2 Pp J. 23) 


4 1<l<m- hr, HsX(18), (1) 及 (2) 可 得 


Wz) | 43e — A 
W(z) <exp|ix + lgz | “ P] logz 
Al 
+IA( k+ Á 6 一 | , (24) 
lbgz Al 


其 中 A,=A,(1+ Akt A A,llog2). 当 1=m 时, 同 理 可 得 


Wiza) _ WQ) <( log z Jor] A; | 


W(z) — W(z) log 2 log 2 
A 
< exp [mat 和 | , (25) 
og z 


所 以 式 (24) 4 [= m 时 也 成 立 ， 当 ci ZAK, zza 时 ， 利 用 式 
(3) 可 得 : 4 1 < ]< m 时 有 | 


e-l _ e™ <o log z (iog logz J 


Al ` mA log 2 log 2 
所 以 只 要 取 0<KkKA<24, 当 ci ZRA, zza 时 就 有 
Wa) cem I=1,2,....m. (26) 
W(z) 
注意 到 


AP < y los (1- 20V L tog Wal , (27) 


piP» P pP (z ,3) W(z) 
由 式 (23) , (26) K (27) 4839!) 


1) 以 下 估计 是 很 粗糙 的 ， 稍 作 改进 就 可 改进 a 的 值 . 
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(- 1) - WO WDY -DJ 


er (21 A) 2b-i+21 
<w()>, q OD QDE 


< W(z)22-i Š 
I=1 


最 后 一 步 用 到 了 : 对 整数 zz> 1 8 


(ne !)" 、 ((n+ 1)!e !)nt1 
n! (n+ 1)! 


— 2b-i+2D! ° 


2l à 


(28) 


- (2Dag W(z) 2e-24?- P (he 1*2! » 


由 式 (28) (2.21) 就 推出 : 当 条 件 (3.9) 成 立时 ， 式 (9) 及 式 (10) 
成 立 ， 下 面 来 证 明 式 (12). 由 条 件 (1. 39) 及 式 (4) 可 得 ; ïisl, 2 


时 有 - 
; 2b- i+l 
_ |R.(z) |< Zed <(1+ Y plp) ) 
deg ” p| P (2) 


Th Y o) 


由 此 及 式 (16) 知 ， 存 在 正常 数 o 使 得 


2b-it1m-1 12 
< C, Z ea ) 
Q< HO 


2b- i+1+24e^-1) 
kj 


«zZ 


最 后 一 步 用 到 了 : 当 z 充分 大 时 由 式 (1) 和 (3) 推 出 的 


-į -1 一 | TA 
O4 jI eTl JI C, € 

| | = z 

1=1 (2 log Zi ) | I=1 )( I=1 log Z ) 


(29) 


(30) 


"729. 


czer ie 三 “< ZIMe^-D 
现 取 A 满足 
22 =k All +e). (31) 


由 此 利用 不 等 式 x < e*— 1< xe* , x> 0 ,得 到 


em“*— 1 Mk A 1 一 e -EA 
— = |+ = MA 

el lt eo lite ( e^] ) 
EA 
A—1 


<1+e2⁄4 P <1+ee*“ 


， 由 此 及 式 (30) 就 推出 式 (12). 

从 定理 2 看 出 上 , 下界 估 计 式 (9) (10) 中 的 误差 项 分 别 为 
0(z 人 ,0(z8-0 ,其 中 有 是 由 式 (13) 给 出 的 和 z 无 关 的 常数 ， 所 
以 不 管 满足 条 件 (3.9) 的 4 取得 多 么 小 ， 总 可 相应 地 取 到 z= X, 
X52(5,, 6, 为 适当 小 的 正 数 ) ,使 得 这 两 个 大 O 项 的 阶 都 低 于 
XW (z) .这 就 是 Brun 筛 法 所 得 到 的 实质 性 改进 . 为 实现 这 种 改进 
所 付出 的 代价 是 : 这 里 不 能 象 定 理 1.1 和 定理 3. 1 一 样 得 到 渐 近 公 
式 ,而 只 能 得 到 S(e :22,z) 的 上 .下 界 估计 . 还 需要 特别 指出 的 是 ， 
在 数论 问题 的 应 用 中 ， 重 要 的 是 要 对 尽 可 能 大 的 5, , 使 得 取 
Zz 二 着 扣 时 ,估计 式 (10) 能 给 出 正 的 下 界 估 计 ， 这 就 是 要 求 能 选 
到 这 样 的 4: 


0<Aie''*<1, 
1-a >0, (32) 


为 了 能 选 到 这 样 的 1 , 实际 上 就 是 对 5, 的 取 值 规定 了 上 界 . 这 就 
是 Brun MARRE. 这 一 点 在 定理 5 中 将 清楚 地 看 出 ， 对 上 界 
估计 (10) 中 的 系数 ， 为 不 使 其 太 大 也 受到 类 似 的 限制 

作为 定理 2 的 应 用 ， 我 们 来 证 明 

定理 5 ”存在 无 穷 多 个 自然 数 n, 使 得 n 和 nn-2 都 是 不 超 
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tX tLA4TRK3AHJ36S4A, 

证 : BALOR h=2), 2 是 31 例 3 中 给 出 的 集合 ,利用 
精确 的 数值 估计 "2: 当 z> 64 时 有 
> JEP <io — +1, 2<w<z, (34) 


w<p<z 


H K(1.27), (1.28) 知 ， 当 取 X= x, A= 3, k= A,=2 时 定理 2 
的 条 件 全 部 满足 . 由 式 (10) 和 (12) 知 , 当 x sEZF K JR z= xš (ó 待 
©), b=1,£=0.005e ,4 满足 条 件 (3.9) (FE), RHE 


SA; P, x) > 2 IQ- 2 H1- s=) 

+ O(x60+2.046-4)) , (35) 
我 们 来 证 明 当 取 ó = 1/8 时 , 必 有 满足 0< Met+i< 1 的 4, 使 得 
1—2262(1— 222) -1>0 及 1+ 2.01(e2— 1) 1<8. (36) 
式 (36) 等 价 于 


Ae <(2+@) `? , e1>9.01/7 
即 | 
(9.01 77) log(9.01/7) <Ahe <(2+ eë) `!⁄2, (37) 


显然 , 满足 式 (37) 的 4 一定 满足 0<4e'*<1. 由 于 4e*(4>0) 是 
递增 的 ， 所 以 只 要 4 满足 
(9.01 /7)log(9.01 /7) <0.3250< ¿e <0.3263 < (2+ @) -2 (38) 
4 就 一 定 满 足 式 (37) . 如 取 1= 0.253 就 有 
0.253e%293=0.3258344… ， 

即 满足 式 (38) . 对 所 取 的 ó 和 1, H3K(35) 得 

SSA, 2 ,x/)> x ]| (1 2 )=x0os x) 2, (39) 

2<p<xl p 


1) ML J.Rosser, L. Schoenfeld, Illinois J. Math., 6 (1962), 64— 94 的 式 (3.21) 
和 (3.23). 
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由 此 及 1 的 第 函数 的 性 质 4 就 证 明了 所 要 的 结论 . 

同样 可 以 证 明 : 充分 大 的 偶数 可 表 为 两 个 不 超过 七 个 素数 的 
乘积 之 和 . 由 于 这 两 个 问题 的 处 理 方法 和 结果 是 一 样 的 ， 以 下 我 
们 仅 讨 论 挛 生 素 数 问题 , 而 把 对 Goldbach 问题 的 讨论 留 给 读者 . 

定理 2 及 前 面 的 定理 3.1 和 定理 1.1 都 是 在 对 六 加 上 了 很 强 
的 条 件 (1.39) 来 讨论 余 项 R(z) ，R,(z)(i=1,2) 的 . 在 一 般 情形 
下 ,特别 是 集合 ez 由 式 (1.38) 给 出 时 ， 余 项 R.(z) 的 估计 会 变 
得 十 分 困难 和 复杂 ， 有 时 要 用 到 高 深 的 解析 数论 知识 . 这 些 将 在 
下 面 讨论 , 一 部 份 将 安排 在 习题 中 . 


$5. Rosser 得 法 


Rosser 提出 了 构造 0, (i= 1, 2) 的 另 一 种 组 合 筛 法 . E S33, $4 
中 已 经 看 到 ，Brun 是 通过 直接 控制 d 的 素 因 子 的 个 数 来 构造 集 
Ep”, X 0 为 其 特征 函数 ， 而 这 也 间接 控制 了 d 的 大 小 ( 见 
式 (4.6) ) . Rosser 则 是 通过 直接 控制 4 的 大 小 来 构造 集合 @ . 
这 两 种 方法 实质 上 是 一 致 的 . 本 节 的 目的 不 是 要 利用 Rosser 的 
方法 来 得 到 类 似 于 定理 4.2 的 上 下 界 估计 ， 而 是 要 利用 Rosser 
筛 法 来 讨论 线性 的 情形 ( 即 <= 1) ， 得 到 线性 得 函数 的 最 佳 上 .下 
界 估计 .从 定理 4.2 可 以 看 出 ,得 函数 的 上 .下界 估计 中 的 主 项 
依赖 于 积 性 函数 p(d) 所 满足 的 条 件 (3.8) 和 (4.8) ， 当 作 进 一 步 
的 讨论 时 就 要 对 o(d) 加 上 更 强 的 条 件 . 为 了 方便 起 见 ， 先 来 写 
出 这 些 条 件 ( 包 括 原 来 的 条 件 (3.8) 和 (4.8)): 设 4 , A, 是 两 个 
正常 数 ， i 


0< pp) p<SI- 1⁄A,, pe Z. (1) 


-L< > plp)logp/p—r log(zw)<A,,2<w<z, (2) 
| P (w, z) 


XE | 为 一 正 数 ， 在 应 用 中 工 可 以 和 头 有 关 ， 但 要 比 多 的 阶 低 
很 多 (如 为 loglog X 的 阶 ), 以 后 当 O 常数 和 工 有 关 时 将 明确 写 
出 ， 其 它 参 数 同 前 ， 把 条 件 (2) 和 Mertens 素数 公式 
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Y logp/p=log(z/Ww)+ O(1) (3) 


w< p<; 

相 比 ， 可 以 看 出 条 件 (2) 实际 上 是 说 p(p) 的 平均 值 等 于 kx .x 在 
筛 法 中 是 一 个 十 分 重要 的 常数 ， 通 常 称 为 得 法 的 维 数 ，k= 1 时 
就 称 为 是 线性 的 ， 本 节 就 是 要 讨论 这 种 情形 . 

本 节 将 证 明 的 线性 筛 函 数 的 最 佳 上 、 上 界 估计 ， 最 初 是 
Jurkat 和 Richert 利用 Selberg 得 法 得 到 的 (参看 [10, 定 理 8. 3], 
[26, 第 七 章 定 理 9])， 后 来 Iwaniec 利用 Rosser 筛 法 得 到 了 实质 
上 同样 的 结果 ，Motohashi( 见 [25，3 3.3]) 简化 了 他 的 证 明 ， 
这 一 简化 证 明 的 途径 和 Jurkat- Richert 的 证 明 是 完全 平行 的 ， 
我 们 将 采用 这 一 证 明 . 

先 来 给 出 Rosser 所 构造 的 儿 "的 定义 . 设 2<z<y, p22. 
定义 正 整 数 集合 | 

2 ü =(41 diP(z); 当 d=p.…p, (p, >- >p), IERM 
IOSU- isr WWE pu Paray) i=1,2. (4 
容易 看 出 集合 多 有 以 下 性 质 : 

(I) 1eg (i=1,2), #1<de@ (i= 1sk2), 当 w(qd) 
”三 i(mod 2) 时 (p(d))s4<y; *wo(d)=Ei(mod2)Bf,(p(4)” 
d<y, 这 里 p(d) E: d 的 最 小 素 因 子 ， 即 p. . 

(H) 车 de 多 (i= 1 或 2)， 则 对 任意 的 d1d，d e@ '>. 
此 外 ,对 任意 的 pI1P(z), 必 有 pe 尹 而 peg 多 的 充 要 条 件 
是 p+!'<y. I 

(HI) üz l1<4d|P (z), od Fi (mod2)(i=1 R 2). # 
d/p(d) eEZ?, WYE deg”. 

这 性 质 和 $4 Brun 筛 法 中 构造 的 集合 的 性 质 ( 开 ) 一 样 ， 但 这 
里 是 由 定义 直接 推出 的 . 

(V) 设 z<y 2 RK, 当 d eg 多 "(i=1 或 2) 时 ,， 必 有 


w (d)/2 
logd (1-4 (£= ) Jiogy (5) 
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证 : d=1 时 显然 成 立 . 先 来 证 L<d4e@'' 的 情形 ， 设 
.d=p1…p,. Æ r=2k- 15 2k(k> 1) 548 


2Ap+1) 
2 < _ J J , 
Pu-i | Di: Poi- 


k=1 时 右边 分 母 为 1. 进而 有 
y >( ) 
d Pitt: P-a 
当 k> 1 时 ， 由 于 PiP- Eeg”, 故 也 有 
、 ) 
Pi ` P- Pi’ Pok- 4 
由 以 上 两 式 即 得 : H k21 有 


k o (d)? 
(er 
| (6) 
最 后 一 步 用 到 了 kk<(1+ o(d))/2 及 B> 2, ikuEBH r (5) 当 
i=1 时 成 立 ， 再 证 i=2 的 情形 . 设 1<pi…p, =de”. 无 论 
r=2k s 2k+ 1(k 之 1) 总 有 


2⁄(#+1) 
2 < — Y ç ) ， 
Px | Pi U Po-i 


y >( y ) 
d Pi’ Pa- 


A k>1, 由 于 pi…py_i eg 多 ,同样 有 


(8—1)ABP+1) 
y >(—— ) | 
Di Pok-1 Di: Pak-3 | 


由 以 上 两 式 得 | o | 
k wid)/2 
logd<log ?一 (£=) log <(1-4( 3 J )iogy, 
(7) 


进而 有 
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最 后 一 步 用 到 了 KE< o(d) 2 K p, <z<y!2, EK r= 1 时 显然 
RM. 这 就 证 明了 式 (5) 对 i=2 也 成 立 ?. 

EOV ) 表明 : 4 deZ (li=1 或 2) 取 大 值 ， 即 接近 y 的 
值 时 ， 它 的 素 因 子 个 数 w(4d) 一 定 很 大 ， 但 大 的 素 因 子 不 能 多 ， 
所 以 一 定 是 有 很 多 小 的 素 因 子 的 情形 . 

比较 Rosser 和 Brun 所 构造 的 集合 多 ”的 性 质 ， 就 可 看 出 这 
两 种 方法 实质 上 是 一 致 的 ， 所 以 34 中 所 作 的 一 般 性 讨论 在 这 里 


也 适用 . 
l, deZ2', 
0.(d) = | i=1,2. (8) 


现 取 
0, d2”, 
相应 的 六 (Ci= 1,2) 由 式 (2.1) 给 出 ,从 多 站 的 定义 及 性 质 立 即 看 
出 ， 这 样 定义 的 0 满足 条 件 (2.14),(2.15) 及 (2.16). 4 d2 y 
时 必 有 0,(d) =0， 这 就 控制 了 式 (2.4) 中 的 误差 项 一 一 即 式 
(2.22) — 中 的 项 数 . | 
为 了 应 用 方便 ， WASTA KWEA ) 的 9, 的 性 质 写 为 
下 面 的 引 理 . . 
引 理 1 iZ z<y'i(i=1 382). IR, á 0,(d) =1 时, 必 有 
式 (5) 成 立 . . 
设 
u =log y /log z. (9) 
首先 证 明 当 1 很 大 时 可 以 得 到 S(. Z; P, zn) WAEA, 
也 得 到 了 SSAP, z) 的 渐 近 公式 . | 
定理 2 设 6(i=1,2) 由 式 (8) 给 出 2<z;<y4. 那 末 ， 当 
条 件 (1) 及 (2) 的 右 半 不 等 式 成 立时 ， 有 | 
S(f, DP, z, q.) = X W(z)(1+ O (exp (— (u⁄2)logu) ) } 
+R,(z), i=1,2. (10) 


1) 从 证 明 可 看 出 ， 条 件 z<y: 仅 在 i=2 时 用 到 ,， 当 ;i= 1 时 ， 只 要 假定 z<y. 
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进而 有 
(DELSA P, z) — XW(z)(1+ O(exp( — (u/2)logu))) } 
>(—1):R (z), i=1,2, (11) 


其 中 R;(z) 由 式 (2.22) 给 出 . 
”证 : 由 式 (2.4) 知 ， 式 (10) 就 是 要 证 明 : XFi=1,2 有 


> 1(d)0,(d) p(d) /d=W(2) {1+ O(exp(— (u/2)logu)) } (12) 


d| P (z) 


由 此 及 式 (2.21) 就 推出 式 (11) ， 下 面 来 证 式 (12) ， 由 式 (2.24) 可 
得 
A, = > Kld) 0 (d) pld) /d— W (2) 
á] P (z | 
(DWE FO d) MD Wo)) W ,i=1,2(13) 
1<q4|P (z) 
其 中 “(站 ” 表 对 满足 条 件 (2.20) 的 d 求 和 .这样 的 4 可 表 为 
1<d= p. > Ps ` (12) 
为 使 8(d (ad) ) = 1, 必须 满足 


Drai Da P < y; 1<2l—i <2m-i-1. (15) 


而 要 使 0 (d) =0， 必 须 有 
y < pk pa i-i "bi= (p(d) )# d <ta. (16) 
因此 ， 满 足 条 件 (2.20) 的 4 必 有 
m2>(u+i-0)2=,. . (17) 


此 外 , 由 引 理 1( 取 4 为 dd) ) RRG) 知 ， 对 这 样 的 gd 有 
logy-(8+1)logp(d)< log(d /p(d) < l- + y )iogy ; 
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1 —1 y" 
log p(d) > 2-0 (t ) log y= alm) log y. (18) 


HK(13), (4.18), (9), (18), (17), (19), FESR p(d) 是 
积 性 图 数 及 式 (4.14) 可 得 


© pd) | logz ) 
A < Wiz) N d log p (d) 


woli) IGT) >. e 


1<d|P (z) d 
œ (4d)=2) m-i 


= m-i)! \ 8-1 


l | D píp) J 
ya (m) <p<z p 


BY _ 1 (+1 
<«wo(£) x GE i)! (£ ü 


ee 


其 中 上 为 一 正常 数 ?， 当 妈 小 于 菜 一 充分 大 的 正常 数 c (853) 时 ， 
取 


wolt] s (AI 


| B=l0x+1l1. (20) 
从 式 (19) 及 (3.16) 得 


2m— i 
A < W(z) > ( apa J em (e, + m /5) i 


mz tb 


1) c 及 以 下 出 现 的 常数 cy ,… ,以 及 < 常数 都 可 和 条 件 (1), (2) 中 的 参数 ( 除 工 
外 ) 有 关 . 
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11⁄40 2m—i 
< W(z) > — ) < W(z) , (21) 


所 以 式 (12) RA. 5 uz c (待定 ) 时 ， 取 
B=u /3+1. (22) 
从 式 (19), (17) 及 (3.16) 得 


K 2m—i 2m-i 
A < W(z) > (25 J (e+ Sm ) 


m2>u/3 2m—i 


2m—i 2m 一 i 
< W(z) > [e> ) < W(z) È (<) . 


m2u/3 ul(2m— i) mžu/3 


现 取 c = max(40, c° ) 就 推出 
A,<W(z) > wsk W(z) us’ 


m zu /3 
< W(z)u "2, (23) 


这 就 证 明了 ， 当 ww 之 c 时 式 (12) 也 成 立 . 

注意 到 在 式 (1.48) 一 《1.50) 中 所 作 的 说 明 ， 从 定理 2 立即 
可 推出 | 

定理 3 在 定理 2 的 条 件 和 符号 下 , 设 (9, 力 ) =(g, P(z))=1. 
我 们 有 | 


Sf S. z, n.) =(p(g) 4) XW (1+ O(expC (u/2)logu)) ) 


+ R,(z, q), i=1,2; (24) 

以 及 
CDS ; Z, z)— (p(q) /q) XW(z) (H0 (exp (-(u/2)logu)))} 
>(—DiR(z,g), i=1,2, (25) 


. 738 - 


这 里 
R,(z, q) =L u (d)0,(d)r, o, i=1,2. (26) 
dlP íz 


从 式 (10) 和 (11) 可 以 看 出 ， 当 4 很 大 时 SIAP; z,n) 
(i= 1,2)# S (Z, z) É TREE: X W (z)， 这 也 正 是 式 (1.21) 
所 刻 划 的 关系 式 ， 但 余 项 不 同 了 ， 当 w 较 小 时 ， 由 定理 2 所 能 得 
到 的 上 界 估计 是 很 粗糙 的 ， 而 且 也 无 法 得 到 正 的 下 界 估计 . 然而 ， 
定理 2 正 是 我 们 作 进 一 步 讨论 的 基础 . 从 它 出 发 ， 利 用 得 函数 之 
间 的 组 合 关系 式 ( 见 下 面 的 引 理 4, 这 是 Byxmrra6 恒 等 式 的 推广 )， 
进行 反复 登 代 估计 ， 就 可 得 到 当 z 较 小 时 的 较 好 的 上 、 下 界 估计 . 
这 一 方法 原则 上 也 可 用 于 非 线性 情形 ， 而 在 线性 情形 由 此 可 得 到 
线性 筛 函数 的 最 佳 上 、 下 界 估 计 ， 这 后 者 就 是 本 节 所 要 讨论 的 内 
容 ， 先 证 明 几 个 引 理 . 

引 理 4 i%0(1)=1, 2<w<z. 我 们 有 

SIA, pz) = > | n (Q) 0 (d) S (A @. w) 


dl P (w,z 


+ > u (d) (0 (d/p (d)) - 0 (4) )S(,.@, p(d)). (27) 


1<alP (w: 


进而 ， 若 0,(i= 1, 2) 满 足 条 件 (2.14) 一 (2.16) ， 则 有 
SO. @, D= YX ude DSL #.w) 


dl P (w.z) 


+(-D EOSL Ppd), i=1,2, (28) 


| 1 <dlP (w .z) 
此 外 ,对 W(z) 相应 地 有 关系 式 : 
W(z) = W(w) > ‘pld) old) pld) /ld 
dlP (w, z 


+ Y p(d(9(d/p(d)) — 0(d))(p(d) /a) W(p(d)). (29) 


1<4lP (w.z) 
W(z) = W(w) > | u(d)0,(d) p(d) /d 
44| P (w, z 
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+(- 1): > 9 (o(d) 4) WOA), i 1,2. (30) 


< d| P (w, z 


这 里 “(i)" 表 对 满足 条 件 (2.20) 的 d 求 和 . 
kE: 在 定理 2.1 中 取 .x 为 多 = (b: be., (b, Po 外 Ep 
= S(. Z P, w). 注意 到 当 t < dlP (2) Bf, 


0, (d, P(w))>1, 
|Z,|= 
| \ S(H Pw), (d,P(w))=1, 


0, (d, P(w)) > 1， 
S (2, ;Z#, p (d)) = 
So ; P, p(d)), (d, P(w))= 1. 


Ih, SSB; Z, z) =S, 2,2). 利用 这 些 关 系 式 ， 由 式 (2.8) 
(Wu. Z=) KƏK(2.3)(Fu s Z=32)sr BHEE ist (27) .由 式 (27) 就 
推 得 式 (28) . | 

在 定理 2.3 中 取 > “= {pe9, pžzw 代替 原来 的 2 从 式 
(2.23) 就 推出 式 (29) ， 进而 就 得 到 式 (30). 式 (29) 和 (30) 也 可 
以 看 成 是 从 式 (27) 和 (28) 中 分 出 主 项 而 得 到 的 关系 式 . 

应 该 指出 ， 在 引 理 4 HER AU =1, 80(qd) =0, d> 1. 那 末 
式 (27) 就 是 Byxurra6 恒等式 . 

从 式 (28) 可 以 看 出 ， 当 i= 1 时 ， 从 jp(d) SCA DP, w) 的 上 界 
估计 ( 即 当 21w(4d)) 时 ，S(_h ,SGzx, w) 的 上 界 估 计 ; 当 2ro(d) 时 ， 
S( Z P, w) 的 下 界 估计 ) 可 以 得 到 SC; 22,z) 的 上 界 估计 ; 而 
当 i=2 时 ， 从 ud) SL; Z, w) 的 下 界 估计 可 以 得 到 s( £; 
多 ,2z) 的 下 界 估计 . 粗略 地 说 ， 如 果 取 w “很 小 ”, logy/logw RK? 
那 末 利 用 定理 3 的 渐 近 公式 ， 平均 起 来 说 可 以 得 到 S(.eZ . 2,w) 
(d| Piw, z)) 的 “ 较 好 ”的 估计 ， 因 而 就 得 到 了 SQ P, z) 的 
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“ 较 好 "的 上 、 下 界 估计 . 这 就 是 从 “很 小 "的 初始 值 w 出 发 的 一 个 
反复 从 代 过 程 .。 从 引 理 4 和 定理 2.1 的 证 明 可 知 ， 这 种 又 代 过 程 
的 基础 就 是 Byxurra6 恒等式 ,这 就 是 估计 第 函数 上 ,下 界 的 基本 
方法 ( 见 第 38 题 ). 而 当 k=1 时 用 这 样 的 方法 能 得 到 最 佳 可 能 
结果 . 
”为 了 进行 个 代 ， 就 需要 有 一 个 W(z)BJWOR Zt 5k. AMER 
p(d) 满 足 比 单 边 条 件 (4.8) 更 强 的 双边 条 件 (2) . 
引 理 和 当 条 件 (2) 成立 时， 我 们 有 


-一 上 < Pip) _klog -lo82 < 4, ,2<w<z. 
log w plP(wz) P log w logw (31) 


证 明 与 式 (4.14) 同 ， 故 略 . 
引 理 6 当 条 件 (1) 和 (2) 成 立时 ， 我 们 有 


logz) L W(w) | log z J 
(azu o| ])< W(z) < log w 


. (io +L 外 2<wsz (32) 
log w 


证 : 由 条 件 (1) 可 得 


og (1- 2 ) -20 + | i-t 1 
| p p I-p 0) $ 


=p(p) p+ Olp (p) p°). (33) 
利用 式 (4.19) ，(4.15) ， 由 上 式 可 得 


W (w) (- ep) p( p) 人 1 ) 
log W( 万 = 之 sl p PS p tO logw/ ` 


由 此 及 式 (31) 就 得 所 要 结 霖 . 
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引 理 7 ” 当 条 件 (1) 和 (2) 成立 时， 我 们 有 
e ° | L 
co (EE) (o) ro. 
e y 1 
<c ( log: ) (+ o[ PP )). z22. (34) 


其 中 为 Euler 常数 ， 及 


C(p)= Í| (1- 2 \(1- > ) (35) 


这 里 定义 
p(p)=0, p42. (36) 


证 ， 先 来 证 明 式 (35) 右边 的 无 穷 乘 积 收敛 . 由 Mertens 定理 


_ 1 1 e- 1 
HL p )= logv (1+o( logv )) 22, (37) 


及 式 (32) 可 得 
i)e ne 
t+ o[ log t )< HO p ! p 


<1+0( l ) 2<t<u. 
logt 


这 就 证 明了 该 无 穷 乘积 收敛 . 进而 有 
1 K 
1 一 _— 
0-1) 


_ plp) )( 1 V“ 
一 1 一 1- 一 
W(z) = [| ( p 7 
=C(po)| | h- 1)1 | 上 plp) 0-1) z2. (38) 


pez 


由 以 上 三 式 就 证 明了 引 理 . 
在 线性 的 情形 ， 由 反复 琶 代 所 得 到 的 得 函数 的 上 .下 界 估计 
中 的 主 项 和 一 对 满足 下 述 微分 差分 方程 组 的 连续 函数 下 和 了 有 
密切 联系 : 
F(u)=2e'u', f) =0, 1<u<2, (39) 
(uF(u)) =f(u-—1), (uf(u)) =F(u-— 1), u>2. (40) 
由 函数 的 连续 性 ， 从 式 (40) 可 推出 


uF(u) -uF + | f(t— 1) dt, 2<u<u, (41) 


u fü) =u f(u) + | F(t—1)dt, 2Su<u. (42) 


利用 以 上 两 式 及 初 值 条 件 (39) 就 可 逐 段 求 出 下 和 的 表达 式 . 

例如 ， 容 易 算 出 
| F(u) =2e'u !, 2<u<3, (43) 
flu) =2e'u oglu- 1), 2<u<4, (44) 


u-1 
Flu) =2e u! (1+ | t 'log(t— ba). 3<u<5, (45) 
2 


f(u) = 2e u“ (1og(u- 1) +| ra | s"! log (s— Dds) ; 


4<u<6. (46) 
此 外 , 易 证 Fu) 是 连续 可 微 函 数 ; flu) B u= 2 外 是 连续 可 微 的 ， 
在 u=2 有 左 、 右 导数 存在 ， 
f (2-0)=0, f (2+0)=e’. (47) 
关于 函数 下 和 了 还 可 以 证 明 下 述 结果 " ; 


_  ， 
1) 最 近 ，F.Grupp 和 H.E.Richert (B, J.Number Theory,22 (1986), 208 一 239 ; 


24(1986), 154 一 173) 对 下 和 了 的 表示 有 新 的 研究 . 
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性 质 : o 
(a) Flu) luz 1 是 正 的 减 函数 ， 且 有 
F(u) =1+ Ole™) ; 
(b) f(u) (u> 1) 是 非 负 的 增 函 数 ， 且 有 
| fu) =1+ O(e :) ; 
(c) u> 1 时 有 | 


FG) —f(u) >0. 


容 多 验证， 这 两 个 是 连续 函数 且 满 足 方程 
aa w(u)=u', 1<u<2, 
r w(u)) =w(u— 1) , u>2. 


1<u<2, 


(u— 1)z (u) = — z(u— 1) ， u>? 
此 外 ， 当 uz 2 时 连续 可 微 ， u= 2 时 
| 人 
 l;,Q+0=-0+D2. 
先 证 z(u) 是 正 的 减 函 数 且 有 
z(u) <1/[(u) «e, už1. 
H z(u) 的 连续 性 及 方程 (54) 可 得 


(4 一 Dza = | z(Ðdt, uz 2. 
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w (u) =e (Flu) + flu) ) 2 , uzl. 
Au) =e u (Fa) /0) 2, 21. 


引 理 8 ”由 式 (39) 和 (40) 给 出 的 连续 函数 正和 三 具有 以 下 


(48) 


(49) 


(50) 


(51) 
(52) 


(53) 


(54) 


(55) 


# z(u) 不 一 定 是 正 的 ， 则 一 定 有 u。> 2 使 得 
z(u) =0, z(u)>0, I<u<t. 
由 以 上 两 式 得 到 矛盾 : 


0= (uc— 1)z(uo) -| z(t) dt >0. 


所 以 ，z(w) >0 (u> 1), H k KJ 3054) 知 z(u) ERRA. 5 
1 入 4 入 2 时 式 (56) 显然 成 立 ， 由 递减 性 从 式 (57) 可 得 

z(u) <(u—1) !z(u—1) ， u2>2 
若 式 (56) 33 1<n<u<n+ 1 时 成 立 ， 则 当 n+ I< u<n+ 2 时 ， 
由 上 式 得 

z(u) <(u—-1)'T(u-1)=1/A (u). 
这 样 ， 由 归纳 法 就 证 明了 式 (56)， 用 完全 同样 的 方法 可 以 证 明 : 
满足 方程 | 


H(u) =u, 1<u<2, 
| (58) 
uH (G) =-— H(u-1), u>2 
的 连续 函数 Hu EERME, HS | 
Hl <S1A (u+ti)«e™, uzl. (59) 
其 次 证 明 
w(O=e +0(uT(u)), u>1. (60) 
由 方程 (53) ， 式 (5$) 知 ， 连 续 函 数 |w (u) | 满足 
I|w(u)|=u 2, l<u<2, 
| | (61) 
|w (u)|< 二 | [w (Dldt,u>2. 


进而 容易 验证 hu) =|w (u) |- HH(w) 是 连续 函数 ， 满 足 
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h(u) < 0, 1 <u<2, 


u (62) 
h(u) < 1f h(t) dt, u22. 


u—-1 


容易 证 明 必 有 h(w) <0 , u> 1. 这 样 就 得 到 
|w (u) |< H(u). 
由 此 及 式 ($9) 88: w (+ co) 存 在 且 有 


w (u) =w(+ œ) — | ， (u) du=w(+ oo) + O(u/T() . (63) 
最 后 来 定 出 w+ o). 设 x 
y(s) = Í ew (u) du, s>0. (64) 
右边 积分 当 s> s> 0 MANHS, H 
|y(s) |< | ea =s, s>0. 
由 方程 (53) 可 得 : 当 s> 0 Bf 


a) 2 GO 
y (s) = -| ue "wu) du= — | 一 | 
1 1 2 


= —s e s(1+y(s)). 
解 这 方程 得 到 


y(s) =cexp (| eol dt- logs) 1, s>0. 
0 


H-T y(+ oo) =0 及 熟知 积分 


lim (-| e 1 dt- loss )=7 ， 
s” œo 0 t 
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故 定 出 c= e” K 
lim sy(s) = e >. 
另 一 方面 , 由 式 (64) 利 用 分 部 积分 得 
sy(s) =e": f ew du. 
由 于 |w G) |< H(u) «e ,所 以 
lim sy (s) -1+ | wa=wt œ). 


这 就 定 出 了 w(+ oo) =e? .由 此 及 式 (63) 就 证 明了 式 (60) . 

综合 以 上 所 得 结果 ， 利 用 式 (51) (52) 就 推出 式 (48) (49), 
(50) 成立， 剩 下 还 要 证 明 F(w) 是 正 的 减 函 数 ， 及 f(w) 是 非 负 的 
增 函 数 . 

先 证 Flu) 是 减 函数 . 由 式 (43) 知 ， 只 要 证 明 当 ww 之 3 时 一 定 
AF (u) <0 .用 反 证 法 EFA, WA w>3 使 得 F uo) = 0， 
F (u) <0, 1<u<um .但 由 式 ($0) 及 (40) 知 ， 一 定 存 在 u, th, 
WR 2<u- l<u<u, l<u-l<u<u, ,使 得 


O=u F (u o) = fluo 1) — Fu) < f(u— 1) — f(u) 
= — f (u) =—ur(F(u — 1) — f(u) 
<u (Flu) — Flu, —1)) =u 'F (u). 


{B u, < u 这 和 假设 巴 秆 . 所 以 一 定 有 F (u) <0,u2 1. 这 就 证 明了 
F(u) (wu 之 1) 是 严格 递减 函数 
同样 由 式 (50) 及 (40) ， 利 用 F(w) 的 严格 递减 知 ， 当 ww>2 Bf, 
uf (u) =F(u—1)—f(W >F(u-1)— Fu) >0 , 


这 就 证 明了 f(w) (u> 2) 是 严格 递增 的 ; 因而 f(u)(u2 1) 是 非 负 
增 函 数 ， 由 此 及 式 (50) 就 推出 F(u) >0(u> 1). 引 理 全 部 证 毕 . 
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有 了 以 上 的 准备 就 可 证 明 本 节 的 主要 结果 : 
定理 9 设 2<zs<y ,条件 (1), (2)(k=1) RZ, H 
L< logy(loglog y) ~$. R, RTA 


(— DLS AL; P, 2)— XW(z) (9, (log yAogz)+ O(loglog y) ?⁄°) j 
>- È ||, i=1,2, (65) 


y>d|P G) 


其 中 


Flu), r= 1(mod 2), 
0 (u) | (66) 
flu), r= O(mod 2). 


我 们 把 定理 9 的 证 明 分 为 若干 个 引 理 . 下 面 的 引 理 10 刻 划 
了 由 我 们 的 合 代 过 程 ( 见 式 (28)) 所 得 到 的 上 .下 界 佑 计 的 主 项 之 


间 的 关系 . 
引 理 10 设 2<w<z<y P=2,90, 由 式 (8) 给 出 ， 再 设 条 


件 (1) 及 (2)(x= 1 满足 RKA 


w()ə,( 1882 )- W(w) > ud) 0, (a) 24. 


logz d| P (w ,z) 
2 
` Pitold) ( log(y/) J +o Lw og ) 
log w log’w 
i=1,2. (67) 
证 : 先 证 明 对 i=1,2 有 


dog» )_ dogy |- 
W(z) o, Ja log z )=wowo( Ee J ,0 


.plp) CR 
" W(p,) Q; log p, 


+ o( LWO 1 J . (68) 
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Vç Y 


MER TA — 


HK(1.55), o .(u)(u2>21) 及 其 导数 的 有 界 性 ， 式 (34)(K= 1)， 
及 式 (40) 得 到 . 


plpi) ( log (y/p) ) 
,六 > P W(p)ç Pril logp 


_ lg(y) Y WO ` 
-vof T logt Ja W(2 


=— W(2) fo Pri (12 - 1 )a oss 


towo Ess ) 


log2 w 


__ Dn log y log z (Be )} 
W(z) ie logz )- logw ` log w 


+ 0(Lm y sz ) . (69) 


由 上 式 及 式 (34)(x= 1) 立即 推出 


1) 34 i=1 BF, @,(u) = 了 (u)， 它 和 它 的 导数 在 [0, oo) 上 一 致 有 界 . 所 以 这 时 条 
件 z<yl 信 改 为 z<y 时 本 引 理 也 成 立 . 

2) 这 一 步 正 是 为 什么 定义 玉生 时 要 它们 满足 式 (40) 的 理由 .因为 假定 从 定理 2 
出 发 经 由 这 种 亚 代 所 得 到 的 第 函数 S(x;s,z) 的 上 ,下 界 估 计 中 的 主 项 XW G) 
的 系数 为 p; (ogy/logz) (i=1,2), 那 末 由 此 可 见 它们 必须 满足 式 (40). X 


际 上 定理 2 中 的 渐 近 公式 对 已 和 上 了 的 要 求 是 和 式 (48)， (49)— 致 的 .可 以 证 
明 这 样 的 函 教 下 ,j 矿 一 定 满足 初 值 条 件 (39). 
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| ( (ogy log y )- píp) 
waol( ee log z z )- W wo: logw ,和 P: 


t<. 
+ 


wo RRA ) 


+o( LWO) Te ) | (70) 


tE SK 334 p, e Z BF, WEA 0p) = 1; 以 及 0 (p) =0 时 必 有 

P>zy( 注 意 现 取 5=2), A log(y/p) /logpi < 2 , I 

而 wm (log(y/p)/logp) =0, 故 从 式 (70) 就 推出 式 (68) . 简单 
说 来 ， 在 式 (68) 的 基础 上 , 当 0,( Pj)=1 时, 对 每 一 项 W (p) 

Q, ((log(y/p;) log p) 继续 进行 式 68) (AR y pi iÑ z ,y) 这 样 的 分 
拆 ,并 不 断 地 这 样 做 下 去 ,最 后 就 可 得 到 式 (67) 下 面 用 归纳 法 来 给 

出 严格 证 明 . 

首先 证 明 对 任意 正 整数 7 及;i=1, 2 有 


W(z) Q; (82 )= wow > u(d)0,(d) pld) 
log dlP Ow, z) d 


log (y /d) 
` Oirw (2) logw 


+ Y MDAA 2 pla)) 
d| P W: Z ， 
w (d) = r 


| ( log (y /d) ) 
Pitr\ logp(d) 


+0( E= lop (wrong 


+ „22 wpGDiogp(O)) ) (71) 


Ts UKIAH rN m 
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当 7=1 时 上 式 即 是 式 (68) 所 以 成 立 ， 假设 式 (71) H r=k(>1) 
成 立 ， 对 式 (71) (r=k) 右边 第 二 个 和 式 中 这 样 的 每 一 项 : 


| 0 (d)j=1, o(d)=k, dlP(w,z) , 
作 式 (68) (z, y, i 分 别 取 为 p(d) ，y/d , i+ r) 这 样 的 分 拆 ， 可 得 " 


| in pP@ | em ) 

i BD PE WAp(d) p (EE 

-wm Y adad L Á. (280A) 
dlP (w. z 


logw 
w (d) =k 


+F naoa LD |- y (p) LP 


>i 
diP (w, z) pi |P (w. p(d)) -DP 
w (a) = k 


` W(p,) Prel og ydp J+ O (Lwow ) oE pd ) 


=W(w) Y HKd)g (d) Ld, „(20A ) 


dip (w, z logw 
dP wa . | 
l pO) og (yl) ) 
+ 20e onki T WOD gm Tog pl) 
wl )=k+1 | 


L p(d) ). 
+o[ iog’ w RA d WOD oe p (d) 


wm (d)=k 


这 里 最 后 一 步 我 们 令 l=pd, 并 注意 到 0 (d) =1 VA 0 (p.) 
=1, (n |P (w,p(d))). BERRAR) (r=k), 可 以 看 出 为 
HE (71) 当 r= k+'1 也 成 立 ， 只 要 证 明 : = lIP(w, z), o (D 
=k+ 1 时 必 有 | 

D 当 0.(g) 1,w(d) = rBf, # r= imod 2， 则 (00))24<y， 所 以 可 MR 


(68); #r= i + 1(mod 2), 仅 可 得 p(d)d< y, 但 这 时 Vi =füu), H 
式 (69) 的 注 1) 知 ， 这 时 也 可 用 式 (68) 
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log 7) _— y lo Pa 
(0 em 1250)" "(5 AT Pee ‘(0 ) 102) 
分 三 种 情形 来 证 式 (72). (a) # 0 (D =1, 上 式 显 然 成 立 ; (b) 
# 0 (IDDT=0， 式 (72) 也 显然 成 立 ，.(c) . 若 0(1) =0， 
0.(1p(D)= 1, F #EFR(IID 知 , k+ 1==o (D =si(mod 2)， 所 以 
Qik (u) =f( u). Jk 2, RA pD) y, 所 以 
fllog(y/D /logp(D) ) = 0, 因此 式 (72 ) 也 成 立 .这 就 证 明了 式 (71) 
对 所 有 正 整 数 + 成 立 . 
下 面 来 估计 式 (71) 中 的 大 0 项 . 由 式 (32) (x = :1) 的 右 半 不 
等 式 知 
2 W(p(d) )logp(d) «Wz)logz > pld) 


i<dlPlw z) í IPG z d 
œ (d) <r w (d) <r 


| pp) y log z 
< wo $, 2 JT 站 本 p <W(z) log w ， 
WË H] Y A(31) (k =1) S 8 A Ñ. Hur=1+@(P(w,z)) ， 
由 上 式 及 式 (71) 就 推出 式 (67) . 

O 还 需要 以 下 两 个 
引 理 . 

引 理 11 没 2<D<C<B<A. Jx, 当 条 件 (1) 和 (2) 
(k= DRENA 


pp) vof- Josa ) a 


p IP (p, O) p logp | 
5 _ Í lóga \f logB LlogB 和 
< WB) exp 人 logc H log4 +o( Ë log'D É (73) 


证 : 注意 到 式 (1.54)， 式 (32) (x= D, DL 2 
expC- log Allogu) 是 4 的 增 函 数 , 由 式 (2.1.5) b (p= p( p) 
W(p) - p.b(n)=0 ,n# E% f(u) = expC—logA/logu) ) 立即 推 
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出 所 要 结论 ， | 

利用 引 理 11 我 们 来 证 明 

引 理 12 W 2<u<pu<x'!'2 RAR) 和 (2)(x=1) 成 
立时 有 


> ppp) ) Wo: )erp ol log(x/p, p) ) 


pipi pp log p; 
p2<plP2pl<x E 
| 2 
<ôW(v) exp 人 logx ( + 0 Llogv ， (74) 
log v ljog 4 
其 中 x x 加 | 
6=(1/3+ log3)/2 =0.71597 - (75) 


证 : 以 了 表 式 (74) 中 的 二 重 和 ， 应 用 引 理 11( 取 D- u, 
C=min(p, ,(x/p,) 2), B=p,, A= xp) 可 得 


I=e 5 PPI y LP Wp,)exp r Je ) 


pil P (u, v) pi P> Í| P (u, c) p: log p, 


<e > plpy) Wip) ep [- log(x/p) ) I 


PilP (u, ú) Pi log C | 
| logp, Llogp, ) | 
| log(x/p,) + | log*u ` (76) 


分 两 种 情形 来 讨论 . (a) vsx. 这 时 有 


r Llogv \\ v pp) ë loga) 
I< (ro 人 )) x » p PPAP U logp 


e _ log x Llogo YY 
< + Woe | Tog? x): 1+0 [ logu )) ; aD 


最 后 一 步 又 用 了 引 理 11 ( 取 D=u, C=B=v, A=x). 由 于 
e /2<6, 所 以 这 时 式 (74) RA. (b) xi4<b 和 xi 把 式 (76) A 
边 分 为 两 部 份 ， 
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I< e +ë 
pi | P (u, x1⁄4) p| P (x1⁄4, u) 


=, + I, ; 
对 五 的 估计 可 用 情形 (a) 的 结果 ， 注 意 到 式 (32)(x =1) ， 我 们 
有 I 


r < È wo) ego (1+ o( og )) 
1> 3 log x log?u : 
现 来 估计 工 . 这 时 C= (xp) 我 们 有 


_ Llogv (pi) log p 
hse (: o( log*u )) piP) DP Wip) log (x/p,) 


和 证 明 引 理 11 完全 一 样 ， 利 用 式 (2.1.5) 计算 上 式 右边 和 式 可 得 


_ -2 log v 3log v ( legs )) 
d e. Wo) logx log log (xA) (1+0 log’ u | 


”综合 以 上 四 式 得 : 当 x“ << x! hj 
' + 2 
I< W(v)exp (- EX )a( -42x Ja: o( Zege )) (78) 


ogv logv log’u 
其 中 o 
A(s) =s les2(1/3—log (3As— 1))). 
由 计算 可 得 o 
A (s) =- 8s- 1) erxX(s-1) + (s-1) -3 
— log(3 As— 1))) 
=- $ (s—1)e™?A, (s) ， 
A (s) =s(s—3)(s—- 1) 2 > 
所 以 ， 


A (s) >A(3) =0.01120... >0， 2<s<4. 
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因而 , 当 2< sg 4 时 , A (s) <0, 故 
Als) < A(2) =ô, 2<s<4. 


由 此 及 式 (78) 就 证 明了 这 时 式 (74) 也 成 立 , 
定理 9 的 证 明 : 当 logz<< (logy)(loglogy) 时， 由 式 (11) ， 
(48) 和 (49) 知 定理 成 立 . 故 可 设 充分 大 及 


logz> (log log y) ’ logy. = (79) 
W 2<vw<z,B=2,0, B8) AH. HK(28) 及 (67) 可 得 


 (— 1): js P, z) — XWQ) 9, [ e> )} 
log z 


>(— 1): 之 , Ad) 0; (d) {sc ;D, w) — Lid. xww) | 
P (wz 


+O DXW Y MADOG) LE 


di P (w, z) 
` fi- onal lo EY jh o[ xw z) EZ Z ) 
og’w 
= > +, +o[xwe as ) i=1,2. (80) 


先 用 定理 3 来 估计 于 .我们 只 讨论 i= 1 的 情形 ，i=2 可 同样 
讨论 . o 


alw (d) | 
+ Ea w faia P, w) — LD xw), 
P (w. z 
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当 d|P(w, z), 0.(d) =1, 2 |o (d), RQ (Ry, z, 4 为 yA ， 
wd, 及 i=1) 可 得 *? i 


{sc P, w)-— XW(w) l>- 一 > [ral 


+o [xwe ad ay Jogy) /d) )). 
i og w 


X q|P(w,z), 0(d) = 1,2 十 w(d) 时 ， 同 样 由 式 (25)( 取 y. z, q 
为 yA,w, d, 及 i=2) 可 得 ” 


{sc ;9, w- pid) XW(w) l> - > | ral 
y> d, | P(w) 


+ o[ xw (v) pld) exp (- 1go) 
d | log w 


由 以 上 三 式 即 得 


22- > > Ira | 
d| P (w, z) y q> dil P (w) . 


+0(xwow) Y PAd pld) exp( - Joga AD) )) 
d| P (w. z) 08W 


Y Iso[xwooy, J. (81) 

同样 可 得 

> ,>- L. nn olor,) (82) 
y>dlPlz ü 


此 外 ， 由 式 (48) ， (49) 立即 推出 | 
Dai < Ès o i=1,2. = (83) 


1) 由 B=2 及 性 质 (了 ) 知 ， 这 时 必 有 wd<p(d)d<y 现 在 i=1, 所 以 可 用 式 (25). 
2) 由 B=2 及 性 质 (1) 知 ， 这 时 必 有 wd<(p(d))*d <y, 所 以 条 件 满足 . 
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这 样 ， 定 理 的 证 明 就 转化 为 选取 适当 参数 w, 以 及 估计 L, 


取 
logw= (og ay logy, 


以 及 整数 1 满足 | 
3! < (log log DA. < ga, | 
把 2 ，, 分 为 两 部 分 
E, = Tt T, GR, ,i=1,2. (84) 
"| od) «21 o (d) >21 


由 引 理 1(R B= 2) 知 ， 当 6(d) = 1, old) <21 时 有 
u og MD) > 00/9222 log y> (oglogy)” log y» | 
由 此 及 式 (31) (k= 1), (32) (k= 了) 得 a | 


W(w)2>, Ww) ogy) ! È, poa | 


< woon e >` -2p) en) (85) 


p PD p 
< W(w) (logz) (logylog w)-! _ 
< W) (log y) ~'(og log y)‘. 
Tk Y . MAD (8= 2) 知 , 40 (Q) =1 时 总 有 


Pay 故 当 d|P(w, z) 时 必 有 logw< log (y/) ， 由 于 
ex (x 之 1) 是 减 函 数 ， 所 以 利用 式 (32) (x= 1) 可 得 


_ c p(d) LZ. A, W(w) 
WWE, = 2 OD) T WD wa 


œ (4)>21 f | 
- exp (~ 10204 J 
logw 
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< Y od) eD W (d) Jog pla) 
41 P (w, z) gw 
w (d) >21 u 
log A) | 
a(s log w ) 
< Y aa L wga) 
d! P (w, z) 
o (d) >21 
log yd) 
exp (- log p(d) ). 


当 o (d) =2m+ i+ 1 BJ, hE ) 知 ， 0 (d) =1 的 充 要 条 件 
É 0 (dA)(d)) =1, 因而 有 


pld) log(y/d) J 
p OLT WoD- T 


w (d)=?}m+i+1 


= 7 awt y £). weperp( logy 


7 i 
kiP (w, z) k pirwa) P log p 
wm(k) =2 m+i 


e 了 logz p(k) 
<lo kez )) L, wO wow) 
0 (k) = 2m +i | | 


o (- log (y/k) ) 
P. I log pík) J> 


最 后 一 步 用 到 了 引 理 11( 取 D=w,C=B=p(k)，A=y/k, 并 
注意 到 wm(kR) =2m+ i, PCY k<y, URX w, z RIE). H 


以 上 两 式 推 出 
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WWI, «(1+ 0( Hz )) 5 2 0(d) 


log’w >]-1 dl pw, 2) 


w )=2m+;i 


p (a) _ log (y/d) J 
F WD exp logd) j 


我 们 利用 引 理 12 来 估计 上 式 右边 的 二 重 和 中 的 内 层 和 .注意 到 0, 
的 定义 , 令 d=p,pik ,p,< p, <p(k) ， 这 一 内 层 和 等 于 


gw L F pipip) y 
(k)=2m-2+i papap e? Pı P 
° m py SPP Pi < y /k 


`- exp (- log(y kp p) J 
log p; 


Llogz YY p(k) 
<ô (+ o( log? w )) x F 0. (k) k W(p(k) ) 
o(k)=2m-2+ií 


/log(y/k) ` 
eap ( log p (k) J 


<. < (1+ o( Hes )) E oW P Wep) 
kiP (w, z 


log? w 
à (k) =i 


l _ log (yk) ) 
wl- g 


l 2m 
«6"WI(2z) (1+ 0 人 )) ， 
| \logw // 


这 里 反复 应 用 了 引 理 12, 而 在 最 后 一 步 当 i=2 时 应 用 引 理 12, 
当 i=1 时 应 用 引 理 11. 进而 ， 注 意 到 工 满足 的 条 件 及 5,1, w 的 
取 值 ， 由 以 上 两 式 即 得 
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WWE, « W(z) Y "(1+0 (tgs))” 


m 之 Il—1 log? 
< Wz) ô+! < W(z) (log logy 2⁄9. (86) 


综合 式 (80) 一 (86) ， 注 意 到 w 的 取 值 就 证 明了 定理 9. 

为 了 应 用 方便 ， 定理 9 可 推广 为 如 下 的 形式 : 

定理 13 ”在 定理 19 的 条 件 下 ， 对 任何 的 g: (q.2) = (q, 
P (z)) = t 我 们 有 


(一 Di 人 cz: z) 一 pta) XW(z) (ens J 
q log z 


+ O ((log w) 


> — > jroal, i=1,2. | | (87) 
了 > d| P (z) I | 
下 面 我 们 来 给 出 定理 9 在 可 生 素数 问题 上 的 应 用 . 
定理 14 设 h 是 给 定 的 偶数 ,一 定 存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 
得 |p 一 hi 是 不 超过 四 个 素数 的 乘积 . 
证 : 我 们 将 证 明 以 下 更 强 的 定量 结果 . 设 b 是正 整数 ,x 是 
充分 大 的 正 数 ,0< |h|<x; 记 | 
TH(x,h) =|{p: p<x, Q (Ip— hD <b)l. (88) 
我 们 要 证 明 | 
T® (x ,h) >3.24C (h) x(log 2 2 , (89) 
其 中 EN | 
. | _ _ 1 ` S 一 上 E 
C(M)= (i GI J H: STT . (90) 
取 .Ad ,是 $1 例 5 中 给 出 的 数列 ， H aed RBH la| <2x, 由 
RU. 14) 知 
T? (x, p> sue, P 2x15) + O(o (D) ) , (91) 
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* rc ao ama veon 


由 式 (1. 31) 知 ， 这 时 p(p) =pAÁAp-1), ph. AARD 
(41=2) 成 立 . 再 由 (这 里 Z-=P,) 


or y dogp y lg 


p | P (w, z) p w<p<z p-1 w<p<z P 
pth 
- È JP 400) 
w<p <z 
pl h 


x | 
> -oee < I+ log logh < log log x 


plh 
就 推出 条 件 (2) X= 1,L< log logx， A, <1 成 立 .所 以 是 线性 
情形 ， 可 以 应 用 定理 9. | 
在 定理 9 中 取 .o =d’, @ =@# ,X=x(x), y=x (e 
为 取 定 的 充分 小 的 正 数 ) ，z= 2x14. 由 式 (65) (i= 2) 48 
S( 9; P p, xt) > n (x) WOX) f(5/2+ 5 (1+0(1)) 


oT > (d) Iz (x; d, h) — n(x) / (d) |; 


x1/2- 
‘a h)=1' 


H51 7(<=1) 1 
W(2 x!5) > 10 e= (logx) - IC(h)(1+o(1)). 
其 中 0o(1)-> 034 x — co. 利用 定理 31. 1.1 及 式 (44) ， 从 以 上 
两 式 就 推出 
SLP, 2x15) > 8(1— 2e) ` 'log(3⁄2 — 5e) C(h) 
“x (log x) 2(1+o(1)). 
取 s= 10-4, 从 上 式 及 式 (91) 就 推出 式 (89) 成 立 . 

从 定理 14 的 证 明 可 以 看 出 ， 为 了 得 到 这 样 的 结论 实际 上 用 
不 到 定理 31.1.1 这 样 强 的 结果 . Kuhn 首先 引进 了 所 谓 “ 加 权 筛 
法 ”,， 利 用 这 种 方法 使 得 某 些 问 题 在 同样 的 第 函数 估计 及 同样 的 
余 项 估计 下 ， 可 以 得 到 更 好 的 结果 . 对 这 种 方法 已 进行 了 广泛 深 
入 的 研究 ， 这 里 仅 讨论 最 简单 的 情形 ， 先 来 证 明 一 个 引 理 
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5115 ihEd2, |h|<x,b EERS. MWK, IEE 
E v> b, 我 们 有 


T(x, h) > SL; P, 2x4) — (1/2); , b) + O(x'-1%), 
(92) 
HR ef 5 为 31 例 5 PRAA, Tx, h) 由 式 (88) 给 出 ,及 
Qv, b) = > SAI: P, 2x4), Pw. 2) = [Í p. 


p| P, IS 2) w<p<z 
PEP 


(93) 
证 : 设 
1o(a) =1, Qla) <b; 2%(a=0, Q (al) >b. (94) 
那 未 ， 对 任意 的 z>2 有 


TH(x, h) = > idaq)> . > Ab(a) 
ae. (s) ae), (a, Ph (z))=1 
= > 1o(a) + O(w(h) ) (95) 


ae) (a,h Pn CG))=1 


<. p (la |)4@%(a)+O(o (h)+ Oz, 

(a.h Pr (2z)) =1 
现 取 z= 2x%,y=2x'%, 并 设 | 
P (a) = > t. (96) 


p Ila. Ph (z,y)) 
显 见 ， 


(1— pi (a)/2) = 


ae (5), (a, Pr ())=1 


x. (lal) (1— p ((a)/2) + O(xz !). (97) 
ae), GohPh OD | 
我 们 来 证 明 : 4 (lal) =1,(a,hP,(z)) =1W, VA 
A (a) >1— p, (a)/2 . (98) 


这 时 , Q (la) =la). 349 (al sb Wr, 4%(a) = 1, 上 式 显然 
成 立 ; 54 Q (|a) 2b+ 1 时 ， 注 意 到 y=2x' 这 时 必 有 p (a) >2, 
所 以 上 式 也 成 立 ， 由 式 (95) ，(97) ，(98) ， 并 注意 到 z, y 的 取 值 ， 就 
推出 


T®(x, h) > > (1— p, (a)/2) + O(x!"'!* ).(99) 


ae.d (5), (a, Pp Qx1 %))=1 
容易 看 出 ,右边 的 和 式 恰 好 就 是 式 (92) 右边 的 前 两 项 ， 这 就 证 明了 
引 理 . 
得 函数 SLO; P, , 2x4) 与 式 (99) 右边 的 和 式 的 差别 就 在 于 
这 里 引进 了 “ 权 函 数 ”1 一 p (a) /2, 对 每 个 元 素 a 加权 1-- p (a) /2 后 
进行 筛选 ， 这 也 就 是 为 什么 称 为 加 权 筛 法 的 原因 . R (91) 仅 把 
TË, 和 单个 第 函数 相 联 系 ,所 以 只 得 到 了 较 弱 的 结果 . 利用 引 理 15 ， 
即 式 (99) , 就 可 以 证 明 | 
定理 16 ” 设 h 是 给 定 的 偶数 . 一定 存在 无 穷 多 个 素数 p, 使 得 
ip 一 h| 是 不 超过 三 个 素数 的 乘积 . 
jz: 在 引 理 15 中 取 ,)= 3,b= 10. 我 们 来 证 明 : 对 充分 大 的 x, 当 
0<jhl<x 时 有 
T 9)(x, h) >2.64C (h) x (log x) 2, (100) 


这 里 Ch) 由 式 (90) 给 出 . 在 定理 9 h R. f =. f), P =P, , X= 
n(x), z=2x'™, y= x" log Px (B 为 一 适当 的 正常 数 ), 类 似 于 定理 
14, 利用 定理 31.1.1 可 得 | 


S( # 5): P, 2x!) > 20e ” f(5)(1+o(1) )C(h) x(log x) 2(101) 
由 式 (46) 知 | | 
Se f(5) =2 fiog4+ t~ 'dt | s llog&— Dds). (102) 
3 2 
下 面 利用 定理 13 和 定理 31.1.1 来 估计 Q,(10, 3) 的 上 界 . 这 里 特别 


需要 指出 的 是 :对 每 个 SC S: Z, , 2x1) 应 用 定理 13 来 估计 上 界 时 ， 
y 的 选取 要 和 p 有关 ， 使 得 所 有 筛 函数 估计 产生 的 总 的 误差 项 可 用 
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定理 31.1.1 来 估计 、 在 定理 13 中 取 .x = f X=r(x), 
q=plP, (2x!, 2x), y=p 1x1⁄2]og-Bix (B, 为 一 通 当 正常 数 ) , 以 及 
z= 二 2x!0 得 到 

S( f. P, , 2x!) <20 e~ p 1F(5— 10 log p/logx) 


- (1+ o (1) )C(h) x(logx) ~? 


| Ir al 
_ _ pd! ° 
p 1x17 2iog Bly>dlPy Qx1⁄40) 


这 里 p1 Pi (2xl4o 2x⁄3). 进而 有 
Q, (10, 3) <20 (1 +o(1)) C(h) x(logx) ~? 


Y  _ 
p| p, Ox! 0, 2x1) e 了 F(5~ 10 iog p/logx) 


t dex" log L 二 ,有 = 下 a) iral. | | (103) 
由 素数 定理 (注意 条 件 | 瑚 | 和 xx ,及 FoO 有 界 ) 知 ， 上 式 右边 第 一 项 中 
的 和 式 等 于 (利用 式 (43) 和 (45)) 


2x173 
e™° (1 +o(1)) F(s-10-08t 这 
1⁄0 Toi log x 


4 I 上 一 l 
_ 1 Sdt. | log (s— 1) | 
一 Fi 本 CE) , I ç dsp. (104) 


由 式 (92) ，(101) 一 (104) ， 利 用 定理 31.1.1 即 得 
TŠ (x, h) >4(1+ o(1)) C(h) 一 一 一 Tex 


' -5 e=! log(s— 1) 
. fiosa f GLD a | —— dsb. 105) 
最 后 ， 来 计算 上 式 中 的 积分 ,利用 


log «= # <la |< st + x=] 21, 
| t 2 O | x 
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4 | t-i 
. 2t— 5 JE 
| t(5-t) a| ds 


4 t-1 

t— 5⁄2 s— 2 s—2 y) ds 
< —,. N . — 一 
?| G D 4 人 2 ` ç ) s 


= lllog2—6log3-1. 


由 此 及 式 (105) 得 | 

T® (x, h) >4 (1+ 61og3— 101og2)(1 +o(1)) C(h) x (logx) -2 
这 就 证 明了 式 (100)". 和 

如 果 在 定理 14, 定理 16 中 取 x= 有 h=N，NN 为 充分 大 的 偶数 ， 
就 可 得 到 相应 的 关于 Goldbach 问题 的 结果 . 

陈景润 提出 了 一 种 新 的 加 权 筛 法 ， 把 定理 16 中 的 “三 " 进 一 
步 改 为 “二 ”. 实现 他 的 方法 的 主要 困难 在 于 产生 的 总 的 余 项 不 能 
直接 必定 理 31.1.1 来 估计， 这 一 著名 定理 的 证 明 可 参看 [26, 第 
九 章 定理 3]. 
”Iwaniec 对 Rosser 第 法 作 了 重大 改进 ,并 给 出 了 很 好 的 应 用 ， 
这 方面 的 知识 可 参看 [25, 第 三 章 ] 及 Iwaniec 的 文章 ( 见 
Halberstam 和 Hooley 主编 的 Recent Progress in Analytic 
Number Theory, 第 一 卷 ， 第 203 一 230 页 ). 


$6. Selberg 上 界 第 法 


A. Selberg 利用 求 二 次 型 极 值 的 简单 方法 直接 得 到 了 得 函数 
的 上 界 估计 ， 进 而 结合 Byrra6 恒等式 就 可 得 到 下 界 人 估计. 这 
种 方法 的 优点 是 十 分 便于 应 用 , 一般 说 来 ， 它 总 是 能 比 Brun 篇 
法 和 Rosser 得 法 得 到 较 好 的 结果 . 在 线性 情形 ， 利 用 Selberg 上 
界 得 法 可 以 证 明和 定理 5.9 一 样 的 最 佳 上 .下 界 估计 ( 余 项 略 有 不 


1) 系数 2.64 可 进一步 改进 ,见习 题 56 K E.K —S.Ng 的 文章 (J.Number Theory, 
18(1984), 229— 237). 
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同 ) ， 事 实 上 ， 这 一 结果 首先 是 由 Jurkat 和 Richert 利用 Selberg 
得 法 证 明 的 . 本 节 不 打算 全 面 介 绍 Selberg 得 法 的 理论 和 应 用 (可 
参看 [10], [25], [30] 及 Acta Arith . 47 (1986) ,第 71 一 96 T), 
而 只 讨论 最 简单 的 Selberg 上 界 筛 法 和 它 的 几 个 重要 的 具体 应 用 . 

Selberg 方法 的 思想 是 这 样 的 : 设 <>2 ,人 是 任意 一 组 实数 ， 
满足 条 件 

A =1; 1=0， d>. | (1) 

由 此 及 式 (1.5) 知 | 


S( fp 2) < > ( > 月 
dl (a, P(z) ) 


ae. 


一 >. )2 hadal | > J (2) 
IPG) P t) ldi ,dy aee . 
= X >, +R (&,2), 
其 中 O x . 
L= >+ 2 4p(ld,d)) Ad,,d,], (3) 
| d, IP Gdl P G) 
R(E , z) = > > ha Aa, tia ay = ls > Aa A in, ) rt) 
dilP (Wal P G) | f dl P (z) NÍd,, dz] =d 


rı 由 式 (1.20) 给 出 . 


由 条 件 (1) 知 ， 余 项 R E, z) 的 项 数 不 超 过 22, 所 以 通过 参数 
的 选取 可 很 方便 的 控制 余 项 的 阶 ; 另 一 方面 ， 主 项 中 的 》 是 一 
个 二 次 型 ， 我 们 可 以 选择 一 组 满足 条 件 (1) 的 1,{ 显 见 1, RER 
EAPO LESIO, 使 得 这 个 二 次 型 取 最 小 值 .这 样 就 得 到 
T S(zh; 久 ,z) 的 一 个 上 界 估计 . 
我 们 先 来 证 明 两 个 引 理 ， 
IAL 设 p(P) 满 足 条 件 2; A 是 一 个 正常 数 ， 


D 这 条 件 和 条 件 (5.1) 的 差别 仅 在 于 :这 里 要 求 p(p) 关 0. 这 一 点 是 在 推导 Selberg 


上 和 界 得 法 的 过 程 中 所 需要 的 , 但 最 后 的 结果 用 不 到 这 一 假定 ， 
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0<p (p) p<1-1/A,, pef, (5) 
那 末 ， 对 任意 的 <> 2 和 任意 一 组 满足 条 件 (1) 的 1 , 必 有 
2 > (G, (¿ ,z)) !, (6) 


其 中 
G(E,2)= > 80), Pw(z)= |] p, D 


¿>1|P(gL) G z>peə 
ptk 


DEEE pu 天 0, (1,7) = 1 上 的 积 性 函数 : 
g(1)=1; g(p)= Fa (1- pp) E peZ. (8) 


进而 , 一 定 存在 一 组 满足 条 件 (1) 的 4 使 得 式 (6) 中 的 等 号 成 立 . 

证 : 当 Ad ) #0, 1 ( d.) #0 时 5 (d, 9 d, Xd,, d.) ) = 
((qd1,d)), d, Ad, ,4d,)) =1, 所 以 对 积 性 函数 pld), 4(d.4,,@ )=1 
时 有 Es 


pl{di , d, 1) = pd ) p(d, Ad, ,4))= pldi) (4) 7P (Cd, , 42). 
由 式 (8) 知 ， 当 (4d, 现 ) = 1, uld) #0 Bf, 
dd = MUHD = 140. 
由 以 上 两 式 即 得 : 34 uld) #0, (d. P) =1(j=1,2) 时 ， 
p([ 4,, d1) Ad, ,dsl= (pld) /4) (o(4) 4) Z 1400.9) 


”把 上 式 代入 式 (3) 得 
È= 于 外 人， | (10) 
其 中 E I o x 
n= X ardi NPO. (11) 
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H Mobius 反 转 公式 知 
àa =(d/p(d)) ,2 MI) y,, dlP(z). (12) 
这 样 一 来 ， 当 给 定 一 组 实数 A (d| P(z)) 满足 条 件 (1) 时 ， 由 式 
(11) 确定 的 一 组 实数 y, (l /P(z)) 就 满足 条 件 
2 pADy=1; y=0, >£ (13) 


¿>1|P G) 
反 过 来 ， 若 由 条 件 (13) 给 出 一 组 实数 y, (I| P(z) ) ， 那 末 由 式 (12 ) 
就 确定 了 一 组 满足 条 件 (1) 的 实数 (4d |P(z) ). . 
因而 ,对 任意 一 组 满足 条 件 ( 1 的 44, 利 用 Cauchy 不 等 式 ,从 式 
(13),g(D >0 (这 由 定义 (8) 及 条 件 (5) 推出) , 式 (7) 及 式 (10) 可 得 到 


2 


| > pADy) ( S ZD ' y, TD ) | 


5>11PG) 
< Y gD E AOGE, DI, (14) 
£>1| P G) >il Piz) 
HPFS 24 H 48234 E | 
yi=u(Dg(D G (2,z2), — ¿>l P (2), (15) 


时 成 立 . 由 此 及 前 面 对 儿 和 ¿, 之 间 关 系 的 讨论 就 证 明了 3 引 理 . 
引 理 2 ”使 得 式 (6) 中 等 号 成 立 的 实数 4, 由 下 式 给 出 : 
u(d)G,(£/4,z)XG, (£, z)) H (1— plp) p) l, E> 4d1P(z), 
| | 16) 
0, d>, | 
且 满 足 | 
I4ls1, — ¿>dlP (2. | (17) 
证 : 从 上 面 的 讨论 知 1, 的 值 只 要 在 d1P(z) 上 有 定义 ， 其 它 不 
用 考虑 ， 因 此 可 假定 总 有 d| P (2). 由 引 理 1 的 证 明知 ， 使 式 (6) 等 


号 成 立 的 yy 由 式 (15) 和 (13) 唯一 确定 ; 进而 由 式 (12) Hi, 使 式 (6) 等 
号 成 立 的 和 是: 4; =0,d>č, R ë> dl P (z) Bf 
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u (d)d 
d pd 2) PR, (1) 
I< | 


_ kA(d) dg(d) -1 (D, 
-G2)) 2, 


EA>h Pg) G) 9 
由 此 及 式 (7) 和 式 (8) 就 证 明了 式 (16). | | 
对 给 定 的 d<¢,d |P(z)， 注 意 到 式 (8) 及 g) > 0, 我 们 有 
G(¿z)= > 2 ggD=>gD 之 gm 


hld ¿>l |P (z) hid ¿h >m] P(q)G) 


>G, (č/d, 2) 》 g(h) = G,(¿/4,,z) HI -pp ag 
hid p 


由 此 及 式 (16) 就 推出 式 (17). 

综合 引 理 1, 引 理 2 以 及 式 (2) 就 得 到 最 简单 的 Selberg E7 90 
法 . 
定理 3 ” 当 条 件 (5) 满足 时 ,对 任意 < 之 2 有 l 

SA: P, 1) < X/G, (ész) + R(E, 2), | (19) 

其 中 GE) 由 式 (7)(k=1) 给 出 ， 由 式 (16) 给 出 ,以 及 R(&,z) 
由 式 (4) 给 出 。 此 外 ， 余 项 满足 全 计 

| IRG(,|]|< È ajri. (20) 

£2>dlP (2) 


“ 式 (20) 是 这 样 推出 的 : 当 p(d) +0 时 ,方程 [a ;dh]= d 的 正 整 数 
对 d, , d, 的 解数 等 于 
CI ， 20+CI 2+.%+Cs* rsy, 

其 中 s=w(d)， 由 此 及 式 (16) ，(17) 就 推出 
> ls 
[di ,dsl=d 
进而 ， 由 此 及 式 (4) 就 证 明了 式 (20). 

”定理 3 表明 ， 得 函数 的 上 界 估计 可 转化 为 估计 G (z, z) 的 下 界 
和 余 项 R(t,z) 的 上 界 . 显然 ,为 了 讨论 GE, z) 并 不 需要 假定 pp) 
> 0, 仍 可 在 条 件 (5.1) 下 讨论 . 若 设 


3w (a 
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o, (u) =2 “e "u" (<+ 1), O<u<2, 
(u “o. (u)) = —-Kku "l (u— 2), u>2. 


Hit t= logé Aogz. 在 一 般 情形 下 可 以 证 明 
定理 4 若 条 件 (5.1) 和 (5.2) 成立， 当 2<E<z 时 有 
(Gé, 2)) != W(z)í1 /0, (27) + OCL log 2) }; (21) 
34 2 < z< š Rf 
(G (£, z)) -!= W(z) {1% (2r) + O(L2t']og 12) } (22) 
其 中 O 常数 仅 和 A.A, 有 关 . 进而 有 
SCK, P, z) < XW(2)11 A, (2T) +O (L !+ rax+0log-iz)] 


十 R(e, z) 9 ü" (23) 


其 中 RE, z) 同 定理 3. 

当 T 充分 大 时 有 类 似 于 定理 5.2 的 渐 近 公式 . 

定理 $5 当 条 件 (4. 1) 和 (5. 2) 的 右 半 不 等 式 成 立时 对 
 2<z<¿.# l 

© SA; P, z) = XW(z)(1+ O(exp(— G logt) ⁄6)) 1 
+0 > 3°2]|r0]|.10]<1. (24) 
¿2> 41P (2) 

定理 4 的 < 入 z 的 情形 和 定理 5 Æ Selberg 上 界 筛 法 的 两 个 
基本 定理 ， 这 里 不 予 证 明 ( 定 理 4(c< 和 z 的 情形 ) 及 定理 5 的 证 明 
安排 在 习题 69 和 70. 可 参看 [10, 定 理 5.2,6.3 7.1] 及 [26, 第 七 章 
定理 6, 7 ]) . 在 线性 情形 通过 逐步 个 代 可 以 证 明和 定理 5.9 同样 
的 结果 ?0( 见 [10, 定理 8.3] 及 [26, 第 七 章 定理 9])， 在 非 线 
性 情形 可 以 由 此 得 到 上 、 下 界 估计 ( 见 [10, 第 七 章 〗)) ， 这 里 也 都 
不 作 讨论 ， 
这 里 顺便 指出 这 样 一 点 : 当 x= 1 时， 由 Selberg LAMAR 

1) 最 近 D.A.Rawsthorne(Acta Arith .,44(1984) ,181 一 190) 指 出 : 仅 利用 定理 5 


及 Bymra6 恒等式 就 可 证 明和 定理 5.9 同样 的 结果 ， 这 和 用 Rosser 筛 法 的 论 
证 就 一 致 了 . 原来 的 证 明 需 要 用 到 定理 4(¢<z 的 情形 ). 


‘770. 


接 得 到 的 上 界 估计 (22) 和 由 定理 5.9 得 到 的 上 界 估计 式 (65) 
( 取 i= 1,y=e<2) 是 一 样 的 ( 余 项 中 的 因子 3" 岂 是 很 小 的 ， 所 以 两 
个 余 项 实际 上 是 一 样 的 ) .由 此 可 见 ，Selberg 上 办 第 法 是 十 分 强 
有 力 的 . 在 一 般 情形 下 ， 它 大 多 比 组 合 得 法 得 到 更 好 的 上 .下界 
估计 . 

本 节 将 仅 讨 论 plp) =1 和 pAp- 1) 这 两 种 重要 的 特殊 情形 
(都 是 线性 的 ) ， 且 取 上 “=z. 通过 具体 讨论 对 应 于 这 两 种 情形 的 
G.(z , z) 来 得 到 式 (23) 给 出 的 上 界 估计 . 进而 利用 所 得 到 的 估计 
来 证 明 Brun 一 Titchmarsh 定理 (定理 8) 和 估计 Z( x, h) W LK 
(定理 10). 最后， 在 定理 11 将 讨论 Brun 一 Titchmarsh 定理 和 
L 函数 的 Siegel 零点 的 存在 性 之 间 的 关系 ， 这 一 关系 的 讨论 将 用 
到 在 $1 结束 时 所 提 到 的 “加 权 筛 法 "， 这 表明 Selberg 上 办 第 法 
在 应 用 中 是 十 分 方便 和 广泛 的 . | 

先 讨 论 p(p) = 1 的 情形 . | 

定理 6 若 条 件 .p(p) =1,pe2 RX, M 


Gi(z,2)>logz 22 _ (1-4), (25) 


z> Pe# ' 


以 及 
SA2, <- [I (1- s ) + R(z , z) . (26) 


log z z >peg 


iz: 条 件 (5) 显然 满足 , 由 式 (8) 知 , g(1) =1;g(p) =(p— 1) ' 
pe. 


k 一 =_ 
我 们 有 | Í m" 
= = +. (27) 
G(z,2 So g (l) 3 op(D 
由 此 可 得 
y Je (d) _ (d) 
iz: (d) IIK d<z,Q.K)=l o(d) 
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-y (d). u?(h) 
.ffx @()) a<z4 Ky=1 @(h) 


< G, (z, z) il (1- = y. x (28) 
p! K 
为 一 方面 有 I | 
PAd _ > Md) ( >) 1 
z D p(d) 之 II l p > 之 ~ > log z. 
(29) 


由 以 上 两 式 就 推出 了 式 (25)， 进而 利用 式 (19) (= 2) RARR 
(26). 

定理 6 的 一 一 个 简单 应 用 是 | 

定理 7 设 .x 是 $1 例 2 给 出 的 数列 , 多 是 任 一 满足 条 件 


(@.k) = 1 的 素数 集合 ， 那 未 有 
(2). J f 
SSA; 2, ;) < Klogz II. Í 


以 及 


1- "” )+ R(z,z), (30) 


IR(z,2) | <2. (3D 
证 ; 在 定理 6 中 取 .x =d, HK(1.24) 知 定理 6 的 条 件 
成 立 ， 且 = y 人 ,因而 由 式 (26) 立即 推出 式 (30) ， 而 由 式 (1.25)， 
(4) 和 (17) 推 出 式 (31). | | 
特别 的 ， 在 定理 7 中 取 .w 2 ={a: 1<a<xX 即 取 k=1， 
y=x), KZ={p: p| M ), M 为 一 给 定 的 正 整 数 ， 且 其 素 因 子 
<x. 那 未 ， 对 任意 的 2<z<x 有 
Q (x= X 1<S(g>; Z, z2) 


n<x,n ,M)=1 


< -> 
gz ( J +z 


L] +z 
p 


— 
< log z n 
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_ Q(M) x _ l Y 


最 后 一 步 用 到 了 M 的 素 因 子 < x. 利用 数值 估计 2 
[I (1- P ) <elogx(1+ 5 ) , x>286 (33) 


p<x 


并 取 z= x! 2, 就 得 到 当 x> 286 时 有 


e (M) 1 z _ 1 Y 
Dy (x) < M d + < )n( 5 J | 


Q Sosa em), 


21og2x x' 


ERU } 中 的 函数 当 x> e 时 是 递减 的 ,由 计算 得 
ó, (x) S7M-'O(M)x, x>e', (34) 


这 是 一 个 很 有 用 的 估计 ， 只 要 M 的 素 因 子 <x 时 就 成 立 . van 
Lint 和 Richert 进 一 步 改 进 为 
(M) <2e' Mr-io (M)x(1+ O(log logx /Aogx) ). (35) 

Hall 用 不 同 的 方法 把 上 式 中 的 系数 2 改进 为 1, 这 是 一 个 最 佳 估 
计 ( 见 习题 57). 

大 家 知道 ， 研 究 算术 数列 中 的 素数 分 布 在 解析 数论 中 占有 特 
别 重 要 的 地 位 .在 第 十 八 章 中 已 经 指出 ， 由 于 工 函数 可 能 存在 例 
外 零点 ， 所 以 仅 当 k< log 4x(4 为 任 一 给 定 正 数 )，(1, k) =1 时， 
(Xx ;上 ,站 ) 才 有 对 上 ,1 一 致 的 渐 近 公式 .在 第 三 十 一 章 利用 大 得 
法 可 以 得 到 当天 <xv“2log-sx( 召 为 某 一 正 数 ) 时 ,r(x 汰 四 的 均值 
估计 . 然而 ， 当 K< x 时， 对 单个 的 x(x ;上 ,用 解析 方法 至 今 
得 不 到 有 价值 的 结果 .Titchmarsh 首先 利用 Brun. 第 法 得 到 了 如 
下 的 上 界 估计 : 存在 绝对 正常 数 c 使 得 四 


1) H J.Rosser, L. Schoenfeld, Illinois J. Math., 601962, 64— 94, 20. 29). 
2) Acta Arith . 25(1973/14), 347— 351. 
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n(x; k, D <cex(e@(k)log(x/)) !,k<x. — (36) 


后 来 许多 数学 家 都 致力 于 改进 常数 c 的 值 ， 这 种 类 型 的 结果 通常 
称 为 Brun- Titchmarsh 定理 . 关于 这 方面 的 进一步 知识 可 参看 
[10, 第 三 章 34]. Iwaniec 的 文章 ( 见 J. Math. Soc. Japan, 
34(1982) ,95 一 122) ， 及 Fouvry 最 近 的 文章 ( 见 Acta Arith. , 
43(1984), 417— 424). 
于 面 利 用 定理 7 来 证 明 
定理 8 w | 
l<l<k<y<x, (k,D)=1. (37) 
我 们 有 ; 
n(x; k, D- alx— y; k, D <3y(@(k)log(y/k)) =. (38) 
特别 的 当 取 y=x 时 就 推出 式 (36) 中 的 c= 3. 
证 : 以 A(x,y;k， J) 表 式 (38) 左边 的 差 . 设 


K=k, 2|k; K=2k, 2+k, 
以 及 
l=l,2|k 或 2+kl; h=l+k, 2+k 且 2 11. 
A(x, yik, D < A(x,y ;KkK, 1)+1. (39) 
t= yk >l RASE Mt e mph y KEAR). 
(a) t< @° 的 情形 .由 于 p(k) =o(K) <K/, 及 A(x, y; 
K,l) <y/K+1, 从 式 (39) 可 得 | 
yip(k)log(y/k) Alx, yk, D <(1+ 417?) logt= ft). (40) 
HT f (O =rX8e+4— 8logt) =t FG), F (g) =2t—8t”',F (t) 
=2+8t-2 E, 4 t>1 时，F(2) =8 一 8log2>0 取 极 小 值 ， 
因而 当 t> 1 时 六 (0 > 0. 由 此 即 得 : 34 < B f(t) fle’) 
= 2.9351, 这 就 证 明了 式 (38) í txe? NRE. 
(b) t> e! 的 情形 . 在 定理 7 中 取 , 2 =Z, , 
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= AV={a: x-y<a<Ssx,a= l(mod K)}. 


由 式 (30) 可 得 
A (x, y; K, l) < S( s£”; P, >» z) + x(z; K,1) 


erta Bt) 
K logz H p 


+ | > d ) + a(z; K, 1) 
d | | 


<z, (d, K)=1 
<y(e(k)logz) !'+(2—5) A ,z>9, 
最 后 一 步 用 到 了 当 z> 9 时 必 有 | 


4<z,(d,K)=1 


a(z K, D< Y (QO -1<G-3⁄2. 
2 r d<: f 


这 样 ， 由 式 (39) (41) 推 得 : 当 z> 9 时 有 
JJg(Dlog ( y/k) Alx, y; k, D) 


1 olk) 2- £L) pA 
<+ y 4 log 7 


2 
(2; + > ogt. 


我 们 要 在 条 件 te! 下， 取 适 当 的 z> 9 使 上 式 右 端 为 极 小 . 


此 令 glu) =2u'+ e /2(u>0) .我们 有 
g u) = — 2u 2+ t e" , 
. g'(u) =4u 2+ 2t2@u>0, u>0.. 


AK u= /了 t g) 为 极 小 . 记 这 一 值 z 为 u= a (D. 


Z P< X (d) <(z— 1)⁄2 , 
2f d<z 


(41) 


(42) 


为 


t> ee 时 必 有 Wes> 25.T,uÍ > 2.37. 因而 z= z6 (0 = e" > 


10.69 ， 故 可 在 式 (42) PR z= 及. 由 
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(20g % +272 P)log t =(2u7!+ uz) [u +logu— Pe) 
W (uo), | = 
g (u) = =u -+ (1+ u’) (log(2e) - Zogu) , 
可 看 出 当 w> /2e 时 gG) ERR. 由 于 2 :37> V 2e > 故 有 
| gı Cuo) <g, (V2e )= 2(1+(2./2e ) ~)? =2.9497 , 
由 此 就 证 明了 定理 当 t> eo 时 也 成 立 - 

Montgomery 后 来 利用 大 第 法 证 明了 式 (38) 中 的 系数 3 可 
改进 为 2 ( 见 定理 28 6. 1). 对 系数 2 的 任何 改进 将 有 重要 应 
用 一 一 即 工 函数 的 例外 零点 不 存在 ， 这 将 在 定理 11 中 证 明 : 

下 面 来 讨论 pp) =p/Ap 一 了 的 情形 | 

定理 9 FRIE pip) > 5P4P- 1), peP R, B242. R 


们 有 | - 
se 二 
| t -i 
. -n(- (p- 1)? ) . (43) 
以 及 


SCA; P, 2) < fia o(- J} TI (1- 1 ) 
| ~ logz logz z >pe? p 


县 (1- Gy Jie z), (44) 
其 中 R(z,z) AAA E= z) 给 出 . 

“” ”证 : 由 式 (19) 知 只 要 证 明 式 (43) . 22 故 条 件 (5) 满足 
由 式 (8) I, g( 1) =1, g(p) =(p—2) ~, pe 2. B jk, glp) 
=(1+g(p)) ⁄2@) , pe 多 .所 以 有 
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L N ] _ 1 
G (= 2 O o(d) 2 gD) . 9 va% ild o(d) 
= gD_ — Sn 
z>il P G) g(l) [lz >mll ` PO) (m) l 
上 式 中 的 内 层 和 就 是 定理 6 中 讨论 的 G1(z,z)( 见 式 (27))， 类 似 
于 式 (27) 一 (28) 可 得 四 
1. 
1 -1p(z) op(m) 


I 'z>mll 


>log— [I (1-4) [I (1-4) 
l l, >peg E [lz>pl! p 


(45) 


> n (+) y (D g(D log 2 . 
>peg | p (I.# )=1 l | 
我 们 有 (注意 g(D 是 积 性 函数 及 其 表达 式 ) x 


y #00) _ IL (1+ 1 J 
(.9)=1 pE? p(p— 2) 


. | 
Lm ) > 


> — logl = > <U > logp 


(1,9 )=1 (I.# )=1 pli 
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= y log p u2(m) g(m) 


pea p (p— 2) (m.# )=1,p+m m 
| i 
_ logp 
H (- (p— 1)? =n] > (p-1) 
由 以 上 三 式 得 


Gi(z,z)>(logz—c) TI (1- 站 J 


z>pE # 


1 -1 
E (1- (p— 1)? ) | 


其 中 、 
= > (p-—1) logp. (46) 
p 


这 就 证 明了 式 (43). 
特别 的 ， 当 取 2 = 2, ,21 玉 时 ， 式 (44) EH 


S(.Z. 2, , z) < 2 C(K) T+ fı + o( — J} RG. z),(47) 


log z 
其 中 
C(K) = T 2 y(i — T 外 21K (48) 


p>2 


作为 应 用 我 们 来 证 明 李 生 素数 对 的 上 界 估计 ， | 
定理 10 设 h 是 偶数 , 0<lhl<x.Z(x,h) H Š1 例 3 给 


E. RIJE 
Z(x, h) <8C(h) Ta fio nas log x )} . (49) 
og x 


其 中 C(h) HAC RE, OREM h 1. 
证 : 取 A “是 $1 例 5 给 出 的 数列 ， 由 式 (1.13) 及 (1.14) 知 ， 


Z(x, h) <S; P, ,xi hog-? x) + O(x'®), 
.778 . | 


这 里 B 为 一 待定 正常 数 ， 对. D, 由 式 (1.31) 知 定理 9 的 
条 件 满足 ， 故 由 式 (44) ， 即 式 (47) 得 


x | o[ loglog x ) 
log’x logx 


SCL; P, x X 


+ È .je2d)3o@ 


d <x! Zog” 2B, 
(d.h)=1 


[ce d. h) 一 7 n(x) |, 


这 里 用 到 了 式 (1.32) 及 式 (20)}(&= z). 选取 适当 正 数 B, 由 推论 
31.1.4, 从 以 上 两 式 就 推 得 所 要 结论 . 

用 完全 同样 的 方法 可 得 到 31 例 中 的 D( N) 一 一 偶数 表 为 两 
个 素数 之 和 的 表 法 个 数 一 一 的 上 界 估计 


loglogN 
D(N) S8C(N) x ToN fis of Jog N )} . (50) 


陈景润 :把 式 (49) 和 (50) 中 的 系数 8 改进 为 7.8342, 这 是 一 个 突 
破 . 他 的 方法 主要 是 利用 形 如 习题 21 的 组 合 恒等式 (更 复杂 ) 及 习 
题 31.2 一 31.7 中 的 Bombieri 型 均值 定理 ,对 Z(x, h) 的 估计 ， 
当 hx log*x(c 为 任 给 正 数 ) 时 ， 系 数 可 进一步 改进 为 68/9+ 8 ， 
128/17+2, R 7+ ,但 没有 改进 D(N) 的 估计 2. 

作为 Selbere 上 界 筛 法 的 最 后 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 (参看 
[25, §4.3]): 

-定理 11 如 果 存 在 两 个 正常 数 n<1， 14<1, 使 当 3<k<x' 


时 有 
n(x; k, D <(2—n)x(@(k)log(x/k)) ~}, (51) 
1) Sc. Sin. 2101978), 701— 739; sË Sci. Sin . 23(1980), 1368— 1377. [26, 
第 9 章 ，32]. 


2) 见 第 三 十 一 章 前 言 结束 时 所 引 的 Fouvry, Iwaniec, Bombieri 等 人 的 文章 ， 以 
及 Huxley 的 文章 : Acta Arith ., 43(1984), 441— 443. 
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ARK, L 函数 不 存在 模 大 的 例外 零点 ， 也 就 是 说 ， 一 定 存在 正常 
数 c =c (wn A), WER k KEE x 所 对 应 的 L(s , x) 的 实 零 
点 B( > 1L2) 一 定 满足 | 
| B<1—c,(log k) "'. (52) 
定理 证 明 的 思想 是 这 样 的 : 设 x 是 模 上 的 实 的 非 主 特征 ， 
1 一 b=6(B 可 假定 充分 接近 1, BU 6 充分 小 )， 


b(n) = Dx (d d= [T (1+ Cpp + rpp). (53) 
din p' lin | 


ER, b( n) 是 积 性 函数 ， 


> b(n) n * =L (s) L(s+ ó, z), Res > |， (54) 

o b(n) >0, n2 1. (55) 

再 设 4< 2< x K x | 
J(x, £) = y bp). (56) 


¿p< 
一 方面 当 条 件 (51) 成 立时 ， 直接 可 得 JO, 加 的 一 一 个 下 界 估计 
( 见 引 理 12); 而 另 一 方面 ,利用 Selberg 上 界 第 法 (加 权 形 式 ) 可 
得 到 J (x , 2) 的 一 个 上 界 信 计 ( 见 3813). 从 这 两 个 估计 就 可 
推出 式 (52). 
引 理 12 ”在 定理 11 的 条 件 下 ， Bto, = min (å, 1 /44) 当 x 
充分 大 , KK< x“ 时 ， 我 们 有 
© J (x, é) >(n/3)x /log x. | (57) 


证 : 由 于 x 是 实 的 非 主 特征 ， 故 有 
J(x,e= Y> 1+ È x (p) p° 


¿<p <x ¿< psx 
> > 1- È AP 


£ <p<x xz p+ k 


- y A skd 


I<i<k,(I,k)=1 


=(1+o(1)) I 
“logx 
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TV 


= ` Y 


> (1+0(1)) Te zx i pepa 


k. 人 


$ xD=0, x7. 


1<l<k 


当 k<x 时 ， 从 前 式 就 得 到 
X __ (- 也 X (1: +z logk ) 
logx Z} logx logx 


_ JIL 1 X 
(i 2 (1+ 了 J logx 


n 
= 人 T4 Lo) logx ， 
这 就 证 明了 趟 (57) 
31813 i%J(x,¿)HÜA(56) # H. 38 k< 25, £ < x!⁄* B, 
我 们 有 
J(x,¿) < U= 8) x ôx, (58) 


这 里 的 ó 同 定理 11, < 常数 是 一 一 绝对 正常 数 . 

在 证 明 这 引 理 之 前 ， 我 们 先 用 它 和 引 理 12 来 证 明定 理 11. 

定理 11 的 证 明 ; Eu x= k, e > max(80, c). BAGA 
(58) 就 推出 

1~p=56 > (1/3) log x) +'=(1/ 3c.) (log k)`', 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 
” 引 理 13 的 证 明 : 这 里 的 证 明 方法 就 是 $1 结束 时 所 说 的 那 

种 加 权 第 法 . 设 实数 4, 满足 条 件 (1)，& 由 这 里 给 出 ,人 羽 及 P (ë) 

=I p .由 于 b(n) >0 故 有 


ngx, PILE) . n<x | (n P1 (€)) 


J(x,t)< > p(n) < > pn { > 4 ) 


= X pd)nud) hah, È b(n) = Kx, č). (59) 


di< ç, dy<¿ . ld l nsx 
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下 面 来 计算 


B(x)= > b(n), ud) #0. (60) ， 


din &x 


为 此 先 来 计算 b(dn) WERAK, LETERE R uld) #0. 设 
d=I1 p. 当 Res> 1 时 有 (利用 式 (53), (54)) 


》 了 = THBP) + pbi +p hpt) 十 .…， .) 


nl 


=|](1— x(p)p °) $ fl — (x(p)p $) t" +} 


-Tx (pp) Ap pp 
. (1 一 x(p)p °°: ) -1) 


= (s) L(s+ ó, x) lI (1— x(p)p-) 


-{(1— xp) p=) -(1 - p~) Clp) p>) MA) 


=Y Dw. [~ Xp) pp 


-G-p app. ° x (61) 
#u(d) #0, W% Re s>! 有 


n=1 


lI r b(p) + p) - _ Doo } (62) 


再 设 b, (n) 是 b(n) 的 Dirichlet 逆 ， 由 式 (54) 知 
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ç7 


Hip sZ 34 E (L Qí rN _m 


! + oin aq Bas r l: viio- SARE a ONA ara: 


Y bin) = COL (s+, y), Re s>1. 
n=l 


所 以 ，p (9 是 积 性 函数 ， 且 
b(n) = 2. u(j)x(j) pinu (nÀ), 


因此 有 
人 =1, b(p)= -—b(p), b (p) = b(p)-—- 1, 


(63) 
b (p')=0, a>3. 


由 此 及 式 (62) 得 : 当 Md) #0,Re s> 1 时， 


$ Md) a U Tb O) + bp p™). 
n=1 n=1 p 


n 
因而 ， 当 Ad) £0 Bf | 
b(dn) = pd) 2  b(n/) b (dh, 
tid,n 


Y bdn =d ` b (4) S blm). (64) 
, yzlild 


 n<y m&yA 


再 计算 右边 的 内 层 和 . 我 们 有 
S b(n)= > x(m)m` ° 
ml<z 


naz 


= 2 z(m)m ° [z/m] + 2 (mm? >, 1. 


ms /> z <m<z u<z/m 


2 (mm ° [z/m]=z 2, Xx(mm "t+ o( > m- ) 
"Syz m</z LEN 


=zL(1+8, x) +O(z" ?Vk logk), 
最 后 一 步 用 到 了 定理 13.4.1. 类 似 可 证 
Y ymm? $ i=} > ymm”? 


Vz “<m<z u<z/m u< Sz Vz <mzA 
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< logk. 
由 以 上 三 式 即 得 | 
y bln) =zL(1+j, D + Ot- PaSk log). (65) 


n< z 


由 此 及 式 (64) 推出 : 当 uld) x<0 有 时 
> b(dn) = KALU + ó, py 之 ， l 'b (dD 


n<y 


+o [k (logk) y" 1⁄2 L |b (dl) ro) 
= uld) L(1+ ó, Dy 2 r b aD | 


. > |b, (dD) | 767872 机 
IL | 
注意 到 b(n) 是 b(n) 的 逆 及 式 (63)， 当 (d) Z 0 时 我 们 有 
> [bi (dD = lI (b (p) +p 'b(p2)) 
TE; pld | 
= 4[l (Pb) + p 2b(p2) ) 
pld 


=, (d)d lI (1— F; ') 

这 里 u 

已 = È blp")p™". (66) 
m=0 


从 以 上 三 式 就 得 到 B, (x) 的 计算 公式 : 33 (d) #0 时 ， 
B,(x) = >, b(dm)=xL(1+ ó, DIU -1) 


| máx 


(I—ó)/ 
ro(( x] (Vk logk+ L(1+6, Xx)) 
-È |b (d| -02). (67) 
lid 


.784 . 


现 取 X=xL(1+ 6,X),，p(p) =p- F7), URR 
r(x) = B, (x) — ed X, d) #0. (68) 


TA, r(x) 即 是 式 (67) 中 的 O 项 . 这 样 由 式 (59) 给 出 的 I(x, ë) 
可 表 为 


Kx, ë) = | 2 Y Mad Md) Andy PLA d. D lx 
di <t dy <t I° GQ 


+> 2, ud) uld) hy aT taa O> (69) 
dı <š d> <ë 
这 里 的 形式 和 式 (2)( 取 2@#=2 ,< 上 = 引 完 全 一 样 ,所 以 可 同样 地 
进行 讨论 . BO, 为 由 引 理 2 中 给 出 的 值 就 得 到 | 
Ix, é) =X(G (š, £) ) ~! 
ro( Y pe(d) pe(d,) | ria ,1 (x) ). (70) 
č 


í <š , d> < 


这 里 (由 式 (8) 及 这 里 p(p) 的 取 法 推出 ) 
GEED => pD [I F,- D. (71) 
I<¿ pli 


这 样 ， 问 题 就 转化 为 估计 CI(e, ¿) 89 FL, 及 式 (70) 中 的 0 
项 的 上 界 . 注意 到 对 任意 正 数 e, b(n) «n, b(n) «n, H (67) 
知 


> pd) pd) Ina. A ONKx klogk +L(1+ó,z) 
š 


di <ë d}< 


E E eed) d d 0528 Y e 


de <t MEd» dol 
«x(S k logk+ LO +ô, r) 2. (72) 
最 后 来 求 G,(¿, 6 的 下 界 . 由 b(n) > 0 及 式 (71) (66) 5 
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GAE, = ` 2 (D II (p `'b(p) + p 2b(p2) + ...) 
I< P 
> P'b(D >£-25 p pb(D). (73) 
| <ë I< š 


利用 双 曲 型 求 和 法 来 计算 最 后 一 个 和 式 ， 由 式 (53) 得 : 
> I 112 b(]) = > Ann 》 mP 


I< m< n 


+ Y ms x 


m< SE n<¿ n 


)2 xoda) ( > misa ) 
< 


m< fE Ve 
= +I +I. (74) 
由 最 简单 的 《函数 的 渐 近 公式 (23.1.4) 可 得 
> m 124 — (2ó) -1y + £ (1 — 25) + O(y-'+»), 


m<y 


以 及 由 于 8=1- 5 是 零点 ， 所 以 
Y xmn =L- s, - >, xWn 


n<y n>y 


=— 1 x(mn tikky ts. 


n >y 


由 以 上 两 式 即 得 
了 =(25) PE ` y(n)n !"5+¿(1-24)X xn) n't’ 
n< SE n< fE 


rofa > n ) 

n< Jg 

= (28) 7'E? L(1+ ó, x) + O(kó "1 8t15302) 
L< k& 11 > ms <Í k £ 1302. 


m<.J/ ë 
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I, < k TIE (1+35)72 


利用 以 上 三 式 ， 从 式 (73) 和 (74) 得 到 
G (Z, š) >(2ó) !L(1 +6,x) + OKO Ht), — (75) 


由 定理 17.2. 3 知 | 
ó l< Jklogk<k, 
以 及 当 0<5<1 时 
26 > L(+ ô, x) >ó ⁄2. 


所 以 当 上 < 二 所 时 由 以 上 两 式 得 
G (£, č) > (48) 'LO + ô, x). (76) 


由 以 上 三 式 及 式 (70) (72), WE: 4 kë, “<x 时 有 
QE X=x L (1+ó,y)) 
Ix, ë) < 46x+ O(kë2xi 9⁄2) < óx , 


由 此 及 式 (59) 就 证 明了 引 理 . 


习 题 


第 1 一 10 题 是 要 确定 积 性 数列 zl 的 了 和 pld)( 见 $1)， 这 组 题 中 的 
符号 含意 相同 . 

1. 设 f(x) 是 整 系数 多 项 式 . 证 明 : (a) 同 余 方 程 人 x) 三 0 (mod d) 的 解数 
p(d; f): d 的 积 性 函数 ; (b) 同 余 方程 f(x) 三 mod d MERO. d) 
=1 的 解数 p (d; f) E d 6 Ak 8 3. (c) 同 余 方程 组 f(x) = 
0 (mod d), x= I (mod k) 对 模 [4 ,k] 的 解数 p (d; f. k D 是 定义 在 
n (d) #0 上 的 4d 的 积 性 函数 . Or(k.d)=1,(k,d)+ f), K u (d) z 0, 
(k, d) | f(D 三 种 情形 讨论 ); (d) 以 pi (4;f,k,[) 表 (c) 中 的 同 余 方 
程 组 满足 条 件 (x, d) = 1 的 解数 (对 模 [k, 4dj)，pi(d ;ff，k, 丫 是 定义 在 
uld) #0 上 的 d 的 积 性 西数 (分 (k , qd) 十 f(D), Kuld) #0, (k, d) fO 
种 情形 讨论 ) . | 

2. B x>y>1,. f =Í a=f(n), x—y<n<x). WMA X A pld)? 证 明 
[r I< pd; f). 
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3. ğa b #0, (a b) =1.£={a=aptbip<x}. 证 明 : PTE X = 
n(x), píd)=dæÆæ(d). 当 (d, a) =1; pld) =0, 当 (d , a1)>1. 这 时 , m = 
n(x;d,c&)—alx)}æÆ (d), Zda) =1; r =0, X (d,a) >1, EP 
&=a,b,, aa, = 一 tmod d). 

4. 设 .oz= [a=f(p), p< x). 证 明 : 可 取 X=x(x), p(d)=d p, (d, f) /9p (a). 
这 时 有 |ral< pld ;站 (EQx ;起 十 1 RP Elx;d) = max Íz(x;4,1) 


ihd}=l 


—n(x) /pl(d) |. 
. B xzy>k.£={a=fín), x—y<n<x,n= 1(mod k)}. 证 明 ; 可 
I X=yZ¿, 以 及 对 Ad) 0 | 


pld) =(d, k)p(dAd, k); f), (d, k) f(D; 
pld) =0, (d, k) +f D. 


这 时 有 | ril< (a /dq;k); f), Rra=0, 4d D+FD. 
6. 设 A={a=fp), p<x p= Imod k)}, (I, k) =1. 证 明 : 可 取 X= 
z (x) p(k)， 以 及 对 nd) 关 0 取 


| (dpldAd; k)))p(dAd; k); f); (d, NFO:; 
p (d) = 


(Am 


(d k) rfO. 


这 时 有 Pa=0, (d, DHS K | ral< pldAd, k); f)(EGG ld, k]) +1), 
(4, KISO. 
7. 设 f(x) 是 不 可 化 的 整 系数 多 项 式 . 证 明 : 


> plp;f )p ''logp=logw+00(), 


p<w 
其 中 O 常数 仅 和 三 有 关 , 进而 ， 若 f (x) 是 hh 个 不 同 的 不 可 化 多 项 式 的 
乘积 ， 那 末 

2 p(p;f)p llogp= hlogw+O(1). 

PEW 
( 7 T.Nagel, J.Math.Pures Appl. 8, 4 (1921), 343— 356). 

g 
8. 1 ( Qi， b, ) =1, ] 委 ji 和 9I， f (x) = ll (a,x +b; ). B iz 

E= lia [I (ab,-a,b,) 0. 证 明 : 34 pr EBbF, p(p; f) =g; 8 


I <r<s=<g 
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p| E 时 ; 0< plp;f) <g. 此外, N5 pila ag ETA pip; f) =0. 
“进而 指出 ， 如 果 在 第 2,4, 5,6 题 中 的 三 (x) 为 这 里 给 出 的 多 项 式 ， 那 末 
“相应 的 X, p(z) 应 如 何 选 取 ， 以 及 |ri| 应 满足 怎样 的 不 等 式 . 
9. 在 第 2 题 中 分 别 取 f(x) (a) +c, 一 c 不 是 平方 数 ; (b) x(x2+c)， 
2+re，c 天 -1(mod 3)， 及 ~c 不 是 平方 数 ; (c) xO2+x+1); (d) 
(x +1)(x'+3); (e) x+1; (1 (x+2)(x +4); (g) (zx 一 2x+ 2 ) 
(x+2x+2) 时 ， 应 如 何 相应 地 选取 pld). 
10. 在 第 8 题 中 分 别 取 f(x) Ala) x (ax+ b); (b)(x 一 DAON, 
相应 的 p(q) 应 如 和 何 选取 . 
第 11 一 20 题 是 建立 孝 论 问题 与 和 函数 之 问 的 各 各 不同 PRHKA. 
11. 设 N> 2 是 大 偶数 ， rzs 是 正 整 数 . 再 设 T(N; r, s) 表 满足 如 下 条 件 的 
n 的 个 数 : 1<n<N, Qn) <s, O(N-—n) <r. 证 明 : 对 u>v>2 有 


.T(N;r, s) > (AON): d., N!) , 


aE s we). 


ki =-[-o]-1r=-[-u]-1,Np= N (moa Mpp) ua 
| | <N 


AO AVA S1 例 3, 例 4 给 出 如何 对 命题 [7 ,sj 推出 类 似 的 
结果 . | 
12. B u>vz2, ERA m<u, N22 是 大 偶数 ， 以 H(N; u,v,m) 表 这 样 的 n 


的 个 数 : 1I<n<N, Gua | [I p)=1 ° 
p 


< N! A 


of (N—n), pall as p ))<m Ei: 


H (N; u v, m) > SLAP N); P, N“ ) 


_—2 ) Y 1-1/u 
"Tr aD. pa SPP N: P. NOD +o(N 1. 
PEN 


Joh f ON) =df 'U(N, N)( 见 81 8] 1). 此 外 证 明 : (a) # HCN; 6,3, 
2) >2, 则 命题 { 3, 3 YR; (b) 若 H(N; 8,2, 3) >2, 则 命题 {+ ,sj 成 立 ， 
r +s < 5; (c) # HN; 8, 16/72)>2, 则 命题 {2 ,3 WR. 
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13. 


14. 
. 在 第 13 题 的 符号 下 ， j fo - #'o(p, 证 明 : XT u>s>2 48 


1 


tn 


16. 


设 w>v>2, 正 整数 mv,N> 2 是 大 偶数 ， 以 KGN; u, p, m) 表 这 样 的 


ae A'O (N)( 见 $1 例 0) 的 人数:( II p= TOL) 


a, 
p<! 


m. 证 明 : (下 式 中 的 变数 p 和 NN 互 率 ) 


K(N; u, vom) > SIA'N): P, NY ) 


1 , 
 m+1 PUČ pih sO (N): Fy, N!“ )+O(N!' 14). 


此 外 证 明 : (a) # K(N;8,4,4)>1, MRE, SR; b) # K(N;8, 
4, 2) > 1, 则 命题 {1, 4} 成 立 ;(c) Æ K(N;6,3,2)>1, 则 命题 {1, 3 减 立 ; 
(d) 设 n=1/3.237, 若 K(N; 5m 520A5 一 ),1) >1, 则 命题 {14} 成 立 ; 
(e) 设 y=1/2.475, 若 KK(N ;5m 1, 15/X5—n), 1)>1, 则 命题 {1,3 减 立 ; 
O 车 KK(N;u,s,1)>1,s 是 正 整数 ，s<u, 则 命题 {1, s) 成 立 . 

类 似 于 第 12, 13 题 ， 建立 命题 {+ , s} ,的 相应 的 结论 . 


K(N;u,s—1, 1) >s( 9: P, NL) 


L y SAP, , N!) 


2 yi gp < NL 


g 7 > Psi pp :By ps-1) + O(N'™!®), 


其 中 右边 第 一 个 和 式 中 的 素 变 数 p 和 NN BES. K“ (s) "kXF s 一 1 个 素 
变数 pl , …, p_i 求 和 ， 它 们 满足 条 件 : 

N'“<p < N!5 <p <...<p,_, <(N ep2)", (p. -1 .N)= 1. 
在 上 题 中 取 s=3,wu= 10 . 并 设 集合 


E ={e =p ep1 N Spi <N Sp<N/p) CPP- N)=1) 


@=(I=N-e,ee@,e<N). 
以 Q, 表 上 题 中 的 和 式 Zs) ， 那 末 当 zN? 时 ， 
. 790 - 


Q, &S (LD ,7z)+O(N’). 


17. 设 x>2,0<x<1, 整数 m>1 .以 G(x ; a , m) 表 满足 如 下 条 件 的 整数 
n 的 个 数 : x-x*<n<x;Q0)<m. 记 .ADD= wx ,x )( 见 红 例 1)， 
证 明 : 对 任意 的 u>v>1 有 


Gxjsa sm) > SAP; Px 
+O(x! “+x!'®). 


18. 在 上 题 的 符号 下 ,证 明 : 
B Gk, 12 DISAP, x wo 之 ASA Pp) 


1 (1). 1⁄4 
+ A SCA ;DP , x1⁄4) 


2 20 log? d? . 1/7 
7 > (1-2 (Ó p. x ). 


<p<x 9 log x 


19. 在 第 13 题 的 符号 下 , WSO = fe)(N), 4 1>3 ⁄4 Bi 
K(N; 8,8/3,3) > S( fo); Py, N's) 
_ 8 logp (6). 118 
RTS. ( 3 ep ) sed P N’), 


其 中 素 变 数 p 和 NN BA. 
20. 对 命题 {7 , s), 建立 与 上 题 相 应 的 结果 . 
21. ip t) =_AO(N)( 见 $1 例 6), uzv>1. WEH: 


se); Py, N) =E; gë, N) 


—À 


1 ,StA ;gD Py» , Ni“ ) 
2 NÁ p) < N 
1 | 
2 pA 2 p SAD ; NP} N!) 
N “<p <N! b ! 
1 
+ 二 > S(A'®) ;p,) 
2 N! <p <p <p < N! ° pi Pans’ Dp, P 


+O (N1 14), 
其 中 的 素 变数 均 和 NER. 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


3 


p 


第 13, 15,17, 18, 19 题 中 所 建立 的 不 等 式 右边 的 由 得 函数 所 组 成 的 和 式 ， 
可 以 号 为 式 (4.$8) 那 样 的 加 权 筛 函数 形式 . 试 具 体 写 出 这 些 加 权 得 函数, 
Ë 1<k<y<x,(k.l)=1,EBH: (a) 对 z>2 有 
n(x+y;k I- n(x;k D< yek) ÍI (1- 站 r+ 

. psz 
(b) 当 1<0<20 BÍ, ( 1443/20) logb<1; 当 18<0<270 时 ， 
(16+3%)logvo<1; 4 42<v< 1000 BF, (245+11/2v) logv<1; 3 
700 < v< 20000 Hf, (96/001 +35%) logv<1.(c) 324 y Z< 20000 时 有 
n(x+y; k })-nlx;k, PD <2y (olk) log yæ) '. 
设 多 (1) 由 式 (1.48) 给 出 ，p(qd) 表 4 的 最 小 素 因 子 . 再 设 z>2, 素数 
q < z. 证 明 


SADq)= È sQ Pd). 2). 


JIP (2), p(d) >q 
iu) l) EE. 证 明 | 
S (f. @, ,,.) = SAP, z)+ > IOSAL: PW; z). 
1<tiPlz 


设 n,(n)(i=1,2) 是 定义 在 ulin) #0 上 的 两 个 算术 函数 ， n (1) ==1(i=1， 
2)， 如 果 对 任意 的 ,xf 和 多, 式 (1.46) 总 成 立 ， 那 末 必 有 (一 1) n, (n) 
>0,n>1, n(n) 0,i=1,2. 

设 n (n) (i=1,2) H LEA B ERC "1 (n)>0,n>1,n)# 0, G=1, 


2 ) 成 立 的 充 要 条 件 是 (一 1)i > ym 5 Jam J20 d>1, 
mld p(m) | 


u(d) #0 (i=1,2). 

利用 定理 1.1 仅 能 证 明 Z(x, 2) < x(loglogx) ,由 此 能 证 明定 理 3.2 
吗 ? Z(x,2) 见 $1 例 3. 

利用 定理 3.1 可 证明: x(x) «xloglogx)(logx) ~, D( N) 
< N (loglog N)? (log N) ~’. D(N) 见 $1 例 4. 

利用 定理 4.2 证 明 : (a) x(x) < xüogx) ~t; (b) Z(x; h)< x (logx) "2 ; 
(c) D(N) < Niog N) 2. 


. 利用 定理 4.2 证 明 命题 {7, 7 y, 及 { 7,7 } 成 立 . 
32. 


设 bi(d)G=12) 由 式 (4.7) 给 出 ,cz1 是 一 正常 数 . 类 似 于 式 (4.30) 证 
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33. 


34. 


35. 
36. 


37. 


38. 


明 : y 0. (d)e2 P sitit2le dD i=1,2 
` 1 9 ° . 
dip (z) 


如 果 定 理 4.2 中 的 条 件 (1.39) 改 为 条 件 : 
Irl < A4,A2? (I+ d Xiog X) . (d #0, (4.2)=1, 
及 存在 正常 数 a (0<a < 了) 使 对 任意 正 数 A2 1, 有 正 数 B 使 得 


> w (d)|r |< X(log X) 4, 


d<D.(d.9)=1 


H D=X° (log X) 8 那 未 ， 对 任 给 s>0 有 


R.(z2) <u slog AX +z “tht -i u+] (ogz)Bt=*tl.i=1,2, 


其 中 4= logXjlog z ,其 它 均 同 定理 4.2 . (利用 上 题 ) . 
利用 上 题 及 定理 31.1.1 证 明 命题 { 1, 8} 及 { 1, 8 }. (仿照 定理 4.5 的 证 
HH). 
尽 可 能 好 的 定 出 式 (4.39) 及 第 30 题 中 的 < 常数 . 
按照 下 面 的 方法 来 构造 $4 中 的 0 G=1,2): WIEWS B>1, A>0,z>2. 
D z = z, 

logz = B le (VAogz, 1=1,2,...,m 
其 中 m 使 得 1<z, <2. Bi b EFRA. 集合 GO(i=1,2) 就 按照 这 
里 的 zo Z Z, 及 六 由 式 (4.4) 给 出 ， 由 此 定义 6.(i=1,2). 根据 这 样 
构造 的 Brun 得 法 来 证 明 相 应 于 定理 4.2 的 结果 . 
Wó=1A0, 分别 取 b=1,2,3 来 计算 SED P, 6) 的 上 界 及 下 界 估 
计 ， 定 出 尽 可 能 好 的 系数 . (分 别 利 用 定理 4.2 , 以 及 第 36 题 得 到 的 结 
果 ， 这 两 种 办 法 来 做 ， 选择 其 中 出 现 的 参数 的 最 佳 值 ). 
ü. f = AUNOR S1814), fola), Fola) Q<x<10) 是 两 个 不 减 
的 非 负 函数 . 当 N 充分 大 时 有 


fa) Qe 27 CNN og? N) <S (ft; P, NI4) 
< Fo a) e 2 C(N)Nlog ° N), 


其 中 C(N) 由 式 (5.89) 给 出 . WK, H 2< ps 10, 由 下 面 确 定 的 了 (a), 
F (x) 也 使 上 述 不 等 式 成 立 : 
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39. 


41 


fi (a) =0,， 2<a<m, 
ë +1 

Fo () H> dt ,oo < w <., 
1 


nnp -2 | 


x 


fi e) = f (a), B<s=<10; 


8 一 1 
F,(a) =F, (0) —2 fo Es di,2<a <B. 
-1 


a 


F, (z) = Fo (z) , DET ESUR 


8-1 
其 中 xo A p. fo» Fo # <, 是 满足 fo (B) —2 | Fo (t) F dt=0 
æg 7l 


的 最 大 值 ，( 利 用 Byanra6 恒等式 ). | 

第 39 — 48 38 £ iñ it ikili n jk6 E OR KZ ER i EX BH 
Brun 筛 法 ), 来 得 到 一 些 数论 问题 的 粗糙 的 上 界 估计 .这 些 习 题 的 基础 
是 第 39 题 . 


当 条 件 (1.39)，(3.8)，(4.8) 成 立时 ,证 明 : 对 任意 4>0, 存在 正 数 B 
(和 A. 4A, A. K 有 关 )， 使 得 

SCA. P 2) <BXWG), z< X4, 

AP z) < BXW (2), z> X, 


(利用 定理 4.2 及 式 (4.18)). 


. 设 KK 是 正 整数 ， l » js’ b, 是 整数 ， ab, #0. 再 设 k<y< x, (k I) =1, 


以 了 表示 满足 以 下 条 件 的 素数 p 的 个 数 : 


x—y<p<x, p= I(mod k), a ptb 是 素数 . 


1 _1 ; 
r ,i) Gas: 


p 


. 设 整数 M >M: >1,M= MI-AM; ,及 1<yS 和 x, 以 了 表示 满足 以 下 条 
件 的 素数 p 的 个 数 : 
x-y<p=<x , IM pl, IM; -—- pl 均 是 素数 . 
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证 明 : 存在 绝对 正常 数 c ,使 得 
rc 人 n (t) 
pH p plM Mo p (logy) 
42. B ho hs -s hy EER, Wb <h <- <h» h m h, =hz0. 再 
H= [I 优 - 记 )，!<y<x, 以 了 表示 满足 以 下 条 件 的 素数 p 


I<r<s=<g 


的 个 数 : x—y<p<x,p+h(i=1,2,..., g) ARKA. 证 明 : FEM g 
有 关 的 正常 数 c=c (g) 使 得 


1 m(p)—g 1 _1 y 
rT<cl(i-i ) m(t) (dogy)9 ' 


plH plh 
其 中 mlp) 表 hi h>- h, 中 对 模 p 不 同 余 的 数 的 个 数 . 
43. 设 几 zx) 是 第 8 题 中 的 多 项 式 H 38 E bib,…b,=b 关 0. 再 设 
1<k<y<x,(k,1)=1. 以 T 表 示 满 足以 下 条 件 的 素数 p 的 个 数 : 


x—y<p<x ,p= I(mod k)，aip+ bi(i=1,…, g) 均 是 素数 . 
证 明 : 存在 仅 和 gg 有关 的 正常 数 c=c (g) 使 得 


m(p) — g -1 g 
l 1 k y 
< 1- — l- 一 — | 
T< e L . p J Tí p J (起 J k(logy/)%*', 


其 中 mp) 是 同 余 方 程 (ai n+ bi) (ayn+b,)… (a,n+b,)==0 (mod p) 的 
解数 ， 巨 见 第 8 ER. 

44. 设 1<y<x,1=1 或 3. 以 TT 表示 满足 以 下 条 件 的 整数 4 的 个 数 : 
XxX~y<n<Xx;n 没 有 素 因子 p 三 1(mod 4). 证 明 : 存在 绝对 正常 数 c， 
使 得 Tg cy (logy)- !2. 

45. I2k> 1,(k, D) = 1.@, ERAMA p= 1(mod k) 组 成 的 集合 . 
得 设 x> 2, %% hz0, L T sO YW RL A F 3 fF IE % #k n 的 个 数 : 
n<x,n(n-—) 882 的 素 因子 . 证 明 存在 仅 和 大 有 关 的 正 数 


A 1 ”1 xX 
e=c(k), #4 T< c ] (1- L] — r . 
plh,p= 1(k) p (log x )“ 


此 外 ， 当 取 x=jp= Nz2 时 ， 上 述 结 论 也 成 立 ， [mm 
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46. 


2 1( k) r: x -E loglogy +O, (1), (I, p=). 


W 1<y<x,l 1, ExHS k LAARHA k HR 33. 以 了 表 满 
足以 下 条 件 的 正 整 数 n 的 个 数 : XxX-y<n<x,n 没 有 属于 角 ,1 (i=1,… 

见 上 题 ) 的 素 因 子 . WEH FERA k 有 关 的 常数 c=c(k) 使 得 
Tso logy) G). 


47. B P 是 这 样 一 个 素数 集合 : ”存在 正 数 6 和 4 , 使 对 任意 的 z> 2, § 


> r 之 6log logz - A. 再 设 1<y 和 x, 以 了 表示 满足 以 下 条 件 的 


z>pes 


整数 n 的 个 数 : x 一 y<n<x,n 没 有 属于 多 的 素 因 子 . 证 明 : 存在 仅 和 
A 有关 的 正 数 c= c(A), 使 得 T<cy(logy) °. 


48. 设 f(x) 是 第 43 题 中 的 多 项 式 , 22 同上 题 . 以 了 表示 满足 以 下 条 件 的 


49. 


55. 


整数 的 个 数 : x—y<n< x. fn ik4 8 T I HRAT. 证 明 ; 存在 仅 
fll g 及 4 有 关 的 正常 数 c=c(tg,4)， 使 得 


m (p) — 
1 
re l uy] K 
HP m (p), ERF 43 题 . 


为 了 直接 从 定理 4.2 AB206868 3 SLP z) 的 正 的 下 界 估计 ，4 的 取 
值 应 受到 怎样 的 限制 ? 相对 于 XX 来 说 z 至 多 能 取 到 多 大 的 数量 阶 ? 


. 证 明 : 在 条 件 (1.39)，(3.8)，(4.8) 及 定理 4.2 的 符号 下 ， 对 所 有 的 


z 之 2, 式 (4.9) 和 (4.10) 仍 然 成 立 ， 只 要 把 Ri(z) 换 以 O(z Ft li). (利用 
式 (1.21)， 及 用 式 (4.16) 估 计 式 (1.21) 中 的 余 项 R(z)). 


. 利用 $4 的 Brun 筛 法 ， 证 明 相 应 于 定理 5.2 的 结论 . 

. 利用 $5 的 Rosser 得 法 ,证明 相应 于 定理 4.2 的 结论 . 

. 利用 $4 的 Brun 第 法 ,证 明 相 应 于 定理 5.9 的 结论 . 

. 证 明 : 每 一 个 充分 大 的 偶数 N 可 以 表 为 一 个 素数 和 一 个 不 超过 四 个 素 


数 的 乘积 之 和 ， 且 这 种 表 法 个 数 > 3.24C(N) NogN) 2, 其 中 CON) 由 
式 (5.90) 给 出 . 

证 明 : 每 一 个 充分 大 的 偶数 N 可 以 表 为 一 个 素数 和 一 个 不 超过 三 个 素 
数 的 乘积 之 和 ， 且 这 种 表 法 个 数 >2.64 C(N)N(og N) 2, C(N) H R 
(5.90) 给 出 . 


. 利用 第 19 题 的 加 权 筛 法 ， 证 明 上 题 中 的 系数 2.64 可 改进 为 13/3. 式 
. 7196 : 


(S$.100) 中 的 系数 2.64 也 可 改进 为 13v3. 
57. 设 x>2,z=xl4,u>1. 证 明 当 x> 1 时 一 致 地 有 


| x )+o[ Z ) 
n<x, R (z))=1 log 2 log” z log Z 


其 中 w(w) 由 方程 (5.53) 给 出 . Bu FE: k<Su<k+1, XHk MAAR, 
并 利用 Byxuira6 恒等式 ). 
58. RI 是 给 定 的 正 整 数 . 证 明 


1 _ D ( 1 J 
n<x, (n, 0)=1 oln) l H I+ pp 一 1) log x+ O1(1) 


AH o~!) =n CR (d)e dR > n 的 渐 近 公式 ). 


n<y 
59. 没 | 是 给 定 的 正 整 数 ， 证 明 : 
- > ;d, 
(a) dp D=2 dD 


-n (l+d?;d,1)} +0,0. 


_ eD 1 
x (b) > dọ-)= 0 || iz E 


I<p<x + 


log x 


+o x loglog x ) 


(利用 (a) 证 (b). 用 定理 31.1.1 与 定理 6.8 计算 关于 x(x ; d ,1 的 和 ， 以 
及 用 定理 6.8 估计 关于 Utd DAM, AALE). 
60”. B 1<y<x, A T RREN n WTA x-y<n<x,m+1,n+3 J 


为 素数 . 证 明 
1 2x (p) J y 
T<16 HI ( Q- 1)? ) al 了 一 2 log? y 


D 第 60 一 65 题 可 以 作为 特 殊 情形 ,类似 于 定理 6.6,6.9 那样 , 用 Selberg 上 
界 第 法 来 做 . 也 可 以 利用 第 66 一 68 题 所 得 到 的 一 般 结 论 来 做 . 
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61. 


62. 


63. 


65. 


(eol log log (3 y) )). 
logy 


hy()= +1 4 = +1(12). 
W 1<y< x, 了 表 这 样 的 za 的 个 数 : x 一 y<n <x,n 2 2n+2 , + 2n+ 2 
均 为 素数 . 证 明 : 


| -1) 
T<16 ghi- q) J! (Es 
p>2 


p>2 p~ 2 log’ y 


| (+o [ loglog (3 y) ))- 
log y 


设 整数 az-b,1<ysx. U TRR n ÉJ i 3k: x—y<n<x, 
n ta 是 素数 . 证 明 : 


T<2 JI (=) ato [ spa )) 
> 2<p+Ta P p- Í log y 4 log y , 
其 中 人 == ja Legendre 符号 . 


设 1<y<x,T 表 这 样 的 n 的 个 数 : x—y<n<x,n'+1 是 素数 . 证 明 


real (1- 1 1+2e(p) ) = (1+o( 'oglog 3y) ); 
p>2 p—1 logy logy 


其 中 sp) =1, 8 p= 1(8); e(p)= 一 1, 当 p 才 1(8). 


. 设 1<y<x,T 表 这 样 的 4 的 个 数 ; x—y<n<x,n-2,n,nt4,n+6 


均 是 素数 , 证 明 : 
| _ 1 
rears Ui- çp) 


DQ- _ 4 _ ) = (i +£ oglog(3y) ) 

p>3 p-2): J logy logy 

设 1<y<x,T 表 这 样 的 1 的 个 数 : x 一 y<n<x,n,n+2, r + 4 均 为 
素数 . 证 明 : 
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>. _ 1 Y (1- 1 
T<? s I(r- (p— gl (p—2)2 


T (- D) y (1+0 loglog (3y) )) 
p>3 p—3 log? y log y | 


66. 设 G(s ,z) 由 式 (6.7) 给 出 . 证 明 : 
(a) GE ,2z) 分 别 是 & ,z 的 增 函 数 ， 且 满足 G, (£, z) > 1; 


GE ,z)=G(Z,¿), Egz;h GE,z) < (we 
(b) 车 条 件 (5.1)， 及 条 件 (5.2) 的 右 半 不 等 式 成 立 ， 那 未 ， 对 任意 


的 2<z<t 及 4>0 有 
Be 7) < waito [eo - ¿ FA +(e 一 Det E )))} ; 
其 中 0 常数 和 74 无关 . 
(c) 利用 (b) 及 定理 63 就 可 得 到 第 39 题 中 的 第 函数 的 上 界 估计 ( 暂 不 
管 余 项 估计 ). 


(b ) 按 以 下 途径 证 明 : 对 有 界 的 z 显 然 成 立 ， 可 假定 z 充分 大 ， 先 证 对 


任意 的 s 和 1 有 : O<1-W(z)G(t,z)<e 1. |] (1- 2 e) | 


p<z 
<exp{- (1—s)logé+ 2 (4 -7 L Jap}. 进而 在 s=1 处 展开 
p-p !, 并 取 s 一 1 一 4 /log z ,得 到 
0<1- W(z)G (et , z) <ep{-1 22i +e- D(x -4 J} 
og 2 log z 
再 证 明 存在 常数 c, 使 当 z> 2 时 W(z) G1(z ,z) > 1⁄2). 


z 


67. I z>2 ,T(z¿)= | t'G (t, t)dt .证 明 : 


l 


(a) T(z)= > gd) log Ç . 
z>d| P G) 


.799 . 


ie ion 


(b) ” 当 条 件 (5.1) 和 (5.2) 成 Yr 时 ， 


TG) =G, (z.z) dm ) 
ogz 


| 利用 P g( d) log d= x+ Diospa [Z 中 全 P) y p) 


ogp {6 ó, [z 可 - o>. J 计算 第 一 个 和 式 ， Ht 


68. 设 z> 2 . 当 条 件 (5.1) ，(5.2) 成 立时 ， 有 渐 近 公式 : 
(Gi (z,z)) !=T (x +1)e**W(z)(1+ O(L (log z) !)). 
(由 上 题 可 推出 ， 当 z 充分 大 时 有 G (z, z) =(<+1)T(z)(—r(z))"! 
`log 'z ,其 中 |r (z) 1 和 12 当 z 充 分 大 . 进而 证 明 存在 正常 数 c, 使 当 
Zz 之 2 时 有 G (z, z) =clog*z(1+O(Llog :2z))， 最 后 利用 zs 的 性 质 定 
He l=c(ə)[(c+1), C(0)BHAR(5.35)281H). 


69. 证 明定 理 6.4(£<z 的 情形 ). (利用 上 题 ). 
70. 证 明定 理 6.5. ( 先 利用 第 66 Eb) 证明: 


SAP, z) <xw()]i+ oleo [ - 1 + log 站 ， y Ojal. 


<“>dlP(z) 


O xO 


进而 利用 式 (1.7)( 取 w=2) 及 式 4.S3), 从 上 式 推出 定理 的 另 一 半 不 等 式 ) . 
Bla 由 式 (6.16) 给 出 ， 其 中 上 <=z 9-2 .,p(a)=1. 


证 明 : 2 14l = (HG)! > R (n)o (n) (Q), 
z < 一 | 


|P a<z, n, 


71. 


— 


其 中 on)= Xd, HeG)= È u2(n).@ (n). 
din n <z (n. K)=l1 > 
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第 三 十 三 章 零点 分 布 (二 ) 


本 章 要 证 明 J9. B .Jluununk Fg EE H É 23 L 8 3 $ 
分 布 的 两 个 重要 定理， 由 此 ， 他 证 明了 关于 算术 数列 中 最 小 素 
数 的 著名 结果 ( 见 第 三 十 四 章 ) . 第 一 个 定理 是 不 带 对 数 方 次 的 上 
因数 零点 密度 估计 : | 


N(xz,T,q) <(qT) Sit) 2 1⁄2<a<si. (A) 
其 中 NGx , T ,4a) HK (30 , CAd, C, 是 一 正常 数 ， 他 的 证 
明 十 分 复杂 , PomroccKkHH 作 了 简化 ; 后 来 利用 Turan 的 等 寡 和 
方法 进一步 简化 了 证 明 , 但 仍 是 较 复 杂 的 , 且 不 同 于 第 三 十 章 所 用 
的 方法 . 由 第 三 十 章 知 ， 这 里 的 困难 在 于 x 接近 于 1 的 情形 . 
Selberg 提出 了 所 谓 拟 特征 的 概念 ( 见 3 2 ) ， 利 用 这 一 方法 和 
Halász 方法 就 可 以 类 似 于 第 三 十 章 一 样 来 证 明 估 计 (A) ,目前 
这 方面 最 好 的 结果 是 Jutila”? 给 出 的 : 当 4⁄5 < x < 1 Bn RZ 
Ci,=2+s,8 为 任意 正 数 .利用 Jutila 的 方法 , 我 们 将 
在 定理 2.8 证 明 可 取 C, = 3. 同样 的 结果 可 以 推广 到 下 述 形式 
的 估计 : 存在 正 数 C, 使 得 | 

> N'(z,T,q)<(Q T)? , 12<a<1. (B) 

q4< Q 
其 中 N (az, T ,q ))H3K (30 .D )25 iH. 由 于 证 明 是 一 样 的 ， 本 
章 不 讨论 估计 (B). 在 应 用 于 算术 数列 中 的 最 小 素数 问题 时 ， 直 
接应 用 的 不 是 形 如 (A) 的 估计 ,而 是 定理 2.9 , 但 需要 尽 可 能 好 
的 定 出 其 中 的 常数 ， 这 方面 的 最 好 的 结果 ”主要 是 由 于 利用 了 
S. Graham 的 一 个 漂亮 的 渐 近 公式 ( 见 $ 1 定理 1) 而 得 到 的 . 

JIHHHHK 证 明 的 另 一 个 定理 是 关于 L 函数 的 例外 零点 和 


1) Math . Scand . 41 (1977) , 45— 62. 
2) Sci. Sin .. 42 (1979) , 859 — 889 ; Acta Arith . , 39 (1981), 163— 179. 
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L 哨 数 的 非 零 区 域 之 间 关 系 的 定量 结果 , 证明 这 一 定理 所 用 的 
各 种 不 同 的 方法 和 证 明 估 计 (A) 是 一 样 的 ， 我 们 将 在 Š 3 利用 
Jutila ” 的 方法 证 明 这 样 的 结果 ( 见 定 理 3.3). 本 章 内 容 可 参看 
[25] , [26] , [28]. | 


Y 工 ， 一 个 渐 近 公式 


本 节 是 要 证 明 S. Graham?) 的 一 个 有 用 的 渐 近 公式 ， 证明 
的 方法 是 初等 的 ， 
定理 1 RIS z, < z,, K 


[u (d) , I<d<:z,, 
| / -1 
1 = u (d) (log z, /d) (log z,/ z.) '', (1) 
z, < d < 2 7， 
0, z, <d. 
那 末 有 
ÍN (log Z, / zZ) 
) |+O(N(logz,/z,) 2), Z, <N, 
> (5 .) 一 _ 
I<n<N \ din N(log N / z, )(log z, / Z) 7? 


+O(I+N(logz,/z,) 2), 
zı N<z,. (2) 
定理 1 很 容易 从 下 面 的 定理 推出 . 
定理 2 xz 1, 以 及 


n (d) (logx/d), d < x, 
A(d;x)= (3) 


d> x. 
JEK23 1 < x, < x, < N 时 有 


1) Sci.Sin., 42 (1979) , 859—889 ; Acta Arith ., 39 (1981) , 163 — 179 . 
2) J . Number Theory ,10 (1978) , 83— 94. 
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> (5 Adix) )( EAC xo ) 


i<sn<N N dl n eln 


= Niogx, + O(N). (4) 
我 们 先 来 用 定理 2 证 明定 理 1. 
定理 1 的 证 明 : 34 z < z, 时 ， 
A(d; z,)—A(d; z1)=h,(logz2,/21), (5) 
故 有 


(log z, /z,)? > (5 a) 
d| n 


l< n<N 


_ > P A (d; :)J + > (5 A (e; z) ) 


Isas N \din IgngN Neln 
一 2 》 pP A (d; :1) ) (5 A (e; z.) J. (6) 
I<n<N \din dln 


当 N> z, 时， 对 上 式 右 边 的 三 个 和 式 应 用 定理 2( 分 别 取 
X, = X, = Z ,XI = X, = Z,, K x, = Z, ,X, = 2 ;) ， 立 即 


推出 式 (2) 的 第 一 个 等 式 成 立 . 4 z, <N < z, RJ, 我们 有 
> (5 A (e; za) ) 
I<n<N Neln 


> POC (log N/e) + u (e) (log 221 
I<Sn<N \eln 


> (5 A Cei N ) + (log z, /N) (log N z,) , 
ISng<N Neln 


以 及 类 似 可 得 
> PECEDI OLGEN 
igsngN \d!n eln 
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= > (5 Ald; 1)) (Fae:w ) 


ISASN Ndln 
+ log zi(log z,/ N). 
把 以 上 两 式 代入 式 (6) 得 到 : 当 z < N < z, if, 


(log z,/ z, )2 > (Zay 


I<n< N dl n 


= Y (5 A (qa; z) ) + > (5 Mein) 


` I<n<N din I<n< N eln 


-2 》 (2 A (d; 2 儿 工 AtesN ) 
I<n<N N4Í n el n 
+ (log z, /N) (log(Nz,)/zi ) . (7) 
对 上 式 右 边 三 个 和 式 应 用 定理 2 , 推出 上 式 右边 等 于 
N(logN / z,) +O(N)+(log z, /N) (log N z, / 22 ) 
= N(loggN / z,) +O (N+ (log z, / Z, )2) , 


这 就 证 明了 当 Z < N< z, 时 , 式 (2) 的 第 二 个 等 式 成 立 . 
为 了 证 明和 定理 2 先 要 证 明 几 个 引 理 . 
SIE 3 设 0 > .我们 有 


> wq) Ap (q) 
dQ 


_ log Q+y+Y p~p- l) llogp+ O (Q` +loglog 3 0) , 
- | 
(8) - 


其 中 y 为 Euler 常数 . 
证 : 设 
fin) = p’ (n) n /@ Q) ， (9) 
ng(n) => u(d) fln/d). (10) 
dtn 
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容易 算出 积 性 函数 g (n) 的 值 为 : 


g(p)=—g(p2)=p'(p-1) 1; g(p*) =0,% 2 3. (11) 
利用 M6bius 反 转 公式 得 


> H KAR q~ > TOR I~ g (d) 


=Y gd i+ 1 g(d-F gd Y I" 


EN I<Q /d I<s/g dgQ/l d< JQ e< SQ 
(12) 
最 后 一 步 就 是 熟知 的 双 曲 型 求 和 法 . 下 面 先 来 证 明 : 
> g(d) = 1+O(y +loglog(3y)) , y> 1. (13) 
d <y 


HK (11 知 ， 仅 当 d= d d:,(d,, d,) =1, u(d,) £0, 

n(d,) £0 时 才 有 g(d) 关 0, 且 这 时 有 | 
g(d)=g(d,)g(d2) =u (d,)g(d,) g(d,) . 

因而 有 


2. lg Cd) 


S Y u (d,)m(4,)g(d,)o(d,) 


d] =la? > yd] 


© (d gl) X p(d,)g(d,) 
di<y 


d> Vy /dt 
+Y jad)od) Y pi(d,) g(d,), 
di>y da= 1 


这 里 ““” 表 示 条 件 (d, ,di,) =1. 利 用 式 (11) 及 ọ (d) 
> d (loglog 3d ) -! 可 得 


Y 1H(d)g(D=> p? (d (do (d) -~ < 2: d 2 (loglog3d) 
d>y d>y d>y 


< y `! (loglog 3y) ; 


进而 有 
y pd)g(d) X np’(d,) gld) 
di Sy d2>VyAl 
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< u2(d,) (d, @(d,)) '(d,%) 2: (oglog 3y) 


dj <y 
< y '2(oglog 3y). 
综合 以 上 三 式 即 得 


> 1g( 人 <y-2(loglog 3y) . (14) 
d>y 
所 以 , 级 数 E (d) 绝对 收敛 ， 且 由 式 (18H) 得 到 
È gd = Maty) +g) = 1. (15) 


由 以 上 两 式 就 证 明了 式 (13) 成 立 . 
利用 分 部 求 和 ， 由 式 (13) KA (2.2.17) 可 得 


> ga) L T => g (d) (y+ 1og 0 4) 
d< JQ d< SQ 


+0}, 1dg(d) D 
d< SQ 
= (1 +y) (d) 
og / 0 D) bs 


“ey 
+f p gA Ji dit ot 


= (I +y) (d) +1 
og VO y) 9 og VO 


VC | 
+| +y g (0) tidtt+ O(Q > 


1 d<t 


= (log Vo +y), g (d) +log/ Q 
d< VO 


+| (-1+X gd ) ede | 


d<t 


+ O (Q !“Joglog3Q) , 
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LIP g (d= 2 六 十 o( E (0A ioo 30) 


I/g ds<so04 
= log VO t+ O ( Q~'“logłog3Ọ ) ， 


L P 2 g(d) = (log VO t) 2 g (d +02), 


i< So 


ENL EZRRAR (12) 就 得 到 
》 L(g)/p (gq)= log Q+ y+ | [- 1+2> g(d) )r'a 
q< Q i dst 


+ O( Q~“ loglog3ọ) . (16) 
最 后 来 计算 上 式 中 的 积分 ,利用 分 部 积分 , 式 (13) 及 (11) 
可 得 


| (-1+2 gD ridr= - ) g (d) logd 
= -$ 2 (0 Y AG) = - Y AG) gm) 
d=] lla I=1 m=i 
-EUogp) | (g (pm) + glp:m)) =— log E g (pm 


= -2 (logp)g p} g(n) = p''(p-1) ilog p. (17) 
p ptn P 


这 里 还 用 到 了 : 对 任意 整数 k 有 
` gn) -latg tgo. (18) 


(n,k) = 1 
由 式 (16) , (17) 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
附注 1. 和 下面 我 们 仅 要 用 到 
Y ela) ola) =log0+00) , 2Q>1, (19) 
gq < Q 
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这 关系 式 的 证 明 更 简单 . 
附注 2 . 利用 证 明 引 理 3 (实际 上 是 式 (19) ) 的 方法 ， 容 易 
证 明 : HEREA K < Q £ 


> . u? (Q) /p (q) = RK” (log 0+0 (loglog 3K) ). 
q<Q.,(q.K)=1 
| š (20) 


附注 3. A (8), (19) 及 (20) 部 可 用 复 变 积分 法 , Hil 
Perron 公式 (定理 6.5.2) 来 证 明 . | 


我 们 还 要 用 到 下 面 的 初等 的 素数 定理 : 

引 理 4 对 任意 正 数 4 , KO > 1 , 我们 有 
> u(n = 0 (g(log2 0) -4) ， (21) 
n<Q o 
Y n- p(n) = O (log 2 Q) -4) ， (22) 


nsQ 


> n'ain) logn = —1+0(log2 0)“, (23) 


n<Q 
其 中 O 常数 和 4 有关. 
这 些 结果 当然 可 从 素数 定理 11.3.2 推出 (见习 题 11.20), 
但 它们 可 以 用 初等 分 析 方 法 来 证 明 (L [27] ) ` 
利用 引 理 4 可 以 证 明 
引 理 5 ir 是 正 整数 ， 
k(1)=1; kW =n ll a+), n>1, (24) 


c, (n) => d’, | (25) 


din 


BK, HERE A, K Q>1 有 
> 'u (n) n 'log Q /n= ræ ()+O (6 _, (r) (log20)-4)， 
<Q 
(26) 
y 'u(n) n `: = olen) (log2Q) 4) , (27) 


n < Q 
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Y u(n) (km) logg /n 


n < Q 
= (z2⁄6) k(r) #+ O(c__,, (r) log2Q) 4), (28) 


Y u(n) (kn) = O(s_, (r) (log20)-4) ， (29) 
n < Q 
这 里 的 “ ”表示 条 件 (4,r) =1,0 常数 和 4 有 关 . 
证 : 考虑 正 整数 集合 
D=ØPr)= {d>1ld=1, 或 pld=plr }. (30) 


容易 看 出 , 对 —221> 1 有 
Y d= lJa- p) [0p <o, (31) 
de @ pir 

其 中 < 党 数 和 4 有 关 . 此 外 还 有 

u(n), (n,r)=1, 
> k(n/d) -1 


f dl n de 2 


(32) 
(n,r)>1. 


我 们 先 来 证 明 式 (26) ,利用 式 (32) , (22) 及 (23) 可 得 
Y u(n)n'llogQ/A= > n'logQ/⁄n > n(n/d) 


n < 0 nso di n.de Ø 


= d’ > up(m)m`' log(Q /md) 


Qde Ø m<04 
=》 d'(1+O((lg20 4) 4) ) 
Q>de 2 
=r/ (r) + I. + L, (33) 
其 中 
I = 了 dj1c< 7 d-'(og20/4)-4. 


Odeg Q> de 


由 式 (31) 得 
I <0"!2 y d22<Q'ob.,A(), 


de® 
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I, <(og20) A 2 d+ Y d" 
VO >deg VQ <deg 


«o (r) (log20) A+ c, (r) Q 1. 


由 此 及 式 (33) 就 证 明了 式 (26) . 完全 一 样 ， 利 用 式 (32) 和 
(22) 可 证 明 式 (27) . 
为 了 证 明 式 (28) ， 我 们 利用 关系 式 


(k(n)) =n" Y u(d)/ kd, (34) 
din 


由 式 (26) 可 得 
Y u (n) (k(n)) `!log Q /n 


n < Q 


= (K(d)) ' X u(n) n 'logQ Zn: 


4 < Q dins 


=F PDk) È u (m)m log (Q/md) 


d<Q m<Qd., (m dr)=1 


= Y ‘p’ (d) r(k(d) ọ (dr))~' 


d<Q 


+0 (oant) Y c A (d)d :(log2Q/d) a) 
d sQ 
= r(@(r))'! [op -i+O(r(0 09 (r)) `') 


+ o (sD © o(d d> (log 2974) ) 
d <q 
(35) 
注意 到 r(Q pg(r)) «o (r) 0 K 


> onald) d> log2Q/4) A< y, d 22(log2Q74) 4 
d sQ dzo 


=Y + 》 «log20) 4+0, 


d<Q Vo<d<Q 
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H K (35) 就 推出 式 (28) . 用 同样 的 方法 ， 利 用 式 (34) 及 式 
(27) 就 可 证 明 式 (29) ， 这 时 要 注意 到 由 于 这 里 没有 因子 
log Q /n ,所 以 原来 在 式 (35) 中 的 主 项 不 出 现 而 只 有 大 O 项. 

引 理 6 在 引 理 5 的 条 件 与 符号 下 ， 当 0 > 1 BF, 我们 有 


Y p(n) =(6/r?)(ræ(r))E f1+O(Q-'2G or) 1, 


n < Q 


(36) 
这 里 的 “, ”表示 条 件 (n ,r)=1. 
证 : 设 多 是 由 式 (30) 给 出 的 集合 ， 容 易 证 明 
’(n), (n,r)=1, 
> TOORE! (37) 
değ di n (n,r)>1. 


这 里 4(4d) =( 一 1)?® 是 Liouville 函数 . 由 此 可 得 
Y wm=} > n(nA)4(d) =} Ad X ím). 
nag 


nsQ deg ,din m < Q ⁄4 
注意 到 | 
》 wm=} > a(d) = > n (d) [ y d? | 
m<y m<yq2| m d? <y 
=y > uld) d+ O(Jy ) 
d <Vy 
= (6 /x)ytO(Vy ), 
由 上 式 得 到 


y pln) =(6422)0 D, COCR aa), 
n <Q 


=a] a+ i+ O(0'2|[(1— p -1/2)7 D 


pir 


(38) 
由 此 及 
Matpa la-a < [a+r A < co_ (7 
pir pir pir 
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| 


就 推出 式 (36) . 
最 后 ， 还 要 证 明 一 个 简单 估计 式 
引 理 7 设 o,(n) 由 式 (25) 给 出 . 当 -2< a<0,021 
时 ， 我 们 有 
> oi(g)« Omin(lal’?,(log20)?), A4<2. (39) 
q SQ 
证 :由 于 o} (q) < o2(q) , A< 2, 所 以 只 要 证 明 4 =2 
的 情形 . 当 a < - (log 20) `! 时 有 ， 
2 oa) = > didi È 1 


2 
q < 0 di SQ.d>< Q [di .d>]lq < Q 


<Q X (did,)"'(qd,,d,) 


=0 YX (did) X ov 


41<0.4> <Q ri (4d1,d2) 


<0 Y ore 人 > as) 
r < Q 


4<0# 


-gy = Í > ao y <O laí’. 


d< QA 


由 此 及 
> o2(g) < > d'(q) «Q (log20); 
q < Q 


q < 0 
就 证 明了 所 要 的 结果 . 
定理 2 的 证 明 : 分 (A) x x, < N fl(B) xx, >N 两 种 
情形 来 证 明 . 以 I 表 式 (4) 的 左边 ， 并 记 A,(d) = A(d; x,)， 
i= 1,2. 
(A) xix < N 的 情形 . 注意 到 式 (3) ， 我 们 有 
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He +R V < pR -Ft FE 


i 


=} > Ad ADEN Ed, el) C (40) 


-之 之 (d) (log x, /d) u (e) (log x,/e) N/d el 


,of > (log x, A) (log x; æ) | 


dx] eée<xə 
= NI, + O(x, x; ). 
利用 式 (26) ( 取 4= -2) 可 得 (“,” 表 条 件 与 r H 3) 
I = X nu(djn(e)d-'e '(logx,/ (log x; se } @ (r) 
Pr (de 


d <x, e < x> 


-了 u? (rp r°] > p (m) m ' (log x m) | 


rgxl m< <xi r 


. |: Y ' u (n)n`'(log x; m) 
=F, pn) p (r 2 (r/e(r) + 0 (o_, (r) (log )x,/D) -2) P 


r < Xi 


=>, p? (r) Ap +o y> rol. (r) (log 2x,/) =). 


rexi rx 
41 
由 引 理 7 知 (41) 
Y r! olalr)log2x,⁄) ~ 
r< xı 
= > X r lo2 A (r) (log 2x, /) ° 
k>! 


«xY 2kk ° Y o,r) «1. 


kèl ， r< 2 一 kx 


利用 式 (8) (或 式 (19) ) ， 从 以 上 三 式 就 推出 当 x xz 和 N 时 定 
ARL. 
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(B) x, x, > N 的 情形 . 利用 熟知 公式 


Aln), n>1, 
> u(d) log x /d= | 
din log x, n=1, 
可 推 得 
> A (d; x) = A (n) — > nu(d)logx Zd 
di n x<dl n 
=A(n+ } uln/A(logn/dx), n>1. 
n A >d| n 
这 样 就 有 | 


I =logxilogx,+ 》 TOE > u (n40) (og n/a 
I <n< 


N nx >dln 


. TOR > u(n /Ologn Ax) | 


n x>>eln 
= log xilogx,+ > +>, + X. ， (42) 
其 中 
>, = > A? (n) ° 
ll<ngN 
,= > A(n) | > u(n) (logn/dx)) 
I<n< N n/x;>d]n 


+ > u(n% (logn ex) 


n/x) >eln 


,= > | > p(n 全 dognix | 


1<n<N n /x > dln 


d > pln /O(logn Zex) J. 


n /x >> eln 


由 初等 的 素数 定理 立即 推出 
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Mu NAY HA Llu rN m 


Z, = NilogN+ O(N). (43) 


由 于 当 n= pt 时 有 
| | —logp Zx, p>x, 
Y h(n/d) (logn/dx) -| 0 | 


nix>dln p&X 多 
利用 初等 的 素数 定理 就 得 
2;=- 1 logplogpAi- 1 logplogp x; 
x1 PSN | x, <p< N 


+ O(N'?log2N) 
= Nlog(x,x:N>)+ O(N). | (44) 
Ea ITP E, Bd, e) =q, d=qr, e=qt, W É w= 
max ( xi, x, r). 我 们 有 ( 令 n=qrtm) 
y = > > 2, u(n/d)n(n/e) (og n/dx,) 


d<N/x, e<N/x, [dellngN 
-© dx <n,ex,<n 


. (log n /e x, ) 


> 2 AD 2 An 


q <N/x, t<N/qx > r 委 NAx | 
(rt) =} 


ruin u? (m) (log mt /x1) (log mr /x, ) . 


利用 引 理 6 及 分 部 积分 ， 上 式 最 内 层 和 等 于 (注意 条 件 (7 ， t) 


=1) 
(ee 也 oj 


rt)=1 


6 t i tu 
—9rt _ +u Tu 
nk) ka) (| (iog X, hoe E )au 
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NV/ 2N X 2n | 
+o [ s. GD gri ) 区 gx log gx; J) 
-6N ÍS N N x 
 T2qk(r)k(t) | (iog eqrx, J(ios eqtx, 让 ') 


6 wrt w 
+ 一 一 — 
T? k(r) k(t) log ye? 


(omata (A )' (ios -2A ) fog 2) 
其 中 e 为 自然 对 数 底 ，y = min (x 4 ,x, /r) . 因此 
sl 


É q<Nx, Å tN% kO) 


(| 


+ 0 


(r,t)=1 
6 x, u(r < uW xir 
+ —— | log —— 
m° S., 更 c k(r) Sn, . k(t) | Ë X21 e’ 


G.r)=1 ` 
Luy y aD y Di aa 


f ` .. 2 
Tt q<N/x> tSN/gx 2 k (t) r<tx2/⁄k| k (r) Xı re 
(r.t)=l 


+ of N )2 a aÍ > t'o A (t log a) 


q<NAx 2 t< N/Ax 2 qtx; 


( y r 2o a(r) log 2N )) 


r< N /Qx | qrx, 


= NE, + x, X, + x, E, + O(N!2 È). 
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下 面 分 别 来 计算 王 ,，,1<j<4 .利用 式 (26) 一 (29) 可 得 


a Zaa O (E s) 


a S.. q as k(t) 
(0 k(t) ,ol O (iog 2X J )) 
qx 


+ O (e720 (io 2N ) J} 
qx: 


pibe 


l Por 
4<N/x2 | qx 
。 y> EPA (io 22 N) 
t< N/qx, 
N 2 N 
= lo 立 +oOD+of (° J 
Ë X> | PLE | 8 dX2 


2, t'o A (t) ) 


t<N/qx 2 


= jog N /x, + 0(1) , 


最 后 两 步 用 到 了 下 面 的 两 个 估计 式 : 
Y t'lo_, (t) «log2y, yzl, 
这 可 利用 引 理 7 (4= 1) 及 分 部 求 和 来 证 明 ; 以 及 | 
Y q'(og2y/q) 2 «li. ` (46) 


dy 


利用 式 (28), (29) 及 (21) 可 推出 
u(r)r | k (r) 


q<N⁄x> x2/x <r<N/gx1 k(r) . 


toe n (iog 22r Zxr )°)) 


一 2 
< > 人 (es 2N | 


È ,,= 


qs NA 7 qx qx 
| | 2 x -2 
+o > > T(r) (oe 22 Lr ) J 
q<SN/x, X2 x < r<N/Qx)| | X? | 
< N /Xi 5 e 


最 后 一 步 用 到 了 由 引 理 7 及 分 部 求 和 推出 的 佑 计 : 
> 可 -273 (r) (es 23 2 xr z) <A (iog 21 og 一 一 2N 


x 
x2/x 1 <r<N/qx1 q 


及 式 (46) . 同样 可 证 
Z,, <N /x; . 


设 28: < 0 < 2*, 由 引 理 7 可 得 
y mi a (0) (log20Mm) 


= > > HI _ A (n) (log 2 Q n) 


k=1 2 ko<n a <2 ktl o 
k 

< > Q 22k ` k: 2 kt Q < 012. 
k=1 


由 此 及 N<x x, 推出 | | 
>£, < ` q '2(N/gx) '2(N/ax,)!2 < N! 2 


q<Nx> 


综合 以 上 各 式 就 得 到 
>, = Nlog N/A + O(N). 
由 此 及 式 (43) (44) , (42) 推出 
I= Niogx + O(N) . 
这 就 证 明了 当 x x, >N 时 定理 2 也 成 立 . 
3 2. Jin 零点 密度 定理 x 
设 +,r 是正 整数 ， 太 是 一 算术 函数 ， 令 


f.) = f((n,r)) , | (1) 
并 记 | 
f.f. (n) = f.) f n). (2) 
BR, fn) A r 为 周期 , 即 
f (n+r)=f.(n) ; | (3) 
当 f 是 积 性 函数 时 ，f， 也 是 积 性 的 ， 即 有 
了 (na = 了 GO fn). (m,n)=1. (4) 


所 以 ， 当 f 是 积 性 函数 时 ， 我 们 把 f. (n) 称 为 是 模 > 的 拟 特征 ， 
这 一 概念 是 由 Selberg” 引进 的 . 
以 下 总 假定 + ,x “是 无 平方 因子 数 , 
Kide ë q> 1 ,Xmod gq , f EREK, 以 及 z (d=1, 
… ) 是 一 有 界 数列 ， 再 设 


ep) 
= $Y Ezd) fd dr il {1+(f(p) — Dx (p) ps }, 
d=! Pita 
o Res>1, (5) 


1) Proc .1972 Number Theory Conference , Boulder, 205 — 216 . 
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其 中 ft, =r /(r,d) . IK, 4 Re s>1 时 有 
L(sx)M(sx; ë , f.) = È (y EDADE n=. (6) 
n=l din f . o. o 


证 : 33 Res >1 时 , £ (6) 的 右边 等 于 
> Ex (d) ds > z (m) f, (dm) mr 


= EdD a xm fmms, 0 
这 里 用 到 了 当 y(r) #0 时 ， 对 积 性 函数 f 有 
frldm) = f((r, dm) ) = f((r,d)(r/(r,d) , m)) 
= f((r,d)) f(t; m) ) = f, (d) fọ (m) . 
由 于 当 ulk) #0 H£ 
fip =1, ptk; fi(p) = Sf). pik, (8) 
故 当 Res>1 时 有 
È x (m) f (m) m `° 
= [1 (1— A(p) pI) - T Gtr pe- cp '} 


ptia pita 


=L(s,D [I {1+(f(p) -Dx(p)p y , 
plig 
由 此 及 式 (5) ， 式 (7) 就 推出 式 (6) . | | 
容易 看 出 ， 当 取 f(n) = 1, = uld), d<x;ë = 0, 
d > x BF, 引 理 1 就 是 式 (19.4.29) , M(s, x; £ , f.) 就 是 
M.(s,.,x). 
由 式 (6) 及 定理 6.5.4 144: XF x > 0,Res>-1 4 
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$ ( ; I ); me 


| = : | LGrw, DM (shw,y;¿ f) T(w)x”dw. 
ni Jo WMS (WwW) Xx" 


当 ¿= gtit,1/2< o <1:Bk, 由 于 上 式 中 的 被 积 函数 有 因子 
r (w) ， 所 以 积分 线路 可 移 到 直线 Rew= -0o, 这 时 经 过 一 阶 


极点 w = 0 ,以 及 当 x=x? 时 还 经 过 一 阶 极点 w =. 1 一 $， 因而 
从 上 式 推 得 


> P ¿P (n) f. (m) ne" x 

n=} \din 

= L (s,z) M(s,y; Ë, f.) S 
TE. Q q' MA, r; JTI) x!" 3 


+ 去 | L (G+ wi DMD z; E 1) 


T(- otiw) at du, 


Eo=1,. x=Xx"; Eo=0， r. 
s=p=ß+iy 2% B<1 an (9) 
E L(s,x) 的 零点 时 ， 我 们 就 得 到 


》 [£ ¿ 中 (n) fi) e". f 


O n=l dÍ n 


-EoD MG, y; ip) TU- px 


+ 二 | L+ Di X) M(G+ Di, Ef) 


` T(~ß+iu) x "du. < | (10) 


至 此 ， 我 们 所 作 的 讨论 同 第 三 十 章 中 证 明 零 点 密度 定理 所 采 
用 的 方法 (W, $30.1) 是 一 样 的 ， 只 不 过 是 用 M (s ,r; Z, f.) 
来 代替 M (s.,y). 


W R2>1,F ` 表 对 满足 条 件 (r,4) =P = 1 的 > 求 
和 . 式 (10) AARI r, 并 求 和 得 到 


> (> < )x (n) ( > `r"! f. Q) je 

n=l din r<R 

= Eoo (Qq T -px Y MO, Ë, f.) 
+ r: |. L ((y+u)i, x) [(—8+iu)x i" 


(F r -1M (G+)i, z, Š 四 ja x (11) 


r&R 


我 们 希望 对 适当 选取 的 ， 和 f, 通过 这 样 取 平 均值 后 ， 从 式 (11) 

出 发 ， 利用 同 Š 30.1 基本 上 是 一 样 的 方法 ， 并 结合 Halasz J 

法 (8 29.4) 来 得 到 在 o=1 附近 的 Ianna 型 的 零点 密度 定 

理 ( 式 (A))， 并 有 尽 可 能 好 的 常数 ci . 迄今 ， 这 种 方法 仅 对 

x 关 x° 得 到 了 好 的 结果 . | 
我 们 按照 Jutila 的 办 法 选取 


< = 4, _ | (12) 
2 HA (1.1) 给 出 , 以 及 取 | o , 
f(n) = u(n) ọ (n) = (1) . (13) 
我 们 记 | _ 
a (n) = Y 4 | (14) 
dln | . 
M(s,x;n,) = M (s, 1 ;4， n,). (15) 


这 样 , 33 x 对 xXx” 时 ， 由 式 (11) 得 到 
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eE A+ Y aln) x(n) n ee r'n,(n)) 


r< R n>z 


-zz l LO FOI DTO B ixt 
| (Br Mt win) Jdu, (16) 


其 中 p 为 L(s ,x ) 的 零点 ， 满 足 式 (9) . 


为 了 计算 在 以 后 讨论 中 出 现 的 一 些 和 式 ， 我 们 先 证 明 几 个 
引 理 . 


引 理 2 设 / 是 积 性 函数 ,Res > 1 . 我 们 有 
510n = ty) H O ate- 


pllr,r ‘Jlr,r yi 
. H“ (1+(f2(p) -1)p"`:). (17) 
证 :由 u(r) #0, pr) 和 0 及 式 (8) 知 , 当 Res >1 BJ 
È f.f. An)}n = II +SS +p- - )} x 


= H afpa- 


plfir,r J{r,r')-! 


aroraa a 
pf Fr 
由 此 就 推出 式 (17). 


RODEAR (O) 外 ， 是 有 限 个 有 限 和 的 乘积 ,是 一 个 
ERB. ü 
H(s:r,r') = I (1+(f(p) — 1)p-:) 


pilr,r ]G,r 9) 1 


H (+(Jf2 (p) - Dp °) 


p| (r,r ) 


= > h(n;r,r”)n, > (18) 


这 是 一 个 有 限 和 ,h(n;r ,r Æ n 的 积 性 函数 . 由 式 (17) 知 


f, f) = h(d;r,r2. (19) 
din 
HK (18) 知 
fp~1, pllr,r’](r,r')-!, 
h(p;ir,r')= (f:()-1, pirr’), (20) 
0, płrr’, | 
以 及 | 
h(pt;r, r )=0, k>1. (21) 
因此 
Myo- JI GOD .nilr,r’, 
h(n;r, r) = EG err? | ; 
0, | nt[lr,r “]. 
i E (22) 


引 理 3 iZ f(n)= H (n) ç (n) , h(n; r,r) BA (18) 给 
出 . 我们 有 
or), r=r', 、 
$ arroa- Í (23) 
| 0, rr; 
以 及 
È lhln; rris Ton Je+D， 29 


pir pir’ | 
证 : ER (18) 中 令 s=1 ,并 利用 f(p) = -p+1 就 立即 扒 
HK (23) . 由 积 性 及 式 (20) ，(21) 我 们 有 ` | 


> lh(n;r,r ld” = II. . (1+1f(p) — tlp™) 


plir,r r,r) 


[| G+H -DI . 
EOF OA E 
| (25) 


现 取 s = 0 , 并 利用 f (p) = —p+1 就 得 到 
.824 ， 


È Ihln; r, roi o 
IT ei kaji (26) 


i pl[r,r IG, a! pl,r) 
这 就 证 明了 式 (24). 
引 理 4 当 log q < (log R) >? B$, 我 们 有 
y r! =6n2 q (k(q)) ~ log R (1+ O (log R) 1⁄4)) ， 
r< R f 四 (27) 


其 中 大 (g) 为 由 式 (1.24) A, < =” 表示 条 件 (r ， K u2 (r) 
=]. 
证 ; 利用 分 部 求 和 ， 从 式 (1. 38) 本 得: 当 2 < < R 时 


> mef: T [5 1)= slar log R/R, 
R r<t 


R <7 <R } pla 
+ o[ R HI! (1—p 12) a) (28) 
- plq r 5 l :. 


当 R 小 于 某 个 正常 数 C， 时 引 理 显然 成 立 ， 所 以 可 假定 
Rz c,, c, 为 一 充分 大 的 正常 数 ， 这 时 ， 如 果 q 小 于 某 个 正 
常数 cz ,我 们 可 取 Ci C3 足够 大 ， 及 取 


R, = exp Í c; (log R) 3 (loglog R)! $. {29) 


注意 到 x 
Y r-=0GogR)+ Y ru, (30) 
r< R Ri<r<R 


由 式 (28) 及 (29) 就 推出 式 (27) 成 立 . 所 以 可 假定 q> c, 

c, 为 一 充分 大 的 常数 . 设 4 = Pw’ Pow 是 第 o (q) 个 素 

数 ， 因 此 ， q2 PiP Pow >» i | | 
logq> > logp> A. (31) 
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所 以 有 
TI G+) < H (1+ p`!) «log A<log log q< loglog R , 
p| 4 (32) 


JI (1 — p-'2)- <] (+ Dy (1+ p'!2) 


p| q 


< (loglog q) la + p`”) 
p&A 
< (loglog q) exp (c, (log q) '? (loglog q) !) 
<exp( c, (ogq)'2(loglogq) !) , (33) 
CasCs 为 正常 数 ， 这 里 用 到 了 
log (H (1+ p») )< Y p''2< A'- (log A) ~! 
PSA p<A 


| < (log q)!'2(loglogq) 1. | (34) 
由 引 理 条 件 知 ， 现 在 有 
(log R) 2⁄4 (loglog R) `! > (log q) 2 (loglogq) ~! , 
因此 可 取 R, BR (29) 给 出 ，c; 充分 大 ,使 得 
Rzr'2 [| (1 —p'!2) la1. (35) 
Pig | | 
这 样 一 来 ， 由 式 (28) ，(29) , (30), (32) É (35) 推 得 
> Tri= 0 ((log R)? (loglog R) `!) + 6z "2 ll (1+p`!) `! 
. log R (1+ O ((log R)''A(loglog R- 1) ) 
= ér [0+ p7) -og R (1+ O(log R) -4)) . (36) 


这 就 证 明了 引 理 . | 
引 理 5 设 gqg>3,T>2,1/2< a<1, 以 及 xmodq 
是 非 主 特征 . 再 设 p= B + iy 是 L(s,X) EKR 
axs Re s<1-c,(logq T) ,lImsl<T (37) 
中 的 零点 ,ce 为 一 正常 数 ， 以 及 
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g (p ,X)= > aln) (n) me 人 (了 n (n) r ) , (38) 
z1 <n<y r<R 

这 里 n(n) 由 式 (13) AWH, aln) HK (14) 和 (1.1) 给 出 ， 以 

及 出 现 的 参数 满足 条 件 | 


x,R, z, <z, <(q T) , (39) 
y= x(logq T)°, (40) 
其 中 c, 为 任 一 给 定 的 正 数 . RWE, WEREX c, 3 
x*> R z,(qT)'™: (41) 
时 有 l x 
lg (p ,xX)|=e™!” > r+ 00), (42) 


其 中 O 常数 和 cesc c AR. 
证 : 由 条 件 (37) ，(39) , (40) 及 a (n) «n: 知 
Y alna nreti ` n. (m) ri) 
r< R 


n>y 
< R > n'te "ww Rxe v* 
n>y . 


<(qT)2%'exp(—(logq T) 2) <1 , (43) 


由 此 及 式 (16) 知 ， 为 了 证 明 引 理 就 需要 估计 式 (16) 右边 的 积分 . 
由 式 (5) , (15) , (1.1) 及 HGr) 关 0 知 , 当 Res=0 ff, 
IM (s,sxn)ls Y or. dD) II (+ 
d<zə> 


plia 


< z, [IG +) < zar’ (r) . 


pir 


由 此 及 式 (1.19) ， 利 用 分 部 求 和 得 到 : 当 Res =0 时 ， 


VIM 1 ) 人 ziro-lr)<R z. 
r< R 


r< R 
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此 外 , 当 1⁄2< Res<1-—c (log qT) 时 
 T(—s)=-—s'!(1—s) !P(2-s) <loga T + 

由 以 上 两 个 估计 式 , L(s,y)(Res=0) K T (s (Res= - f) 

当 Ims 一 co 时 的 阶 估计 ( 见 式 (14.3.14) 了 及 (3.3.22))， 

”以 及 条 件 (37) , (41) ， 立 即 推出 式 (16) 右边 的 积分 < 1 , H 

此 及 式 (43) 就 推出 所 要 的 绪论 ， O 常数 和 ci ,cy ,8 有 关 是 显 

然 的 . 

由 式 (42) 和 (27) 可 以 看 出 ， 当 x Æx. BF, XT L (s, x) 
在 区 域 (37) 中 的 每 一 个 零点 p, 相应 的 引 理 5 中 的 Dirichiet 
多 项 式 g (p , x) RAE. 

为 了 使 得 在 a=1 附近 的 零点 密度 估计 不 出 现 对 数 方 次 ， 就 
REMATE Hannak 零点 密度 引 理 . 

SIB 6 设 q>1,xmodgq,so= 二 1+ito ,以 及 ô>0. Ħ 
Ë M (6; so ,XxX) & Ls.) EMR |s 一 so] < ó 中 的 零点 个 
数 . 我 们 有 

M = M(5;s0,x)< O(6log(g (ltol+2)))+1, (44) 
其 中 O 常数 是 一 个 绝对 正常 数 ， 

证 : 由 定理 17.1.1 及 推论 15.3.2 知 ， 可 假定 

cs (log (d(|t,|+2))) ! < ó < 1⁄4. (45) 


由 于 上 (s, x) 和 工 (s ,x') (x e X) 的 非 显然 零点 相同 ， 所 以 
不 妨 假定 x 是 模 q 的 原 特征 . 根据 定理 8.4.1 及 15.3.4 (FR 
s=s, 二 1+6+ito) 得 | 
X Re(s—p) t= ERe( — 1) 1 + Re t (s, ,x) 
lp~s1l£1⁄2 


+ O(log(g(ltd+2))). (46) 
对 L(s,y) 的 任 一 零点 p 都 有 


1) 注意 到 式 (14.1.3) , 当 og=0 时 式 (14.3.14) KARLA q° 后 就 对 非 原 特征 
也 成 立 . 
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a ma- w -让 


Re So p) 2 


m4 p RF [s-s < cia m, 必 有 
|si— p| < 2 ó < 1⁄2 ， 
因此 有 
2 Re(Gi-p)- > X |s-pl| 2 Re(s,— p) 
\p-s1l&172 ip-solsô | 
| > (4ó) ! M. 
由 此 及 


L (s,x)<ó 1, E,Re(s—1) 1< ó, 


从 式 (46) (45) 就 推出 
| M <5log(g(tel+2))， 
这 就 证 明了 引 理 . 
为 了 对 x= x°, 即 对 《(s) 得 到 不 出 现 对 数 方 次 的 零 点 密 
度 估计 ， 我们 有 下 面 的 引 理 
引 理 7 设 T>2,1/2< x < 1, K N(a., T) 由 式 (30. 
C) 给 出 . 我 们 有 | 
Na, T) < T”? . | (47) 
证 : 对 任意 正 数 cy ,cio,c1, 当 
| a < 1 -—c;(log T)” 3⁄2 
时 ， 我 们 有 
Te- > exp(c,e (log T) !4) »> (1og T)". 
由 此 从 定理 10.3.2 及 式 30.2.2(q=1) 就 推出 式 (47) . 
现在 ， 我 们 可 以 来 证 明 本 节 的 主要 结集 i 
. 定理 8 设 T>2,1/2< x < ‘4>1. 我 人 有 | 
N(aK,T,q) < (QT, (48) 
其 中 NN (a , T ,gq ) 由 式 (30. C) 给 出 ， | | 
证 : 当 q<2 时 , N(a ,T ,q) = N (aT) , 由 式 (47) 知 
. 829. 


Le aa miio a 


定理 成 立 ， 此 外 ， 对 任意 的 x, NC, T, X) =N, T), F 
以 我 们 只 要 证 明 : 34 q > 3 时 


N (a,T,g= } N(x,T,x) <(q T) 2-2), 
z? : ymod q 


(49) 


这 里 的 Nla, T ,x ) 在 第 三 十 章 一 开始 给 出 . 
由 推论 30.2.2 及 N (xc ,了 了,qg) 是 wx 的 减 函数 知 ， 只 要 对 


co (logq T) ! < 1— a< c, <1⁄25 (50) 


来 证 明 式 (49) 即 可 ， 这 里 c, 为 任意 正 数 co 为 任 给 的 小 正 
数 . 证 明 的 思想 在 原则 上 和 定理 30.3.1 是 一 样 的 ; 只 不 过 由 于 
这 里 要 求 不 出 现 对 数 方 次 ， 所 以 ， 在 把 区 域 : c < < 1， 
|ti < T 分 为 两 组 小 和 矩形 时 ， 小 矩形 的 宽度 不 能 取 logg T HE 
样 大 ， 而 要 取 (log gT) -: ,以 及 代替 推论 15.3.2 要 用 引 理 6 
| 

把 区 域 p:a < c < 1,|lt| < T 分 为 如 下 的 小 矩形 : 


Qn: axoxgl, max ( — T, m (logq T)-!) 
< t < min(T,(m+1)(logg T) ') , 
— T(iog4a T)-1<m< T(logqT) . (51) 
BZ | 


m = j(2) 
并 以 N (a; T, D 表 所 有 工 (s , x) Ka x x moda) 在 区 域 D, 
中 的 零点 个 数 之 和 ， 显 有 
N KaT, DS Na; T, Q +N, (a;T ,gq). (53) 
对 任 一 xmodqg;， 以 Rj(x) 记 小 矩形 组 D, 中 至 少 有 一 个 
L(s,X) 的 零点 的 小 矩形 Qn 的 个 数 ; 在 每 个 这 种 小 矩形 中 各 任 
取 工 (s,X) 的 一 个 零点 ， 就 得 到 一 组 零点 : 
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| Duro Dx. PR Q). ° 


; 54 
Im (p Ppr., )l> (log gq T) !, IT. (54) 


由 引 理 6 知 ， 对 任意 正 数 2, 有 
> RW )a+G- 2Əlogq T) 


x) x mod q 


<[ > RW )G T) 867, (55) 
这 里 < 常数 和 e 有 关 . 
这 样 一 来 ， 式 (49) 就 转化 为 证 明 : 对 某 个 小 正 数 e, 有 


Ji= > R(x «(gqgT) 2 j=0,1. (56) 


J 


N'ai T, 9) < Í 


对 Jo; J, 的 估计 是 完全 一 样 的 . 下 面 用 引 理 5 和 Halász J 
法 ( 引 理 29.4.2) 来 估计 Jo ,并 假定 q T 充分 大 . 
在 引 理 5 中 取 c = c, ,以 及 | 


R = (qT), z, = (qT) '™*™, Z= (qT) "5, 


x= (qT)*? , y= x(ogqT)2, (57) 
这 里 se， 为 某 一 正 数 .容易 验证 ， 当 我 们 最 后 取 
| s (Gn =e,= e< 1⁄25 | (58) 


时 ， 由 条 件 (50) 可 推出 条 件 (41) 成 立 . 这 样 ， 由 式 (42) 及 引 
理 4 可 推 得 


> > lg(p ,x)| = -a(z =) (1+ o(1)) , (59) 


0 py 


z Xmodg 


这 里 > 表示 对 由 式 (54) 给 出 的 这 组 零点 求 和 ， 以 及 o(1) 


> 0, P R— o. 
为 了 估计 式 (59) 左边 和 式 的 上 界 ， 我 们 在 引 理 29.4.2 中 取 
H(s, x)= g(sta,x), (60) 
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b (n) ee > LRO] ,n=1,2,..., (61) 


. N r<R 


其 中 u,v 为 参数 ， 满 足 


<u=e" sy, 
Ka ° Sy (62) 
21 3<p=e" < z. 
由 式 (19) 4, | 
B(s,p) = È bn) x (m) n 
=> Y (rr ) Phldsr, r)x(d) d's 
rSRr'<R 
D y(m)m "S (em 一 me) ， (63) 


取 s =p 一 ,由 式 (29,4.16) 得 到 
| 之 > "gp. 


x #¥Xxmodq ?7 


<Í > la (n) |? n'e?" (e-n =e) | 


ZI <n<y 


x O#xmod q Px r y modq Pr, 


' 1 y > > 7 "IB(p+7 ~ 2a an}, (64) 


当 u,v 满足 条 件 (62) 时 


e 2 (ent — en) < {e2414 — e~ (7z1-2/x)n y' 


| < (1 一 e °°)- 1 zi<n, 


最 后 _ 步 用 到 了 由 式 (39) — (41) 推出 的 : 当 qT 充分 大 时 
2x-1>1⁄<4 及 1⁄2 -—2 /x>1 /2zi. 由 式 (59) , (64) 
及 上 式 就 得 到 (以 x 表 求 和 号 X EO: | 


XO#xmod gq Px 
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— th hh eh e a dra ee tee pe PP i i He -o Char 8 o 


J2( :< y la (mini | 


r&R Z <n<y 


d > FB(p+p —24,X%7 1a (65) 
上 式 两 边 对 参数 u,v, ERR (62) 上 积分 ， 再 除 以 log q T)? , 
注意 到 式 (57) , (58) ， 我 们 得 到 


R(E 中 < s; 2 (log qT) ad D) la (m) eni} 


7 安民 Z1 <n<y 


(I+e3 Jlogy log z} 
y ° y> | |IB(o + 


Zqop Kq? logy (1—¿3)logz, 


_ 22,y7 )ldu, do ， (66) 
由 定理 1.12, 式 (50) X (57) REA 


Y lamin” -| ed(Zieoopj<sy 2-2 (67) 

为 了 估计 式 (66) 右边 的 二 重 和 ， 先 来 讨论 B(s, x) .: 
O< Res < 2(1—a)Bf, 由 Mellin 变换 (定理 6.5.4) aa 
积分 线路 得 到 


Dy x (m) m 全 ‘(er md — e-m% ) | 


m= 1 
_ 1 
2ni 


| L(t1+stw, DT (w) (u 4) "= o/d)")dw 
ü) | 


= E, 9(g) qd: R(s,u,s) +I(s,x d) ， | (68) 
其 中 E, =1,3 y= x°; =0,x # x°, 
1) 这 里 还 不 需要 渐 近 公式 (1.2) , 而 仅 要 上 界 估计 . 
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logu /v, s=0, 
RG.u.o) =Í (69) 
(u—u s) DT(—s), s0, 


以 及 
I(s,x,d) 


| | 
= —— | L (1+ stw,x)T (w) ((u/d)"— (v/d) ")dw ° 


2m i 
(70) 
6 为 一 适当 小 的 正 数 . 这样 ， 由 此 及 式 (63) 知 , 40 < Res 
<2(1-x) 时， 


B(s, =E o (gg 'R(s,u,o) > > (rr)! 


r<R r <R 


È h(dir,r2) xd a 


+E Y Gr S'È hld;r, rdx (d) d U Ks,xd) 
d=1 


rR r <R 
= E, 9 wr (E rig wj (s.u, +X, , (71) 
r< R 


最 后 一 步 用 到 了 求 和 条 件 rr’, q) = 1 及 式 (22) , (23). H 38 
知 的 估计 ( 见 定理 14.3.4 或 13.4. 5) : 当 Re(1+s+w)>6, 
Im(s+w)< q° T h}, 


L(1+s+w,x) <(qT)!2, (72) 


< 常数 和 ó AXR, UR T (w) 的 阶 估 计 ( 见 式 (3.3.22)) 可 推 
出 : 当 Imnsyc<7T,Res>0 时 


I(s,y,d) < (qT)'? (v/d) t. (73) 
当 我 们 要 求 取 | 
£ = 8, = Cp = ó < 1⁄25 (74) 


时 ， 由 式 (72) , (73) , (24) 及 式 (1.19) ,并 注意 到 式 (57) 和 
(62) ， 我 们 有 
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EUT rr- È Ih(dir,r | 
d=1 


r<R r <R 


< (gqT)!'2o 1+ | 2 r p`! W) 2 


r< R 


< (qT) 0t R? < (gT) >, (75) 


这 里 < 常数 和 e AR. 由 于 仅 当 y=yx Pi yz =x, H 
A (66), (67) , (71) 及 (75) 得 到 ，( 注 意 到 式 (74)) : ` 


n[ x r) «(loggT)™ ° y” o (q) [y ET. o) 


r< R 
ROW) RoG) A (+e)ogy plog zi 
La al 1... 
. RG tP au.) dui.) 
+ yra (gT) 2J2, (76) 


当 0 < Rew < 1⁄2, w 0 时 ， 


(u *— p") T(—w)=T (1— "| tw l dt< logu/l. 


由 此 及 式 (54) , (57) , (62) (69) ， 并 注意 到 2e > Re(Cpi， 
+ p1', 一 20%) 之 0 ,我 们 有 


RoW Ro% (1I+e)logy a log z 1 
F YY | | mno. 


xz0zxmodd |7! 171 < gy (1—z)log zl 


+ p, y 一 20 „u, v)ldu, dv, 


= 2 2+2 2 


x #xmodq li! xo#xmodg Í #l 
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< J, (log qT) +(logq7) 2 È Ir (— Co ri 


x 0 ¿y mod q PIN 
+ Pi ‘x ku 2e))| | pit p, aT 2al 


<J (ogqT)'+(lg4aT) 2 ` X | Pir 


zxmod4 1 天 
| ' + pr. 2al x . 
<J. (logd7)”， (77) 


最 后 一 步 用 到 了 由 式 (54) 推出 的 : 对 任 一 -给 定 的 I 有 
> | Pit p. 2 a [< (logqT): /m <(logqT)2. 
Il m 
由 式 (76) , (77) 得 到 
n(x re) «Joo (q)q ' y” (ogqT)[ > 1o (r) J 
r<R r<R 
+ Jè y” (q) 3 | (78) 
由 引 理 4 RA (57) 可 得 | 
Y r > e(q)q''(og R)(1+o(1))> e (q)g-! (log qT); 
r< R 


由 式 (50) , (57) ，(74) 可 得 


y*(gT)-* < (qT) ==” (log qT) ° = o (1), qT — œ. 
此 外 ， 注 意 到 | 
Vo < Y r, 


| r&R r&R 
由 以 上 四 式 就 推出 
J < y” = ((gqT)?*2e (log qT)4)("9 ， (79) 


对 .可 得 同样 的 估计 . 因此 ,在 条 件 (58) F , 取 = s, = 31= 
1⁄26, 由 此 就 证 明了 式 (56) 成 立 ， 进 而 由 式 (55) , (53) 推 
出 当 条 件 (50) 成 立时 式 (49) RA. | 
”在 讨论 算术 级 数 中 的 最 小 素数 时 ， 我 们 直接 要 用 的 不 是 定理 
8 , 而 是 下 面 的 较 弱 的 结果 一 一 定理 9 . 但 为 了 得 到 关于 最 小 素 
数 的 较 好 的 数值 结果 ， 就 需要 定 出 定理 9 中 出 现 的 常数 的 较 好 
的 值 ， 为 此 就 要 利用 Graham 的 渐 近 公式 一 -定理 1.1. 
定理 9 设 1>0， 423, e 为 充分 小 的 正 数 ， 以 及 Q (4 ,9) 
表示 在 区 域 | 
= æ= 1- A (logq) ' < s <1 ， t| < (80) 
中 至 少 有 一 个 零点 的 L (s, x) (x mod q) 的 个 数 那 末 存在 正 
数 qo 使 当 q> qo 时 ， 
Q (A, q) < 9.87 ei, © (8) 
证 : BA (48) 知 四 | 
O, DSN, qg q ei 
所 以 存在 正 数 4, ,使 当 ¿2 4。 时 式 (81) 必 成 立 . 由 定理 17.1.1 
知 ， 存 在 常数 c. > 0， 使 得 除了 一 个 例外 函数 可 能 有 一 个 例 
外 实 零 点 外 ， 所 有 的 L(s, XxX)(xmodg) EK R 
1 一 ci(log gq)-! < o < 1,lt| < q' 中 无 零点 ,所 以 ,我 们 只 要 来 
证 明 : 当 ca <å < log È qo 时 式 (81) 成 立 . 这 一 结论 的 证 
明基 本 上 和 定理 8 一 样 ， 一 方面 在 方法 上 更 简单 ， 这 里 将 在 式 
(61) PRE- o, 
u=y, p= Z ° (82) 


因而 用 不 到 对 式 (65) ( 即 (64) ) 取 积分 ; 但 另 一 方面 为 了 得 到 
好 的 常数 ， 就 需要 精确 地 估算 式 (64) 的 两 边 ,特别 是 要 利用 浙 
近 公 式 (1.2) 来 计算 式 (64) 的 右边 . | 
具体 证 明 如 下 : 由 定理 10.3.2" 知 ， 当 c < < 1 E q 
充分 大 时 ,了 (s, x°) 在 区 域 (80) 中 无 零点 . 所 以 可 假定 


1) 实际 上 用 不 到 这 样 强 的 结果 . 
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x A 1°, 设 在 区 域 (80) 中 有 零点 的 上 (s ,x) (x 关 Xx”) 是 


L(s,x) , 1<j< Q(2,4)=J. (83) 
相应 的 零点 ( 任 取 一 个 ) 是 
P; ， l<j<J. (84) 


在 引 理 5 中 取 cs = cl。, 以 及 代替 式 (57) 取 | 

R=q',z =q%i< z,= q2,x=q°,y=xlogq, (85) 
其 中 aa, b,c 为 待定 正常 数 ， 满 足 条 件 

c— b-a, > 1⁄2. -~ (86) 

容易 验证 ， 当 条 件 (86) 成 立时 ， 只 要 取 适 当 小 的 6, 当 gq > qo 

时 条 件 (41) 一 定 满足 ， 这样 ， 由 引 理 5 类 似 于 式 (59) -就 得 到 

Sg) E r)a +00), (87) 


这 里 o(1)> 0,33 q > o . 男 一 方面 类 似 于 式 (64) (注意 到 
式 (82) ) 可 得 到 


2 | 
($ POENE | L lam) Pn” e> (e9 e7 | 


Z /<n<y 


=1l”=1 


Ep x > > IB(o +P; 一 20， Y Yi. Dl). (88) 


先 来 计算 上 式 右边 的 第 一 个 和 式 .由 于 


em (e-n9 一 en 1) -t = {e Om m e nt 172%) v, 


注意 式 (85) 及 式 (64) 的 下 一 式 ， 对 任意 小 正 数 s, (Mi Æ 
Zi < z,) 有 | 


> la (m) |2 n! 25 e7” (e-"5 — g`" ) -1 
2 1<ney - 


s = > x laln) n> (1+ o(1)) 


E 一 


. 838 - 


+ o Í >... 


FISAS Z 


la (Wh e=) 


+ oÍ > la (mnr). 四 (89) 


y!" tI<n<y 


这 里 o(1)—> 0 当 q> oo .由 定理 1.1 #l 


2 fyel | 
> | |a (n)|2 n” -| ma u d (5 ja (m)! ) 


n&u 


z, V 2[ 2 =|( u ) 
= |! llog —— +1 
(ios Z, ) |a. o z, Er du 
l~e 


z, yP 
+ 区 = J | ul> qu 
| z 


2 


| z, 一 ? y20-21)0-a) 
+ —. í... J U l 
o[ (ioe i) 2 (1-a) 


-1 2(1 -el1)(1—a) -2 
Z? y ! _ — 
= (10 z, ) 720a) 8, (iog z, J 
| 2(1+z )(1—a) 


2 (1— a) 


x (log z,) 


2-0) z 2+ep)0=a) | 


(iog 2 J 22 — Zt ” 
Ë z  4(I—a)2 


-2 
Z2 | y2 07e U-a) | 
+ oflo 2) So 
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_  e240-4)(e+0) q e?™ tOta) 


 21(a-a) “' 24(a a 


e2la2_ e2la +e) ( p220 ~e) (eto) ) 
一 一 一 二 | 
44:(g,—a;)! 0 24(a;— a,)2logq 
peh : o 24, _ 2 Aa y: 
本 2A lama, ) : 4 22 as a 
+ O(a,+ (log g- 2) , (90) 


其 中 9 = ( 2loglogq) /logg, 最 后 两 步 用 到 了 式 ( 85)， 
a = 1-1(lgq) -', 及 ca < 4< Ao, REN O 常数 和 s， ,gq 
无 关 . | 

类 似 地 ， 由 定理 1.1 可 得 | 


> la(m)Pn 1-22 一 = (e =) | u!” 


z, SMS zite, 


_ x (10 — + 1) du 
Z2 1 
| + o ( (iog EA ) 2 (1-a) ) 


Ke, + (logq) + (91) 
2L dam nn» a+ (ogg 2, ` (92) 
yl ft<ngy | | . 
这 里 < 常数 和 c.q X>. 
其 次 来 讨论 式 (88) 右边 的 二 重 和 .， 当 满足 . 
1/2-a,+2b<0 (93) 
-840 - 


时 ， 类 似 于 式 (71) 和 (75) 7 可 证 (注意 式 (82) 和 (85)): 当 
O<Res< 2(1—x) F, ` 


B(s,x) = Ev (ga (Fr je | 
r<R 
+ O(q i), (94) 


O 常数 和 q 无 关 . 由 式 (69) 知 
WI log y /z,, s= 0, 


| u du 
Z] 


< (logy /z,)(1+ O(log™! q)), 
0 < Res «(logq)-!. (95) 


IR(s,y,z,)| < IT- s)| 


因而 有 


< o q) g’ [y TY jc- a, ) (log q) 
J(1+ 0log q)) + 0O(J29-a ) , (96) 


综合 式 (87) — (92) 及 (96) 得 到 
J2(1+oD) 2 Ë 


r<R 


< gp (q)q `! ( > r 2 on Juss q) J {E+ Oe, + o(1))}. 
, (97) 


这 里 o(1)> 0,q 一 oo ,以 及 
E = (c-a) {(24 (a,—-a)) ~! e? — (2A (a,-a,)) 2 


. (e22a2 — e24a1) 1. 
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利用 式 《27) , (85) 就 推出 | 
J < (n? /6) b! (E+OG: + o(1)) ). (98) 
最 后 我 们 来 计算 ,并 确定 参数 a,, a, ,b,c 的 取 值 . 4 
u, >u, > 0, ç > 0 时 有 | 


u? 
p(u,—u,) e" < es — etu1 = | et dt 
u1 


<vlu,- u, ) e ， 


有 
E < (c-a) {(2 4(a,-—a))"! pe (Qa (a— a) Kuu; 


< (c—a, 7 d, —a,)- le?e? 


因此 | o 
J< (r? 6) (c-a)? aa) ea + Olet ol1)). 
99 
现 取 (99) 


a;,=5/2, a= 4, c= 11⁄2, b= 1 一 81， (100) 
条 件 (86) , (93) 显然 满足 . 注意 到 ， 这 时 有 
(z? /6)(c—a,)2(a,-a,)"! = n? = 9.86960... 
所 以 对 充分 小 的 正 数 €, 和 足够 大 的 q2 q = qile), VA 
| J<9.87 el4 ， 
定理 证 毕 . 
$ 3，Deuring 一 Heilbronn 现象 
在 第 十 七 章 中 ,我 们 讨论 了 L 函数 可 能 存在 的 例外 零点 的 
性 质 ，Deuring 和 Heilbronn 在 研究 虚 二 次 域 的 类 数 问题 时 发 
一 个 重要 现象 : 如 果 例 外 零点 存在 ， 那 末 ， 除 了 该 零点 以 外 ， 
L 函数 的 非 零 区 域 可 以 扩展 . JAHA AA ARANN T 
定量 的 结果 .他 证 明了 
定理 1 设 q>3. 如 果 模 q 的 例外 零点 B 存在 ， 
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6 = 1— 8, 那 未 ， 所 有 的 L(s ,Xx) (x mod q) 在 区 域 


Ci os C2€ 
Togli tD E Flog allitD) ' 


log (q(lti+1)) < c” 


中 除 外 没有 零点 ， 其 中 ci ,cs 是 两 个 绝对 正常 数 . 

把 这 结果 和 定理 17.1.1 ,推论 17.1.3 相 比 较 ， 就 可 以 看 
出 : 当 |t| 比较 小 时 ， 定 理 1 扩展 了 L 函数 的 非 零 区 域 的 范 
Fl. 显然 ， 定 理 1 可 以 表述 为 下 面 的 等 价 形式 . 

定理 2 设 p= B+iy 是 任 一 L(s,Xx)(xmod q) 的 零点 ， 
ó=1-B,U=a(lyl+1). 那 未 ， 在 定理 1 的 条 件 下 我 们 有 

ó > c, (log U) -ie-e45ogU ， (2) 
其 中 c,,c, 是 两 个 绝对 正常 数 . 

本 节 将 证 明 Jutila2) 的 结果 : | 

定理 3 设 g> 3,y, 是 模 q WEWERE, p 是 LC, 
%1) 的 实 零点 ，6， =1 一 PB .再 设 X 是 模 q 的 特征 ，p = b+iy 
是 L(s,x) J 9 &, ó =1-B, 0<ó,<ó<1⁄18, 以 及 
U = g(?1+D . 那 末 ， 对 任 给 的 正 数 £, 存在 正 数 Ule), 
使 当 U > Ule) 时 有 


ô, >(1/8)(1— 65) (log LUD) 一 ! UJ-2+e00-65) 5 ， (3) 


注意 到 式 (1) 的 第 二 式 及 定理 17.1.1, 在 定理 3 PH 
B, = 就 可 推出 定理 2.4 U 充分 大 时 ， 定理 3 定 出 了 好 的 
常数 cj ,cs. 
为 证 明定 理 3 , 先 来 证 明 几 个 引 理 . 这 里 也 用 到 了 Š 2 中 
的 拟 特征 方法 . f 
1) 显然 这 一 条 件 是 可 以 不 要 的 . 因 当 ó log q (| t |+ 1) >cz 时 ,由 第 一 式 给 出 的 非 
零 区 域 比 定理 17.1.1 的 还 要 小 .这 条 件 只 是 明确 地 表明 了 这 定理 仅 在 这 范围 内 ， 


即 当 | :| 较 小 时 ， 扩 展 了 非 堆 区 域 . 
2) Math . Scand .41 (1977) , 45 一 62 . 


io>i— 


(1) 
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以 下 X, 总 表 模 4 的 实 的 非 主 特征 ， 以 及 
aín => x(n). o (4) 
容易 看 出 2n s 
amn = J| 0+z, p+.. + Cp)) 


pí n 


= I (+) N a 


pll n.p) =1 p lnx = 2 
| o (5) 
特别 的 , 当 A Z 0 时 
2°% ， 对 所 有 的 pln 有 x (p)=1, 
a(n) = te. | (6) 


引 理 4 设 x 是 模 q 的 特征 ， f 是 积 性 函数 ， Í: 由 式 (2.1) 
给 出 Firer 是 正 整数 ， 


G_ (sy) = =È u? mx (n)a(m) f.f. (nn, Res>1. (7) 
BK, G. (sy) F 可 解析 开拓 为 半 平面 Res > 172 803 i 8 
数 , 它 和 上 工 (s,y) 工 (s, xy ) 有 相同 的 极点 ， 且 有 


G, ís.) = P ,.,: (s, x) Q (s ,X)L(s,y) L(s,yy i), Re s> 1⁄2, 
(8) 

jh E | 
o _ [I I+a(p)/(p) x (p) p° 

P, ts) pim pte — l+a(p)x(p)p ° 


H _A+a(p) f p) y (pp: (9) 
pir l+a(p) x(p)p' 


| FT apie) 
QD = TGT D) IIT: y O rop]. (10) 


LG 


HO PE U K 29. — 


证 : 当 Res >1 时 由 式 (7) 得 ， 
G, (sx) = ll (1+a(pff OLOJA ) 


p m ü ataO Wp s) 


pirr’ pr D 


-m (1+a (0) (p) x (p)p- DE 


‘pllrsr’) 


“Tl atap 


ptr. r’ 


= Pr G, DI reap rD (11) 
进而 ， 由 式 (4) 知 | 
II O+a(p)x(p)p':) 
p 


=L(sx) L(s,z, OI [i+xpp tx Q@)y(p)p 22) . 
a E P O l + m, 
ERTO I pp) x ppp) 


=L(s nL(sx x) I a- x (Pp =) 
f x 人 一 -1 | | | 


Xi 一 


I5 a- 12) p) — zanor] 


= 工 G m L (s. y.) II 人 
oo Ls.) = 1+xtp)p™ 


= L(s,x) L(s,xix) Q(s,x). -+ (12) 


由 以 上 两 式 就 推出 式 (8) ， 当 Res>1 时 成 立 ， 上 式 右边 显然 
可 开拓 至 Re s > 1/2. 再 注意 到 ` | 


2 四 本 _ (= Y(pp-9(1+2x (Pp) 


I+ x (p) p ° | (1+x(p)p ') i 


URARRE P ,.(s,x) 的 可 能 有 的 极点 来 自 1+2x(p) 
.p=0,xi(p)=1,plrr“, pt(r,r'). Ait, 这些 可 能 有 
的 极点 一 定 和 式 (11) 丰 边 乘积 中 的 零点 相抵 消 这 就 证 明了 引 
理 的 其 余 结论 . 

引 理 5 Rp EE L(s, y) 的 实 零 点 \0<5=1- 包 <14. 
再 设 y> 1,R21, 


T = )) aln) rn e [ X aO) f (n) r"! ) ; (13) 
其 中 站 “表示 变数 | 满足 条 件 x 
l 


(D = 1, (1,g)=1. (14) 
那 末 ， 当 取 o | 
fO) =u (n) 2 "° ?) n (15) 
H, HERE £ | 
T= q PATIA xP) LA, DTC, Jys 
+ O( Rq y), (16) 
其 中 O 常数 和 e 有 关 , X 是 模 q 的 主 特征 ， 
WIóII L LIbIIII IUGG$NDLGD0NR (17) 
证 : 利用 N 
T = > > (rr Daar”) È p? (n) Cn) aln) 


“ff'(mn ie, 
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YJ 


t 


Tiy 3 A É I HI rN > 


注意 到 式 (7) , 由 Mellin 变换 (定理 6.5.4) 可 得 
1 y / a(r)a (r ) 


27i rR r SR rr 


T= 


f G, (s+8,,x°)T (s) yds . (18) 
a) 


由 引 理 4 知 可 把 积分 移 到 直线 Res = 1/2- fp, +8s, 移 过 的 极 
点 是 s = ó,, 得 到 
T = q'ela, x DLA, x DT (6,)y°' 
D alr)alr) p a 42) 
rr’ ” 


r<R r '<R 


NE rR r' <R rr (1⁄2+5) 
‘T(s—Pb)y’ i ds 
= T, + T, . (19) 


当 u?(r)= pr )=1, (rr gq)=1,a(r) a(r’) #0 时, H 
式 (6) 知 , 对 plrr“ YVA xx p) =1; 进而 由 式 (9) 及 (15) 
可 得 - 
fo ; r = r, 
P,.(1,x°)= (20) 


[ra (r) rær’, 


因此 有 
T, = grip(q)O(X)LG JCYy5S (21) 


下 面 来 估计 T, ,由 L 函数 的 阶 估计 ( 定理 14.3.4 或 式 
(24.2.11)), 式 (8) ,(9) 0(10) Æ (15) 可 得 


1) 4 e 足够 小 时 ,在 Res =1/2+s 上 ,了 ,,, ‘(3 ,xX ) 的 分 母 1 +a (p) x 0)p "0. 
| .847 . 


G, (1/2+£8+it,zx°) 


< (|t|+ 1)'A(gq(|t]+ 1))!4 ll (2p'!2-:) 


pirr’ pr,r È», 


(2 p>*) 


plr’ 


<(q(|t]|+1)2) 42e0+oeG pr ryr ')) A, (22) 
这 里 < 常数 和 e 有 关 . 由 此 及 式 (6) 推出 
T, «qy Bit Y (rr) rr Ar,r’)) 2. (23) 


r<R r*<R 


上 式 右边 的 二 重 和 等 于 
> > (rr ) 1⁄2(r r) n< Y d!” | > (rr) 1⁄2 


FSR r<R d<R r )=4 


= > d! > (uu!) 1⁄2 


dR uu SRA, (wu )=1 

2 
<> d°? 》 u' «R. (24) 
4<R u <R/Aa4 


由 式 (19) ，(21) , (23) 及 (24) 就 证 明了 引 理 . 
引 理 6 iS 由 式 (17) 给 出 .对 任意 正 数 s >0 有 


S>g! qg(g) O(1,x)L(1,x)T(6,) 


"(log R) -51 + OCR! q1⁄4) ， (25) 


其 中 O 常数 和 8 AR. 

证 :在 引 理 4 中 取 f(n) = 1,x= x", 就 可 看 出 jp*(n) 
.y (na(n) 的 生成 函数 是 O(s,x*)L(s,x")L(s,x1). 利 
用 Mellin 变换 (定理 6.5.4) 并 移动 积分 直线 ， 类 似 于 式 (19) 
可 得 
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Ya (mi e "i+ O(R -9 


n< R 


一 > u’ (n)a(n)y° (n) p Pre rR OR +E) 
n < 


1 
一 十 „0 
2 i | os Pax) 


` L(s+ß, „X )L(s+ PB, X DT (5) Rids 


=q DQ, LA, xT) Ri! 


PI | .2 (s,x)L(s,x)L(s,x1) 
-T (s-ß,) R: ñids. (26) 


这 里 R, =R/log R .注意 到 式 (10), 利用 L 函数 的 阶 估计 (定理 
14.3.4 或 式 (24. 2. 11) ,容易 推出 上 式 中 的 积分 之 q! R 2-8 +š 
(< 常数 和 & 有 关 ) . 利用 


; | 
S>2R° 3 a(n)n tien, 


n< R 

由 以 上 讨论 就 证 明了 引 理 . 

下 面 的 引 理 是 证 明定 理 的 关键 . 

引 理 7 在 引 理 5 的 符号 和 条 件 下 , 设 p=pB+iy 是 上 L(s， 
y) (ymodq) 的 零点 , ó <ó=1—B<1⁄4,U = a(|y |+1). 
FB B WERS, 

R«y’. (27) 

那 未 , 当 y#x | 时 ， 对 任 给 正 数 s 有 

T> S2(I+yr0to6-50 ) + O(RU 2y% e) ; (28) 
当 y = y° R a PF, 以 下 两 式 必 有 一 个 成 立 : 

T> S2:(1I+(1⁄2)y 050)+ O(RU'!2yši12-:), (29) 
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(log R)''I `'!(ó ) 
2>(1⁄2)y |T- p)! (1+ O (R 12: 1⁄4) }. (30) 
其 中 式 (28) , (29) 的 O 常数 和 e. B 有 关 ,， 式 (30) 的 O % 
数 和 AR. 
证 ` 设 | 
T (s,y) = S (DY (n) re 人 (了 af r ) 


n=l r&R 
| (31) 
显 见 T=T(B,,x") . 类似 于 式 (18) 我 们 可 得 


′ a(r)a(r”) 
ñ t 
DMI Rr eR rr 


T (p ,x) = 


| G,,'(s+p,x)T(s) yds , (32) 
(i) 


当 X 天 X ,Xi 时 ,由 引 理 4 知 G, (wp) 在 Rew>1/2 W 
解析 ， 所 以 把 上 式 中 的 积分 移 到 直线 Res=1/2 一 p+e 上 时 不 
经 过 极点 ,因此 类 似 引 理 5 中 对 T, 的 估计 可 得 ? 


Tlp, «RU' ?ye , (33) 
这 里 < 常数 和 e AR. 若 记 


T (p ,y)= > w (n) n fen, (34) 
则 有 | 
«(1)= S°. (35) 
注意 到 S <log2R, 由 此 及 式 (33) 就 得 到 


1) HT L(1/2+e+i(t+r) x) L(1/2tetilt+tr), xx) < (g(ttrit1)} 122 
< (q (tlt 1)) 1 人 2+ 人 ,所 以 在 式 (33) 中 要 用 U1 人 2 代替 原来 的 g14 . 
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oO 
> alnne "5 
n=2 


> e 1 $S2+ O (RU? yo 2 ) 


= Ç? + O (RU 2y") | (36) 
在 另 一 方面 ， 我们 有 


》 a (n)n P e" 


n=2 


< Y la (n)|n f e "$ (37) 


= 》 la(n)|n te ™ 


+ 
2 <n<y `” 


+ > ` Janin’ e "5 


< 0+96-31) y la(n)ln’! en 


2 <n<y! t 


r e my, > |a (n)|n °. 


m=1 my1+e <ng(m+1)y! +° 


H la()|<2°%? <r K |> afr <R 可 得 


rsR 


lx (n) |< nR?. 


所 以 式 (37) 的 右边 


< ytte- > | wx (m)|n 5: e "5 


nz2 oo 
十 R? 70+90+ 人 ` e my" .(m+ 1) ° 


— ytte) (T— s:2)+007') . (37°) 
最 后 一 步 用 到 了 条 件 (27) 0 常数 和 e, BAER. 由 此 及 式 
(36) 就 推出 式 (28) . 

u y= R x, M, G,,,'(s+p,X) 在 s=1-p 处 有 一 
个 一 阶 极点 ， 注 意 到 式 (33) ， 类 似 于 式 (16) 可 得 到 
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T(p,X)=4 '0@(q)Q (1.2) L1,x i) T (1—p)y' PS 
+ O(RU!⁄2y5 1⁄2) . | (38) 
类 似 于 式 (36) 2 HE 


5 «(nn Ë e n > A+ O(RU!2y5 71246 ) , (39) 


n=2 


其 中 
A=|S2—q ip (DO( ,x YL ,x )IT(— p) ly’ S|. (40) 


| 式 (38) 和 (39) 中 的 0O 常数 和 s AR. # À> S2/2 , H = 
(37) 和 (39) 立即 推出 式 (29) 成 立 . Æ A<S°? /2 ,我 们 有 


S2⁄2<a 'p(g)O(1, XYL ,x )IT(1— p)|ly’S 


<3S/2, 
Bp | | 
S=0g 9(g)0(l, x) LL( ,x JIP (1— p) | ys, 


2/3<0 <2. (41) 
注意 到 S > 1 , ER (25) 两 边 除 以 S, 再 利用 上 式 可 得 
1> T(6,)(log R) -5 人 0ITG-p HF +O(R q"), 
其 中 O 常数 和 s 有 关 . 这 就 证 明了 式 (30) 成 立 . 
定理 3 的 证 明 : "4 ó, > (8log U) ' 时 定理 显然 成 立 ， 故 
可 假定 
ó < (8log U)-: . (42) 
先 讨论 x =Z x, Xi 的 情形 . 取 € < 1⁄216, 
log y = (2 (1— 66) 1+ 726) log U ， 


log R = ((2— 126)! (I+ 2ó) + 24e) log U . (43) 
显 有 y’ «1. 由 简单 计算 可 知 
.852 . | 


ROV Y'A < y U , (44) 
RU12y5i-10te qay (tes yE, (45) 
因此 ， 由 引 理 5 及 引 理 7 的 式 (28) 可 得 (注意 S21): 
Sa o QLA, DE (6)y’ 
> 1+y t9 +0 (yt D =°) ; (46) 


以 及 由 引 理 6 可 得 
q o (gq) Q(1, y°)L(1,y DT (ó) (log R) `š! 
<1+ Oly “tte yY). ` (47) 
由 以 上 两 式 就 推出 (利用 yêl) 
(log R)275 1+y 2 十 OO) 


即 | | 
(log R)?! yt- 12 (I+O(U )) y "ts. (48) 


由 于 y< U4， 故 由 此 及 式 (42) 得 
(logR)°iy*i —1 < Veð, log y (1 + loglogR/logy). (49) 


取 e= min (e, /75,1/216 ) ， 经 简单 计算 就 推出 : 当 x Z x°, 
X, 时 式 (3) 成 立 . 

下 面 来 讨论 x = x° 或 x! 的 情形 . 由 引 理 7 知 ， 这 时 
YER (29) RÈ (30) 成 立 . AR (29) 成 立 ， 同 上 面 的 讨论 完 
全 一 样 ， 可 以 推出 式 (3) CRZ. 所 以 只 要 考虑 式 (30) 成 立 的 
EE. y 和 R 的 取 值 仍 由 式 (43) 给 出 .这 时 式 (30) 可 写 为 
(注意 到 式 (44) 并 利用 P 函数 的 性 质 ) : 

ó,2(1⁄2)[ +8,11- plIr(2- ply? 
{1+ 0(1)}, (50) 
H+|T(2-0)| < (2—p) <1G(1⁄2<B< D, MERAK 
(42) 得 到 
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ô> (1/2)i1~— ply ° (1+o(1l)), (51) 
这 里 o(1)> 0 4 U> oo ,o 常数 和 : 有 关 . 由 此 容易 看 出 ， 
为 了 证 明 式 (3) 成 立 ， 只 要 证 明 : 当 U 充分 大 时 有 
it- p| > (2log U). (52) 
当 x = x' 时 ， 由 于 《 (s) 的 非 显然 零点 的 虚 部 的 绝对 值 必 有 一 
个 正 的 下 界 0 ， 所 以 上 式 显然 成 立 . 当 X = Xi 时 ,分 p 为 实 零 
点 和 复 零点 两 种 情形 来 讨论 ， 证 明 方法 类 似 于 定理 17.1.6. 
为 实 零点 的 情形 . 这 时 q 充分 大 . 由 式 (17.1. 56) OR 
X=x,= Xi B, = p) A, 当 c >1 时 有 
(ca—-1) !—(c— B) !—(c— fp)! +alogq2o(logq) , (53) 
这 里 a 由 式 (17.1.32) 给 出 . 取 o-1=(V2 - )(alogq) `, 
由 计算 知 ( 注 意 6 < pB): 
|1~pl=1-pP>(V2 -1)'(alogq) '(1+o(1)) 
= (0.6207 …) (loga) !(1+o(1)) , q> o0.(54) 


这 就 证 明了 式 (52) 成 立 . 

0 为 复 零 点 的 情形 . 由 式 (17.1.51)( 取 xX=X1)， 
(17.1,33),(17.1.31)( 取 xX=x1,s=0 ,m=3,p1=p1,p2=p3=p) 
知 ， 当 go>1 时 有 


H-2(c—)((c-B)2+2 y 20, (55) 
其 中 


H=(s—-1)  -—(c—- B) !+(a+ o(l))logU ,U— œ. (56) 
HK (55) 可 得 
|1— 0|2=(1— 0)2+y2 = ((ce— B) — (ce— 1))?2+ 2 
> 2(c-p) H ''—2(c—B)(c— 1)+(c-1)2 . 


1) 由 简单 计算 知 ， 下 界 可取 为 6 ,参见 习题 8.1. 
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取 o= 1+(log U) ~, XX it H zü (42) 知 c— ñ, < ( 9/8) 
.(log U) ~! ,所 以 由 式 (S6) 得 


H < (1/9+ x+ o(1)) log U 


= (0.38750 ... + o (1) ) log U. 
HL EMB o—- B> a-1= (logU)- 得 
|1— p22 oP (H !—(c— 1))+(cG— 1)2 
> (4.1612 ... + 6(1)) (log U) 2 , 
这 就 证 明了 式 (52) 也 成 立 ， 定 理 证 毕 . 
最 后 ， 我 们 要 指出 ， 由 定理 1 容易 推出 当 存 在 x RASE 
点 ( 见 推论 17.1.4) 时 ， 非 零 区 域 可 以 扩展 的 相应 结论 . 
定理 8 设 x>3. 如 果 x 阶 的 例外 零点 ñ 存在 ， 那 末 ， 
所 有 的 L(s,x) (zmodq,q < x) 在 区 域 


— — E |] Cee 
i iog ditit) 8 Flog (x( D) sn 


ólog(x(|t]+1)) < c, 


中 除 f 外 没有 零点 ， 这 里 5 = 1- 有, cy ,cy 是 两 个 绝对 正常 
数 . 

这 定理 的 证 明和 推论 17.1.4 类 似 , 故 略 ， 相 应 于 定理 2, 
定理 3 也 可 得 到 类 似 的 结果 . 
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第 三 十 四 章 算术 数列 中 的 最 小 素数 


Ë q> 3,1< 1<4， (q.l)=1, 以 p(q ,D) 表 算 术 级 数 
ltqd(d=0,1,2,…) 中 的 最 小 素数 . 如 果 广 义 Riemann 
猜测 成 立 , WE o 

p(q.,l) < q°* 
猜测 应 有 
plq, l) «qe 
RE, e 为 任意 正 数 ， 第 一 个 无 条 件 结果 是 由 JIHHHHK 利用 上 
一 章 的 两 个 L 函数 零点 分 布 定 理 得 到 的 ， 他 证 明了 存在 绝对 正 
常数 c, 使 得 | 


p(g,1) < q: 


潘 承 洞 首先 定 出 c < 5448. 这 一 结果 得 到 了 不 断 改进 最 近 ， 
陈景润 ? ，Graham ”和 王 炜 了 分别 证 明了 c < 17,20 和 16. 
陈景润 还 宣布 他 已 证 明了 c < 15“ (尚未 发 表 ) . 本 章 将 证 明 
c < 68 (定理 1.2). | 

,从 定理 的 证 明 可 以 看 出 ， 常数 c 的 估计 和 L 函数 零点 分 布 
定理 一 一 定理 17.1.6 , 定理 33.2.9 及 定理 33.3.3 一 一 中 的 
常数 有 直接 关系 ; 而 且 和 虚 部 小 的 零点 的 确切 的 个 数 和 位 置 有 
密切 关系 . 已 经 证 明 的 那些 更 好 的 结果 ， 就 是 对 这 些 作 了 更 细 
致 (当然 更 复杂 ) 的 讨论 后 得 到 的 . 

本 章 内 容 除 了 以 上 所 引文 献 外 ， 还 可 参看 [28]. 


1) Sci .Si .22 (1979) , 859 一 889 . 

2) Acta Arith .39 (1981) , 163 一 179 . 

3) 数学 学 报 29 (1986) , 826 一 -836 . 

4) Seminaire de Theorie des Nombres , Paris ,1979 一 1980 , 167 一 170 . 最 近 他 下 
BH e < 13.5 (中 国 科 学 ) . 
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3 1 .问题 的 转化 
设 4 为 实数 ，B > 0， 


: Bw — Bw 
e™ — e 
K (w) =e4* ——— 


7 Bw (1) 
再 设 y>0 ， 
l 2 ， -w 
R (y) = PTI | x (w) y dw. (2) 
先 证 明 一 个 引 理 
引 理 1 RRO) 由 式 (2) 给 出 , 我 们 有 
R (y) =0 , 当 0<y< e? (47B) 或 y> e+B); (3) 
R (y) «B, 当 g? ATB) <y< g? (A+B) (4) 


证 ; 容易 看 出 ， 开 2:(w) 是 整 函数 且 式 (2) 右边 的 积分 可 
移 至 任 一 直线 Re w= a. 因而 有 


1 1 fp2(4+B) ) ( eu ) 

一 ”一 一 一 一 一 一 一 一 -2 

RỌ)= AN 4 B° w? (i y | y 
(A-B) \w 
+ [ é J aw 
y 
E 1 | 1 人 p24+B) y _ (= y 
= 2ni J o p4B' w? y y 


利用 熟知 的 复 积分 
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1 
2ni 


a” 
G) W 


由 式 (5) 的 第 一 个 等 式 可 得 


R (y) =0, y > eA4+8). 
利用 | 


Lf a” Jw=0, a>1, 
2ni Cn 


由 式 (5) 的 第 二 个 等 式 可 得 
R(y)=0, yx e. 
这 就 证 明了 式 (3) ， 把 式 (2) 右边 的 积分 移 至 Rew= 0 可 得 


R (y) = 1 Í ( sin Bu ) eweemesdu, 


2n Bu 
IRW |< xB) | s. dv, 
这 就 证 明了 式 (4). 
#q>3,(q,))=1, L,> L, > 0, 考虑 和 式 
8S-SG ,LI)= Y 人 Rin (6) 
DEA 
容易 证 明 | 
S=) > zJ., (7) 
x mod q 
其 中 
J)= 》 x(n)A(ln) Rn)n-. (8) 
qL 1<n<4 Ë 2 


现 取 式 (1) 中 的 4,B 为 | 
这 样 , 利用 式 (4) 由 式 (6) 可 得 | 
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S= > RL ogp 十 O(q 42). 


ql<p<qr? 
p 二 1(modg) 


另 一 方面 ,利用 式 (3) 由 式 (8) 可 得 
JO =È z(a) A (n) R (m) n”! 


— 1 
2ni 


把 上 式 中 的 积分 移 至 Rew= 一 3/2 就 得 到 
JU )= Eo- > K?’ (p,-1)-} K’ /- 1) 


P yx 


— 


1 | L 
一 —(I+w,y)K:(w) dw, 
2ni (-y» L x 


(10) 


| L(tw,y) Ki(w dw. (11) 
w +L 


(12) 


其 中 Y 表 对 工 (w,X) 的 全 体 非 显然 零点 求 和 ，2， 表 对 


L(w,y)# Rew = 0 上 的 全 体 显然 零点 求 和 ， 以 及 
E =1, x=x"; E=0, xxXx". 


容易 证 明 : 
> K? (p /— 1) «e? 8-A) R>? > log?p <q ti, 
py pla 
以 及 (利用 定理 15.3.4) 
, 
=t | + (I+w,y)K2(w) dw 
2ni (—3⁄2) 
Dap L’ idw] 
3 (B-A) 2 -人 . 十 , 
«e B | T (1+w p| PI 


< qt, 


(13) 


(14) 


综合 式 (7) , (12) , (14) K (15) 就 得 到 了 


s = (oO)- |- > E Kt D Hoq). 
x q Py (16) 
由 此 及 式 (10) 推出 


ql<p < a2 
p = l1(modq ) 


= 1— > > K2(p—- 1 +0(g i2t1). (17) 
如 果 对 取 定 的 L, > L, > 0 (相应 就 确定 了 AMB), R 
们 能 够 证 明 对 充分 大 的 q VA S. Z 0 , 那 末 ， 也 就 证 明了 算术 
数列 中 的 最 小 素数 plq, D <q. 进而 如果 存在 
了 ,> 工 ,>2,0<1<LZ2-1, 使 对 充分 大 的 q VA 
S, = > 2 IK’, -DIS 1-4", (18) 
那 末 ， 就 可 推出 对 所 取 的 Li, Li 34 q RIKS. 这样 一 
来 ,算术 数列 中 的 最 小 素数 问题 就 被 归结 为 估计 加 权 零 点 和 5;. 
至 今 ， 这 个 问题 都 是 用 这 样 的 方法 来 研究 的 . 在 下 一 节 ， 要 用 
JHHHHK 的 关于 L 轴 数 零点 分 布 的 两 个 重要 定理 (定理 33.2.8 ， 
定理 33.2.9 及 定理 33.3.3) 来 估计 S, ,并 证 明 以 下 结果 : 
定理 2 设 g>3，(q,1) =1, plq, D 表 算 术 数 列 n 
= 1 (mod q) 中 的 最 小 素数 . 那 末 ， 对 充分 大 的 q BA 
plq l) < g®. (19) 


$ 2 .定理 的 证 明 


在 本 节 中 q 表 充 分 大 的 正 整 数 ，s 表 充 分 小 的 正 数 ， 同 一 
个 e 可 表 不 同 的 数值 ， 先 证 两 个 引 理 . | 

引 理 1 ihzb>0,c=1+h(logq)', X Rep <1. 
那 未 有 
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. b° h+b Í 
min (1. Tp- ilog? 4 )< log q Re  ' (1) 


p 
证 : g p=1-4(ogqdq) "+ it(logq) 1, 420, 我们 


h+b 1 _ _(h+b)íh+1) 
log q Re o—p  h'+2hA+A2 + r ' (2) 
当 A+? < b? 时 
(h+b)(h+2) > (hth) thti) 
hr2hntA+r  h'+ 2hA+ b° 
_ (h— b)(b-— 2) | 
一 TAO 21 (3) 
这 就 证 明了 式 (1). 4 224 z2 > b2 时 ， 显 见 为 了 证 明 式 (1), 
只 要 证 明 


(h+ b)(h+ À) b? 
WAZE > AFT (4) 
式 (4) 等 价 于 
(224 22)((h+ b)Xh+ 2) —b2) > b?(h?+ 2hA). (5) 


如 果 ¿< b. WE (h+b)(h+4¿)-b21 > h+2hi (RR (3) 
的 后 半 式 ) ， 所 以 式 (5) 成 立 ; 如 果 4 > b ,显然 式 (5) 可 从 下 
式 推 出 : | . 
à? ((h+ b)(h+2)- b?” >b?(h?°+2 hì), 

即 当 4>b 时 有 

GS IA I t s sa >0, 
注意 到 b) =0 及 

f QQ) =34 (b+ h) +22(h2+ bh—- b2) —2b2h2>0,21>b, 
就 可 看 出 上 式 成 立 . 引 理 证 毕 . 

引 理 2 设 x ÆR q 的 特征 , y. y. p, K L (s, z) 的 
零点 ， 再 设 Z, REKI 
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1— (log q) `'logloglogq <Res<1 ,|Im s| <q, (6) 
x 由 式 (17.1.32) 给 出 . 那 末 对 任意 的 0<p<x-: 有 
> min(1,b? |p,- 1 | ?log gqg) | 
(7) 


DyC t| 


<(1+ Vpx )2+O((logq) !(loglogq)4) . 
证 : 设 h> b 是 待定 常数 ,，o = 1+P(logg) .利用 引 


理 1 , 式 (7) 左边 
h+b 
` logg 


< btb 
log q 
最 后 一 步 用 到 了 式 (17.1.31) 及 由 定理 33.2.8 推出 的 L (s. r) 


在 于, 中 的 零点 个 数 < (loglog q) “的 结论 ， 由 此 及 


1 


PEŽ | o= P, 


fu log q+ Re L (oa, x) +0 ((loglog a) 4) 


Re L (0, x) <Š A (n)n™ <(c— 1) `! = h 'logq 
推出 : 式 (7) 左边 
< (h+b)(a+ h’) +O ((logq) '(loglogq) t). 


取 h=(ba-!) '?, 由 此 就 证 明了 式 (7) . 
定理 1.2 的 证 明 : 设 心 是 联结 z=0 和 z=2Bw 的 直 


线 . 4 B> 0, Rew < 0 时 有 


e2Bw__ 1 _ 1 ; 
2Bw ”2Bw | edz 
g 
由 此 及 显然 估计 可 得 
p2Bw— 1 1 ) 
7 Bw |< min (1, BIw . 


因此 , 4 u= Rew < 0 时 ， 
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IK (w)| <e-Pumin(1,(B|w 1) ”'). (8) 
我 们 来 估计 在 式 (1.18) 中 给 出 的 和 式 S. ë b > a> 0 
是 两 个 待定 常数 ， 取 


A=a''loggqg, B=b`logq (9) 
再 设 三 是 可 能 有 的 模 q 的 例外 零点 ， 一 z i(log g ) -1， 


4,= (1-Rep,) loggqg, 1, = (Imp,) logg. 由 式 (8) ， (9) 
推出 
S, < Y> Y ce-2e -b DA min (1, b2|p, — 117? (log q) 2) 


Ximodg py 


< e72 1-7 y )2 e7207 !-b Diy 


xmod qp, # Ê 
„min (1, b2| p, — 1| 2 (log q) ~?) (10) 
min 
À = mod q ap cæ, Aa) ° (11) 
由 定理 17.1.6 知 


À), > 1⁄5. | (12) 
我 们 把 所 有 的 非 例 外 零点 分 为 这 样 三 部 份 :( 记 4= (1- o)logq, 
t= tlogg) 


H: À < 4< max (4, ;logloglog q) , Itl < q'logq, 
H,: max(4,jogloglogq) < å <logq, |t} < q'logq, 


H,: 0<iglogg, |z] > q'log4d. 
N (13) 
这 样 就 有 _ 
Se 524 S. + So + Sy, (14) 
其 中 


_ -2 (a li-p DA 
S3; = > ~ > e “° x 
xmodqą P #pyEHj 


.min (1,521p — 1” 2(logq) 2), J= 1,2,3. 
(15) 
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下 面 分 q 不 是 例外 模 和 q 是 例外 模 两 种 情形 来 讨论 . . 现 取 


b=1⁄2, a= 1/32. (16) 
由 式 (9) 和 式 (1.9) 知 ， 
Li=60, L=68. (17) 


(A) 4 不 是 例外 模 的 情形 . 设 Q (4,g) 为 由 定理 33.2.9 
中 给 出 . 当 24, < logloglogq 时 ， 由 引 理 2 知 有 


20 


Sa < ((1+ Va +o) | e q0Q0(A,q) . (18) 


(1~a)4) 


进而 ， 利 用 定理 33.2.9 和 式 (12) 得 到 


oo 


Ss (1.8817) (600) e ”dA 


(1-2), 


= (1.8817) ($ Jesion < 0.88. (19) 
设 4,= max (4,, logloglog gq) . 由 定理 33.2.8 得 到 
Sy < > > e 54, (4 A2) T 


<ar f e “dN(l—ilog 'g, q',.q) 
(1—z£) 42 


< 47? | eidAi«<hi’e 54, (20) 
( 


l—e) à) 
再 来 估计 S$ ， 设 m= 1,2,3,.…， 


(n) _ | -2( 7 一 0 74 
S = > | > € x 
z mod q mq`logq < [z y| < (m+ t)q log q 


.min(l,b’lp,~1l ?log 24). 


1) 由 (s) 非 零 区 域 的 改进 (例如 定理 10.3.2) 知 ,L(s ;x?) 在 Hi 中 无 零点 ， 
所 以 在 和 式 S31 中 可 假定 x = z? ,因而 可 应 用 引 理 2 . 
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以 N(y,m) 表 所 有 上 L(s ,Xx)-(xmodg ) 在 区 域 
mq'logq < |t| < m +1)q'logq, 0<1<y<log4 
中 的 零点 个 数 . 


log q . 
Sm < | e %y(mq'logq) dN(y,m). 
0 


利用 推论 30.2.2, "4 m < q? 时 我 们 有 


N(y,m) < e! log’ q . 
所 以 


3 


—>, m<q4. 


S% «qm 
当 m>q’ 时, 利用 推论 15.3.2 (a) 得 到 


N (y,m)< N (log q ,m) < q'*°log (qm) ， 
所 以 | 


S% «qm logm , m>q°. 


因而 有 
Sa > q ‘m? + 之 q 'm  logm «q~. (21) 


m < q` 


综合 式 (19) , (20) R (21) 知 ， 当 q 不 是 例外 模 时 由 式 (14) 
得 


~ 


S, < 0.88+ O ((loglogq) 5). (22) 
由 此 及 式 (17) ， 以 及 对 式 (1.17) , (1.18) 所 作 的 讨论 ， 就 证 明 
了 定理 的 结论 成 立 , 
(B) q 是 例外 模 的 情形 . 当 4, < logloglogq BF, H Á 
(14) , (16) , (19) , (20), (21) 得 到 


S, < erar+ (1.8817) ( s je 


+ O(A e + g). (23) 


由 定理 33.3.3 (JX B=pB,p=1—h(log gq) '+ir, (log qg) 一 ) 
及 式 (11) 可 得 
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A, > (1⁄2-e) log (1/81). (24) 
HT 4 < 1A5 ,容易 验证 这 时 有 
e% < |—e- 1602 <1—- 1.092. (25) 
从 以 上 三 式 可 得 (利用 2 < 115) 
S,<1-10.09—(23.1)8(82) 2)+ O (q `°) 


<1-1+0O0(g™). (26) 
由 此 及 Siegel 定理 (定理 17.3.2) 就 推出 
S, < l—4q 2. (27) 


由 此 及 对 式 (1.17) , (1.18) 所 作 的 讨论 就 证 明了 这 时 定理 成 立 ， 
当 4, 之 logloglogq BF, 式 (23) 右边 的 第 二 项 不 出 现 ( 因 
为 区 域 H, 不 存在 ) ， 这 时 4, = 4 , 所 以 有 
S,< e-%i+O ((logloglog q) 2 e 54i+ q) 
< e % + e75 + Olg). (28) 
类 似 于 证 明 式 (26) 和 (27) ， 由 此 同样 可 推出 式 (27) 也 成 立 . 
定理 证 毕 . 
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第 三 十 五 章 Dedekind n 函数 


为 了 推导 下 一 章 中 无 限制 分 拆 函 数 p (n) 的 渐 近 公式 与 级 数 
展开 式 ， 需 要 用 到 Dedekind n 函数 ( 见 式 (1.1)) 的 性 质 ， 特 别 
是 它 所 满足 的 函数 方程 一 一 定理 1.4, 或 更 精确 的 形式 : 定理 
4. 1 ,本章 的 目的 就 是 证 明 这 些 性 质 ， 为 下 一 章 的 应 用 作 准 备 . 
应 该 指出 7 函数 本 身 ， 及 与 其 有 关 的 Dedekind 和 都 是 十 分 重 
要 的 内 容 ， 关 于 这 方面 的 进一步 的 知识 可 参看 [29] , [2], [6], 
[4] 等 . 


S31 .函数 方程 (一 ) 
i Inmr>0 , ŘS 
n (z) = e (z /24) II (1—e(m1)) (1) 


称 为 Dedekind n 函数 . wImr>0 时 右边 无 穷 乘 积 绝 对 收敛 ， 
且 在 半 平 面 Imrz>6>0 FE— 3828, MA n (7) 是 上 半 平 面 内 
的 解析 函数 且 不 等 于 零 .容易 看 出 


n(t+ 1)=e(1/24)n (z). (2) 
B a,b,c,d ERK., WE 
ad— bc=1 , (3) 
我 们 把 分 式 线性 变换 
t= Vr=(at+ b) Act+ d) (4) 


称 为 模 变 换 0， 显 见 ， 模 变换 的 逆 变 换 也 是 模 变 换 .利用 式 (3) 
得 到 


ac|t!?+bd+(bctad Rer +i Im t (5) 
|ct+ d |° |er+ dl ` 
1) 显然 ， Fir =((—a)r+(—b))/((—c)r+(—d4))H812F38 (4) 是 一 样 的 . 所 
以 ， 必 要 时 可 以 假定 cz0 ,而 当 c=0 时 ,假定 d>0. 
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所 以 模 变换 是 把 上 半 和 平面 变 到 自身 的 一 一 映射 . 我 们 要 来 研究 
n (7) 在 模 变 换 下 的 性 质 . 对 于 特殊 的 模 变换 Vz= <+ b, 由 式 
(2) 得 


n (t+b)=e(b/24)n (z), Imt>0, (6) 
而 对 特殊 的 模 变换 Sr= - 1⁄2 有 下 面 的 定理 . 
定理 1 我 们 有 
1 (1 =e(- 1⁄9 /7 1 (z), Imt>0, (7) 
这 里 规定 | 
O<argr<zxz, Imzt>0. (8) 
证 : 先 假定 t=iy,y>0 ,由 规定 (8) 知 式 (7) 这 时 为 
H (iy) = Vy n (iy), y>0 . (9) 
利用 式 (1) 上 式 就 变 为 x 


o0 
e *A2y B ( 1 — e "ms) 
m=1 


= [y En” [I (1-e™), y>0. (10) 
m=i 


我 们 来 证 明 式 (10) ， 即 式 (9) ， 进 而 由 解析 开拓 证 明定 理 ， 对 式 
(10) 两 边 取 对 数 得 


一 r. — N ` 1 ~Ia mny 
12 y L 之 ° 


m=1 n=l 


1 ny © & ] _ 
Y)YyY 一. — Z7, _ 一 2mmn 
=z logy- p> > 2 ne "a y>0, 
即 
12y 名 n(e"n#—1) 2 
+ yl, y>0. (11) 


l 名 n(exn-1) ' 
以 G(y) 记 上 式 右边 ， 式 (11) 就 变 为 
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G()=G(14)+ — logy, y>0. (12) 
对 式 (5 .3 .13) ARITHA, 3EDA zz 代 z 得 到 


coszz _ 1 2 z (13) 
sin z z ; 之 z? =j’ ` 
另 一 方面 
COS 7 Z . 271 
- Tit 一 一 ， 
Sin 7 Z 1 
因而 有 | | | | . 
_ 181 BJ < 12 
e2zi:— 1 T 2 + 2 niz + n > 产 一 2 | (14) 
令 iz= ny 得 到 
1 l 1 1 < ny 
parny— 1 2 + 2 nny 元 > j+ n2 y2 (15) 
因此 
m y e 1 1 l 总 y 
= —— -q4 — — -一 
G (y) 12 £ ( n Znany m 2 j+ n° y ) 
m ! 4 1 l Ç y 
= — 一 |+ 一 — + — — 2.2 
rl) $ Cat E po) 
-Æ (y ])+ IO) 
= Ut; y). (16) 
我 们 有 | 
I (y) =lim $|- 1 (E + $ ) > | 
ag 2n n j=1 j=k+1/ J +n y . 
(17) 
`4 y>0 时 . 
jti y 
y ` — J) — — , ; 
GF’ Fn y ~ | vtny PS jiran j21 


所 以 


“Erm E, (18) 


| 1 [° k | 
+ F: | mtn du | ， (19) 
最 后 一 步 作 了 变量 替换 p= kyu . 由 式 (16) 和 (19) 可 得 : 当 y>0 
时 有 x 
了 k k 
y 之 Tan du. 


if , _ k _ 
= 一 y im (È kiut n? Jdu, (20) 


由 于 被 积 函 数 是 正 的 ， 所 以 可 交换 极限 号 与 积分 号 . H 
Riemann 积分 的 定义 知 


2 -1 
. [([* k \yn * [Í xn ) 1 
Hm (> k?u?+n? \-im * (Í k ) tu k 


= | (u2+ 02) dv >» (21) 


. 1 
G(y)- G(1⁄)=lim — 
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由 此 及 式 (20) 得 到 
G (y) — G(1⁄) = 一 | a | (ui+v) ldo. (22) 
1% 0 


由 于 作 变 量 替换 u=(u) 1, v=(v) ! 可 得 


y i y o 
| a | (u2+ v?) ~ dv= | a | (u + p) do’ 
lý 0 1⁄2 1 


所 以 ， 


y o0 
GYy) -GN = | du | (u2+ v?) ~! dv 
2n Lý 0 


= r: | M — logy, y>0, (23) 
这 就 证 明了 式 (12) RZ. 定理 证 毕 ， 
式 (6) 和 (7) 给 出 了 7 函数 在 两 个 特殊 的 模 变换 下 所 满足 的 
函数 方程 .而 一 般 的 模 变换 (4) 可 由 这 两 个 模 变 换 来 合成 . 
设 模 变换 
t=Vrt=(att+b) Á ct+ d) (24) 
把 trt, 模 变换 
("= V'u'=(a +b) /(cx "+ d’) (25) 
把 t> z”, HW EFI aE Y — RB z— +” 的 变换 V, 
t”=V"t=(ar+ B) /(yz+ ó) , (26) 
其 中 


a B a'b’ \/a b 
[y (2 2) 4) 
由 式 (27) 知 V 也 是 一 个 模 变 换 , 把 它 称 为 是 了 “和 了 的 乘积 ， 
记 作 | 
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i 本 有 上 寻访 :让 的 


V'=V'V ; f . (28) 
进而 可 以 定义 者 于 个 模 变 换 的 乘积 .由 矩阵 乘法 的 性 质 知 , 这 样 
定义 的 乘法 是 可 结合 的 ,但 不 能 交换 .显然 ， 恒 等 变换 z = hsr 
是 乘法 的 单位 元 素 ， 即 对 任意 模 变 换 V 有 


V= VI= IV. | (29) 
容易 证 明 ,对 由 式 (4) 给 出 的 任 一 模 变换 V, 模 变换 
r= V !z=(dr— b) /(— c+ a) (30) 
是 唯一 满足 (在 式 (4) 的 注 1 ) 的 意义 下 ) 
VV i=V ` yV=] (31) 


的 模 变 换 ， 它 称 为 是 V WERK. 这 样 ， 我 们 就 证 明了 

引 理 2 ”由 全 体 模 变换 (4) 构 成 的 集合 是 一 个 乘法 群 RA 
模 群 Er. 

”进而 我 们 证 明 
引 理 3 ” 模 群 是 由 它 的 两 个 元 素 | E 
t'=Tr=1+1, Z=Sr=-1⁄ (32) 

生成 的 . | | 
证 : 引 理 就 是 要 证 明 : 任 一 模 变换 V 一 定 可 表 为 荆 和 5 的 
方 寡 的 乘积 , 这 里 约定 任 一 模 变换 的 零 次 和 等 于 『; XFk2>1,k 
Kak k 个 相 乘 -k KERE k TTS FA AH3E . 

设 模 变换 V 由 式 (4) 给 出 ，m=min(lcl, idi). 者 
|c|> |d|, WEH TS 是 | 

(VS)t=V(S x) =V(—- 1⁄4) 
=(a (-— 1⁄4) +b) /(ce(— 1⁄4) + d) 
=(btr- a) /(dr— c). 

所 以 ,我 们 可 以 限于 讨论 满足 条 件 |c|< d| 的 变换 V, 不 然 只 
要 考虑 VS . RE, WLA m=|c|. 

现 用 归纳 法 来 证 . 当 m=0 时 ， 显 有 

| | t'=Vr=t+b, b2>0. 

因此 ,大 = 了 世 ,所 以 结论 成 立 . 假定 结论 对 m<n(n> 1) 都 成 
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Z, i m=n. 可 以 假定 cz>0 ,这 时 有 c=n. 存在 唯一 整数 k 
使 得 | 
O0<ck+d<c. 
我 们 有 I 
| (VT) t= V (Tt) = V (z+ k) 
| =(ar+ (ak+b))/(cer+(ck+d)) ， 
H min (ec ,ck+d)=ck+4d<n 一 1. 故 由 归纳 假设 知 VT E T 
和 S 的 方 医 的 乘积 ， 所 以 下 也 是 . 这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
现在 就 可 以 来 证 明 7 函数 在 一 般 模 变 换 下 所 满足 的 函数 方程 . 
定理 4 i UV EH = (4) 给 出 的 模 变换 HU 


n (Vt) =o (cct d)!2n (za), Imt>0, (33) 
HP o 仅 和 a,b,c,d 有 关 ， 是 一 24 次 单位 根 Bi 
w=1, (34) 
以 及 规定 幅 角 
—m<arg(cr+d)<zx. (35) 
证 ， 先 证 明 : 如 果 对 模 变换 VV ARRA 
n” (Vr) = (cr + d) n” (z) (36) 


成 立 ， 那 末 对 VT K VS 关系 式 (36) 也 成 立 . 这 因为 利用 
T+1t=7t 填 1 KA (6) 可 得 


n> (VT *!)z) =n (V (z + 1)) 
一 (cc 十 c++ d)? 2: (<+ 1) 
=(cr+c+d)2q2G2) ， 


(UT *')x<=(at+ c+ b) /(cr+ c+ ad); 


以 及 利用 式 (7) 可 得 
n* (VS) 72 一 1 AD)) 
=(— c/x+ d) 2 y ( — 1) 
=(—c⁄x%+ d)? t°” (z) 
=(de— c) ? y” (t) , 
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(VS)r=(—az⁄rx+b) /( — c+ d) 
=(bt- a) /(dt— c). 


由 式 (6) 和 (7) 知 , 式 (36) 对 V= T *! RS 显然 成 立 ,所 以 由 已 
证 明 的 结论 及 引 理 3 知 ， 对 任意 的 模 变换 关系 式 (36) 一 定 成 立 . 
对 式 (36) 两 边 开 24 次 方 就 得 到 式 (33) . 

具体 定 出 o 是 十 分 困难 的 . 为 此 要 讨论 所 谓 Dedekind 和 
(H 32) 及 函数 G(z ,8) (W, $3), #EŠ4 中 我 们 将 给 出 定理 4 的 
另 一 证 明 ， 并 定 出 系数 o. | | 


$2. Dedekind 和 
BAE, ， 把 式 (2 .2 .2) 定义 的 函数 (zl) 写 为 
u—[u]-1/2, uz 整数 ， 
((u)) -| (1) 
0, u= 整 数 . 


容易 看 出 ， 它 是 周期 为 1 的 奇 函 数 : 
((u+ 1)) = (WwW), ((—u))= —((u)). (2) 


设 是 正 整 数 ，(h ,k) =1 .我 们 把 和 式 


ao- z (GCE o 


称 作 Dedekind M. 由 式 (1) 及 


pA (4 ))- x (+ ))-0. h,= 4 


可 得 
(Ar | h | 1 
aw 旦 于 (是 -[ 生 3) 0 
对 小 的 hh 用 它 可 计算 s(h, ORKE. .例如 ， 容 易 计 算 


K r r 1 \ (ko 1) (k— 2) 
sao È (2-4 )- Ukan ， (6) 


r=1 
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kl | 
Q = S. 工 (2z _ 1 J _ r 
s(2,k) > k k 2 ada k 


_ (k-1) (k— 5). 
24k ° 2fk. 
Dedekind 和 有 下 面 的 简单 性 质 . 


定理 1 

(a) #h= +h(modk), M| s(h', k)= +s(h,k). 
(b) 车 hh = +1(modk), W| s(h,k)= +s(h,k). 
(c) #h2== — 1(mod k), M s(h,k)=0. 

证 : 先 来 证 (a). 利用 式 (2) ， 由 定义 43) 得 


s(h',k) = 2G )) (4E )) 
-人 省) 
-+ 2 (DCE) 


=+ s(h,k). 
再 证 (b). 由 于 > 和 hr 同时 遍历 模 大 的 完全 剩余 系 ， 故 有 


G= E w; K (GE) 


- z, We e) 人 ) 


一 +s(h,k). 
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当 h?= —1(mod kb) it, 由 (b) 知 
s(h,k)=-s(h,k), 
这 就 证 明了 (c). 
同 Jacobi 符号 一 样 ， 计 算 Dedekind 和 没有 一 个 简单 的 方 . 
法 ， 但 有 下 面 的 互 反 律 . 
定理 2? 设 h>0,k>0,(h,k) =1. 我们 有 
s(h,k)+s(k,h)=(12kh) !(h2+k2—- 3hk+1). (8) 
证 : hR, nf RE k> h. 4 h=1 BH (6) 知 式 (8) 
成 立 . 所 以 可 假定 k>h> 1 证 明 的 途径 是 用 两 种 方法 来 计算 和 


I= Y (2) , @G@.)=1. 
rmod k 
一 方面 有 


e LD EG) 


比较 以 上 两 式 并 利用 式 (5) #8 


2hs(h,h) + È É q fea) 


k-1 


I+ h° | S 
=- 


r=1 


_ (h? + ) (2 k— 1) (k= 
6 


一 全 . (9) 
这 样 ， 问 题 就 转化 为 计算 上 式 左边 的 和 式 


S eye] 
我 们 有 | 


(10) 
k—1 
J=》 | > 1 Y 1+1 
r=1 s<hr k s<hr k 
s<h(1—1⁄k) kshgrgk-i si<h(1-1/⁄k) s Sh(1- 1⁄4) ks*h<r<sk—-1 
其 中 s *= max (s, ,s;) 


由 于 满足 条 件 a< n< b 的 整数 n 的 个 
数 是 [b]+ [一 aj 二 1， 并 注意 条 件 k>h> 1 ,我 们 有 


J= S (r| =E ks | )+E+ Z 


s2 SsS1¥52 


-2 ¥ (e[s (| |) 
-aE a E | | 


h-i k < h—1 
——2hs(—k,h) +2k> s—2 TÈ s- 2, 
s=] s=1 = 


= 2hs(k,h)- 


+k(h- 1) (2 h— D 
+kh(h- 1) 一 


] 


最 后 两 步 分 别 用 到 了 式 (5) 及 定理 1 (a) .由 式 (9) , (10) RUIL), 
经 整理 后 即 得 所 要 的 结论 . 


s. R s (5 ,6) 的 值 . 
由 式 (8) 知 


1 5 6 1 
s(5,6)+s(6 ,5) = 12 (=< + 5 十 30 -3). 


s(1 5) +s (5,1) = -5 (4 +54 二 -3). 
由 以 上 两 式 及 s (5 ,1) =0,s(6 ,5) =s(1 ,5) 就 得 
| s(5,6)=- 5⁄8. 

s(h ,k) 还 有 许多 有 趣 的 辣 余 性 质 ， 下 面 证 明 一 个 最 简单 的 
结果 . 

定理 3 设 9=(3,k). 我 们 有 

(a) 6ks(h,k) 是 整数 . 

(b) 6ks(h,k)= 0 (mod 3) @ 3 fk. 

(c) 6hks(k,h)= 0(mod0 k), h>0. 

(d) 12 hks(h,k)= h'+ 1 (mod 0k). 


证 : 由 式 (5) 可 推出 
6ks(h,k)=h(k-1) (2k-1)— 


_6 "| 刀 | (12) 


3k (k— l) 
2 


这 就 证 明了 (a) . 由 上 式 知 
6ks(h,k)= h(k— 1) (2 k— 1) (mod 3) 
=—h(k—-1) (kt+1) (mod3) , (13) 
由 此 及 (h,k) =1 就 证 明了 (b). H (b) 
6hs(k.h)= 0(mod3) @ 3/h. 
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进而 有 
6hks(k.h)=0 (mod3k) @ 3/h. 
由 以 上 两 式 及 (k ,有 h) =1 ,就 证 明了 (cj) . h=0 HF k=1 ,(d) © 
然 成 立 , hh 关 0 时 由 定理 1(a)， 互 反 律 (8) 及 (c) 推出 
l2hks(h,k)=12]hl|ks(|hl,k) 
=—12|h|]|ks(k.,lh|)+h'+k'—3]|h|k+1 
= h2+ 1(mod 0k), 
这 就 证 明了 (d). 
由 定理 3 (d) 及 定理 1 (c) 就 得 到 | 
推论 4 s(h,k) =0 的 充 要 条 件 是 h= —1 (mod k). 


33. 函数 G (z.s) 


先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 1 设 wx 是 实数 ，w,,w, 是 两 个 不 为 零 的 复数 ， 且 
0 1/@ ,不 等 于 实数 . 定义 二 重 级 数 
G(0,,w,, 4) = > (m o +tno,) ° (1) 


其 中 “， "表示 对 所 有 不 同时 为 零 的 整数 对 mm ， n 求 和 . EK. 级 数 
(1) 当 且 仅 当 x>2 时 绝对 收敛 . 

证 : z< 0 时 级 数 显然 发 散 ， 故 可 假定 a>0 .容易 看 出 ,在 
复 平面 上 所 有 的 点 mo + no, (mit nl 去 0) 恰好 分 布 在 以 
+kao+ko, 为 顶点 的 一 列 平行 四 边 形 的 周 界 P, +, 
{<k<+ oo . 显然 ， 这 一 列 平行 四 边 形 两 两 不 交 ， 是 以 原点 为 
心 的 相似 形 且 在 每 个 已 , 上 恰好 有 Sk 个 这 种 点 . 设 rs R, 分 别 
是 原点 到 P, 的 最 短 距 离 和 最 长 距离 .容易 看 出 

r=kr,, R,=kR,, 1<k< +o . 
因此 有 


8 R I° kot $ 8 k(k R,) > < Imo tno," 
k= k= mon 


OO 
= > > Imæ tno," 


k=1 mæ; tnoz2ePk 
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< Y 8k(kr) s=8r” Y k. (2 
k=1 


k= 


— 


这 就 证 明了 所 要 的 结果 . 
如 果 在 去 掉 原 点 的 复 平面 w 上 约定 
—A<argw<n, (3) 
并 对 复数 s 定义 
w= es", (4) 


WR, RA (1) 中 的 x 可 开拓 为 复数 s, 上 且 由 引 理 1 推出 
引 理 2 设 s 是 复数 ， 在 引 理 1 的 条 件 和 符号 下 ， 定 义 


G (w, ,@, ,s) = > (mo, +no)™, (5) 


那 末 ， 级 数 (5) 当 且 仅 当 Re s> 2 时 绝对 收敛 . 
证 : 设 s=o+tit. 在 约定 (3), (4) 下 有 
|ma tno, | ewig|l(mo t+nw,)™| 
< mo +no,|[ en, 
由 此 及 引 理 1 就 推出 所 要 的 结果 . 
特别 地 ， 当 取 @ =z,@,=1,Imz=08B)F, T 
G(z,s)=G(z,1,s). (6) 
为 确定 起 见 以 下 恒 假 定 
Im z>0. (7) 
利用 定理 7 .3.3 , 我 们 来 证 明 G (z ,s) 可 解析 开拓 到 整个 s 
平面 . 
定理 3 设 Inz>0. 当 Res>2 时 有 
Glz,s) =(1+e*is)£ (s) 二 (27)s(e *is2+ genis/2) 
(T (s)) A (2,8), (8) 
其 中 
A (z ,s) = 3 3 ns le2zimaz . (9) 


m=] n=1 


此 外 ，G(z ,s) 可 解析 开拓 到 整个 s 平 面 ， 且 也 是 在 土 半 平 面 
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— 
-i 
L= 


ws 45818 D 


Im z> 0 内 的 z 的 解析 水 数 ， 
x 证 : 根据 约定 (3) 和 (4) , 4 Re s>2 时 我 们 有 
= G89)= Y n + Y Y (mz+n)- 


n=Ü m<0 n=- oo 


+ 》 y (m z+n) 


m>0 m= ~ oo 


= Y (n"+(-—n)-) 


n=1 


+ > {(— (mz+n)) °'+(mz+h) °) ` 


=(1+e“3((sJ+ +e Y Y (mz+ n), 


m=1 下 过 一 


对 m2>1 ,根据 约定 (3) ,(4) 有 


> (m z+ n) `š 


开 二 — G 


= 3 (G(—mzi-ni)) = 


n= — o 


. on . 
= > (i(—mzitnj) =e "is Y (—mzi+ni) `: 
n= — oo n= — co 


= e "is/2{2 nx)s(T (s) ) 一 1 > ks lezmmkai 


最 后 一 步 用 到 了 Im z>0 ,定理 7.3.3( 取 a=1, 并 以 -mzi 代 
PREH PH z) .由 以 上 两 式 就 证 明了 式 (8). 

当 Im z>0 时， 容易 看 出 4 (z,s) 是 s 的 全 纯 防 数 ， 且 也 
是 z 的 解析 函数 . 由 此 及 式 (8) 就 证 明了 定理 的 后 一 部 份 . 

下 面 我 们 要 证 明 一 个 G (z ,3) 在 z 的 模 变 换 下 所 满足 的 关系 


N. 
定理 4 设 Imz>0,V 是 由 式 (1.4) 给 出 的 模 变 换 ，c>0. 


那 未 有 
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(cz+ d) °T (s) G(V z,s) =T (s) G (z ,s) 


—(e*s—e is) T (g) £ (s) — L (z,s) , (10) 
其 中 


L (z, s) = > cW (1- eralw) fe 1) 
FORMELE) 由 性 质 3. 2.7 中 给 出 . 

证 : 容易 看 出 ，L (z ,s) 对 每 个 z 关 - 4 是 8 的 全 纯 函 数 ， 
以 及 对 每 个 s 它 是 除 z= — de 外 的 复 平面 z 上 的 解析 函数 . H 
此 ， 由 解析 开拓 原理 知 ， 只 要 证 明 4 Res>2, Re z> -de 
时 式 (10) 成 立即 可 .我 们 有 


GOz,S)= > (n+m Vz) ° 


ws! ecztajw 人 e ta í Yw 


dw, (11) 


= > ( (a m+ cn)z+ (bm+dn) ) (12) 
mn cz+ a ` 
容易 验证 
Im(n+ mVz) =m] cz+d | 2 Imz. (13) 
所 以 , Im(n+ mVz) 的 正 负 号 和 m 相同 ， 
根据 约定 (3) 和 (4) ,容易 验证 当 c>0, Imnz>0 时 ,由 式 
(13) 可 得 : 对 |ml+|n|Z0 有 


| tament. (mb+nd) ) 
. cztd 


⁄ 


e 2"is(cz+ d) '((am+ cn) z+ (b m+ dn)) °°, 


当 m>0 Kam+cn<0; (14) 
(cztd)'( (am +cn)z+(bm+dn)) °, E: E. 
HK (12) 和 (14) 得 到 
(cz+ d) G (Vz = e 27i y (amt e) z+ (bm-+ dn) ) °: 


+5” ((am+cn)z+ (bm+dm)-:, (15) 
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L 
S 


Tis MKI (N = 


其 中 X U RH m>0 K am+tcn<0 RM, Y ZN m<0 R 
am+cen>0 RM. 由 于 在 变换 | 

| m’=amtcn, n=bm+dn (16) 
下 ， 把 数 对 {m ,n} 寺 {0 ,0} 一 一 映射 到 {m,n 110.0), Wk, 
由 式 (15) 推 出 


(cz+d :G(Vz,s) =(e2"i— 1)g(z,s)+G(z,s), (17) 
其 中 


g(z,s)=} ”((am+cn)zr(bm+dn)) °: . (18) 
HR (16), c>0 及 约定 (3) 和 (4) 知 


g (z ,s) = > (m z+ n”) `š 


m’ <0,dm -cen >0 


= 2 (n) + > (m'z+ n') `š 


ni <O m <0,dm/-cn’>0 


=e"'ist(s)+e"™ih'(z,s), (19) 


其 中 
h(z,s)= È (m'z+n) °. (20) 


m >0,4m -¿n! <0 f 
下 面 我 们 在 条 件 Re s>2,Imz >0 ,Rez> 一 d/c 下 来 讨论 
h(z ,s). 容易 看 出 这 时 有 
T (s)h(z,s)= | > | w! 
m >0,dm/—cn <0 0 


- exp ( — (m' z+ n')w) dw 


0 
-exps 一 | (g+ 1)z+r+1+ dgra wr dw , 
4 C 
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最 后 一 步 作 了 变换 g=m 一 1 ,rn | 4 |- 交换 最 后 
一 式 中 的 求 和 号 与 积分 号 (容易 验证 这 是 可 以 的 ), 并 表 
q=clt+j 一 1,0g1<o0,1< jgc, 得 到 


I (s)h(z,s)= y w exp |- TEEDE 


j=1 Jo 


> > exp {— (I (cz+ d) + r) w? dw 


r= 0 


w expt- (z+d) w rfid ln) 
-Ý eoi i 
z (1— exp (-—(cz+ d)w) )(exp w- 1) 


+ 
— 


© 


=(e"is—e sis) IL (z,s), (21) 
最 后 一 步 用 到 了 约定 (3) 和 (4) . HRK (17) ,(19) 及 (21) 就 推出 


所 要 的 结论 ， 
由 定理 3 和 4 立即 得 到 函数 A(z, 引 在 z 的 模 变换 下 所 满 


足 的 关系 式 . 
定理 $5 在 定理 4 的 条 件 下 ， 我 们 有 


(cz+ d) (2 m) (e"is2+ e zis2) A (Vz , s) 
一 (2 x) s(enis/2 L Ü nis/2) À (z.s) 
— (ez+ d) °(1+ ez*is) T (s) ¢ (s) 
+(I+e*is)T (s £ (s) — L (z ,s). (22) 
证 : 由 式 (8) 和 (10) 可 得 | 
(cz+ d) °T (s) ( (I+ e*is) £ (s) 
+ (27) s (e724 eris2)(T (s)) !1A(Vz,s) ) 
=T (sí (I+ e*is) Ç (s) 
+(2 z) (e zis2+ esis2) (T (s)) !'A(z.s)) 
— (e"is— e is) (s) £ (s) — L (z,s), 
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上 式 整理 后 即 得 所 要 结论 . 


为 下 节 推 导 (7) 的 函数 方程 的 需要 , 我 们 来 计算 L (z ,0). 
定理 6 在 定理 4 的 条 件 下 ， 


_ td 1 ` _ 1 
L (z ,0) 2 | PP + poppy s(d ,c) + 4 1 


(23) 
其 中 s (4 ,c) 是 由 式 (2.3) 定 义 的 Dedekind #l. 
证 : 由 式 (11) 知 L (z ,0) 等 于 下 面 的 留 数 和 : 
—2xi ) Re(F(w,j 1,-o > (24) 
其 中 f 
-1 ,(ez+d)jw ⁄ 


-{jdæ}w 
` — e e 
F (w ,有 = (14e) (e-i) ` 


所 以 ， 只 要 求 出 (w) 的 Laurent 展开 式 中 w! 的 系数 
Fw) =w- | $ 1 L (Leztdj Jwe) 
| Z c 
| %9 (— 1)" jd n F 
|£ (j 
af Š (ez+d)" y" i 
.((c z+ d)w) EC: (t ao (n+ 1)! V )) 
=w fis 》 (—1)! E (D w) | 
= = (n+1)! , 
容易 看 出 ， 为 了 确定 w 的 系数 ， 只 要 看 下 式 中 的 w ' 的 系数 : 
-atd w 1+ — w+ + (Leto ) | 


ae 


(25) 
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1 Bj L wa 
{i+ Lw + r) 


di- $ (z+ d) »(- 去 + + Jeru]. 


不 难 算出 F (w , 力 展 式 中 w' 的 系数 等 于 


并 
(+d ( 222 T 2c a2 ) 


由 此 及 式 (24) 得 
(nD L (z ,0) = (ez+ d) Y ( 去 + 二 有 


j=1 


| _ [í Jj _ l jd 
s(d.c) $ (1 7 )1 P | 


由 以 上 两 式 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
§4 ， 函 数 方程 (二 ) 


利用 33 和 $2 的 结果 ， 可 以 给 出 ! 函数 的 函数 方程 一 一 定 
理 1.4 的 另 一 证 明 ， 并 能 给 出 系数 o 的 一 个 明确 的 表达 式 . 首 
F, REX n (7) 的 对 数 为 : | 


logn (1) = FÈ r+ È log (1- e (m7)) 


= t » S$ — e(mn?) , Imt>0. (1) 


m=1 n=i 


利用 式 (3， 9 和 4(z ,S) ， 得 到 
log n (t) = + AG 0), Imr>0， (2) 
这 样 ， 利 用 定理 3.5 和 3 , 由 式 (2) 就 可 推出 下 述 形 式 的 1 (7) 
的 函数 方程 . | 
定理 1 设 Imr>0, 了 是 由 式 (1.4) 给 出 的 模 变换 , >0. 
那 末 有 


log n (Vz) =logn (z) + + log (ctt d)+e(a,b ,c,d), (3) 
其 中 x x 


e= ela,b,c,d)= 
HHE 


H atd -zis(ld,o) - Z , (4) 
c 4 


| e=] . (5) 
证 : 由 式 (2) 及 (3.22) (s=0)， 并 利用 (0) = -1/2 得 到 
(注意 约定 (3.3) 及 (3,4)) 


log n (Vt) = zi att+b 


Td — A(Vtr ,0) 
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= ni atb _ 1 
= 12 ertd AG.0) + — L (< ,0) 


-村 1TG+D5CG (re) ) 


lm 1- (c+ 二 -eris 
S> 0 S 
© _ mi attb 1 


+ s og(crtd)— -7 =i 


_ mi artb _ mi 
=logn(z) + + 1 cttd 12 “ 


+L Gz,0)+ + log(er+ J) = Z: 


由 此 及 式 (3.23) 就 证 明了 式 ORE. | 
“下面 来 证 明 式 (35) 成 立 . 显然 , 这 只 要 证 明 
”a+d-12cs(d,c)= 0(modc). (6) 
H EBE 2.3 (d) 可 得 | 
12dcs(d,c) = d?+1 = d°+ ad— bc 
= d(a +d) (mod c) , 
WEK (d,c) =1 就 证 明了 式 (6). 
定理 1 假定 了 c>0. 对 c 和 0 有 以 下 结论 : | 
定理 2 设 Imt>0, V EH (1. 外 给 出 的 模 变 换 . 若 
c<0, 则 式 (3) 成 立 , 其 中 


,la be dH atd s nisto t Ti ，(7) 
且 亦 满足 
e24: 一 1 (8) 
# c=0, H) | | 
log n (V 1) =logn(z) + -7 T L, (9) 
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证 : 变换 V 可 写 为 
Vre=((—a)r+(—)b))/A(—c)z+(-—-d), 
由 定理 1 就 推出 


log n (Vz) =logn (1) + — log ( ~ cr- d) 
+ e(-a,—b,—-c >d) 
=]og n (z) + > log (cr+ d) + 地 log(- 1) 
+ e(—a,—b—c,-4). 


由 约定 (3.3) 及 式 (4) 得 


Zi, Al-a-d) (Ny) iL 
s(a,b,c ,d) = 5 十 rí L ) tris (— d — c) 4 ' 


HJ s(—d.,—c) = -s(d.,—- c) W EATA (7) RE. 

当 c=0 时 ，ad=1, Vr=t+bd, RP d= +41. 注意 到 约 
定 (3.3)， 由 此 及 式 (1.6) 就 推出 式 (9) . 

由 定理 1 及 2 立即 推出 定理 1.4 成 立 ， 且 有 


12 


| atd -risd ð- F b e>0, 


fi atd tris (dO + LN, oxo 5 (10) 


cO 
ps 
g”) 

Ar 人 
Sla. 
S. | 
—— 
O 
lI 
(ame 


定理 1 的 另外 的 证 明 可 参看 [29] , [2] , [4] . 
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3 题 


1， 设 了 是 由 式 〈1.4) 给 出 的 一 个 模 变换 , 不 是 恒 等 变换 . 证 明 : 它 在 上 平 
半 面 Imzr>0 (包括 无 穷 远 点 ) 上 的 不 动 点 仅 可 能 有 三 种 情形 : (a) 有 
一 个 虚 部 大 于 零 的 不 动 点 , (b) 有 一 个 虚 部 为 零 的 不 动 点 ; (c) 有 两 个 
虚 部 为 零 的 不 动 点 . 进而 指出 ， 出 现 这 三 种 情形 的 充 要 条 件 是 : 
la+td|<2;l|a+dl|=2Kl|a+dl|>2. 

2. 设 了 ,SS 是 由 式 (1.32) 给 出 的 模 变换 ， 求 出 (a) 模 群 下 中 所 有 了 能 和 S 
交换 的 模 变 换 ; (b) 工 中 所 有 能 和 S 了 交换 的 模 变换 ; (c) 最 小 正 整 
数 n ,使 得 (S T) ”是 恒 等 变 换 ， 

3. ÉH E E3F>EI Imr>0 .证 明 : (a) 对 任 一 tie 日 , 必 有 模 变 换 VE 
toe HIER th=Vro B to 满足 |z |21,]z +1|z]+ l|; (b) 对 区 
域 Rr={treH,|tI>1,|zt+t|<1} 中 的 任 一 个 点 1, 若 有 模 变 换 V 使 
得 Vr=7t, WV 必 为 恒 等 变 换 ;(c) 在 (a) 中 分 别 取 Tro=(8+6i) A3 十 
2i) ，(10i+ 11) 《6i+12) ,， 求 相应 的 to. 

4 ， 求 出 模 群 荆 中 (a) 以 i 为 不 动 点 的 所 有 模 变 换 组 成 的 子 群 ，(b) 以 
e’ 为 不 动 点 的 所 有 模 变 换 组 成 的 子 群 . 

5. 当 (,k)>1 时 ，s(h,k) 仍 以 式 (2.3) 定 义 . 证 明 : 对 g>0 有 s(qh, 
gk)=s(h,k). 


6 . 对 任意 整数 x 有 > (5> J-e. 


_1 
7， 设 p 是 素数 ， 证 明 : sh + sthtbksph)=(p+1)s (h.k) 
Zo 
8. 设 o(n)= 2, 4 .证 明 : (a) 》 s(h+bk.dk)= 2 plc)s(he, 
din 


bmod d cld 


kold): () 》 È {4 h+b kdk ]=0 s thsk , 取 n 


dn bmodd d 
为 素数 就 推出 第 7 题 . 
k—] 
9. itr hk 是 整数  k> 1. WEH (a) (+z ))- -3 sin 2 hr l 
k 2k F k 
ri hr nr 


k=] 
St ; (b) = 于 $ ctg = ctg w 
r=i 
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18 . 


第 10 一 17 是 利用 定理 2.2 来 计算 slh, k), ZLEZE h>1,k>1, 
(h,k)=1. 


. # k= r(modh), W I2bpks(h,k)=k'-íl12s(r.h)+31hk+h'+1. 
. t k= 1(modh), Mj 12 hks(h,k)=(k-1)(k—-h?'—1). 

.# k= 2(modh), WJ 12 hks(h.k)=(k- 2) (k—(h?+1)/2). 

. # k==—1(mod h), W 12 hks(h,k)=k*+(h'—6h+2)k+h?2+I. 
.& k= rímodh), r>1K h= t(modr), t= +1 , W 


I2hks(h,k)=k2—r l (h2-rt((r-1)(r—2)h+r2+1)k+b2+1. 


.利用 上 题 确 定 当 y=3 或 4 时 的 s(h,k) 的 值 . 
.# k= 5(modh), h= t(mod 5) ,t= 十 1 或 十 2, 则 


I2hks(h,k)=k2—(1⁄5) (2+ 4t(t—2)(t+2)h+26)k+ h2+]1 


。 设 0<h<k， (k.h) =], ro =k, r =h, ri-i=qrjt r+ > 0<7ri+l<ri ; 


1<j<sn, r. 1 = 1. WEAH : 


oL "El yy tratt l aten" 
s (h.k) = T. A 1) 5 , 


j=! rjtj~1 


证 明 : Imt=0 是 11(t) 的 自然 边界 .( 利 用 定理 1.4, 定理 1.1 及 式 
(1.1) 证 明 每 一 有 理 点 r=p/4.(p .9)=1 ,都 是 jy (7) 的 奇 点 .) 
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第 三 十 六 章 无 限制 分 拆 函 数 


整数 分 拆 是 堆 鸡 数论 中 的 一 个 基本 问题 .最 重要 的 整数 分 
拆 是 所 谓 无 限制 分 拆 ( 见 31). 正 整数 nn 的 所 有 不 同 的 无 限制 分 拆 
的 个 数 记 作 p(n) , 称 为 无 限制 分 拆 淆 数 .无 限制 分 拆 孔 数 的 母 函 
数 焉 (2)( 见 》1) 和 上 一 章 讨 论 的 7 函数 有 密切 关系 ( 见 式 (1, 9))， 
由 n 消 数 的 函数 方程 就 可 得 到 F(z) 的 函数 方程 (定理 1.3) .Hardy 
和 Ramanujan 首先 提出 了 圆 法 ， 用 于 讨论 无 限制 分 拆 函 数 ， 利 
JH F (z) 的 联 数 方程 ， 得 到 了 它 的 渐 近 公式 ， 这 是 33 所 要 讨论 
的 内 容 .后 来 Rademacher 改进 了 他 们 的 讨论 ， 利 用 圆 法 得 
到 了 pnh 的 一 个 漂亮 的 级 数 展开 式 ， 这 将 在 34 证明. 首先 ， 
RITE $1, S2 介绍 有 关 p(n) 的 一 些 基本 性 质 和 初等 结果 .本 
章 内 容 可 参看 [11], [12] , [3], [4], [6] , [29]. 


$1 .无 限制 分 拆 函数 p(n) 


设 是 正 整数 . 把 n 表 为 不 计 次 序 的 车 于 个 正 整 数 之 和 的 
一 种 表示 法 称 为 是 n 的 一 个 分 拆 : 
H=n i +n, t- +n, n 2n,2> .>n,>0. (1) 
对 被 加 项 n, 及 项 数 1 加 上 一 定 的 限制 条 件 就 可 得 到 不 同类 型 的 
分 拆 .我 们 要 讨论 的 是 不 加 限制 条 件 的 分 拆 称 为 无 限制 分 拆 . n 
的 所 有 不 同 的 无 限制 分 拆 的 个 数 记 作 p (rz ， 称 为 无 限制 分 拆 函 
数 .例如 : 
| 5=4+1=3+2=3+1+1=2+2+1 
=2+1+1i+1=1+i+1+1+1, 
所 以 p(S) =7 ; 
6=5+1=4+2=4+1+1=3+3=3+2+1=3+1+1+1 
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=2+2+2=2+2++1=2+1+1+1+1 
=1+1+1+1+1+1, 


所 以 ，p (6) =11 . 我们 约定 p(0)=1. 把 以 p (n) 为 系数 的 震级 
数 


$ p) z (2) 
称 为 是 无 限制 分 拆 函 数 的 母 函 数 . 
定理 1 当 |zl<1l 时 级 数 (2) 收敛 H. 
> p(n)z"= l] (1—z) !=F(z). (3) 


证 : 设 m 是 给 定 的 正 整数 . 我 们 考虑 被 加 项 n,< m 的 有 限 
制 分 拆 ,n 的 所 有 这 种 不 同 的 分 拆 个 数 记 作 p (n) ， 并 约定 
p, (0) =0 . 显 有 


p. n) <p Q) ; | Pa (n) =p(n), n<m. (4) 
容易 看 出 p n) 等 于 不 定 方程 
n=i-k,+2-k,+--+m-kn (5) 


的 所 有 非 负 解 的 个 数 ;因此 pn (n) ABER Z 


> s.) "= Š z) (z 2). ( ë =) 
n=O k50 ky = \km=0 


= J] (2) i= F, (2. (6) 


解析 开拓 原理 知 ， 只 要 证 明 当 0 入 2z< 工 时 有 
F (z) = lim F, (2z) = È pn)". (7) 
由 式 (4) K (6) 83], 4 0< z<1 BJ 
F (z) > F, (z) = Epa È pm (n) z”> È p (z. 
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由 此 推出 当 0< z< 1 时 级 数 (2) kS, B 
> p(Dz"s<FGD  0O<z<1. 
万 一 方面 ， 对 任意 固定 的 0<z<l1l,#Tp, n) <p(n) 及 级 
数 (2) 当 z= z Bi, AAR > pw O) zg X m BS, 
"n = 
F (z) = lim F,(z) =lim È p,,(n) zi 
= È ( limp,,(n))z1= Sm | 
这 就 证 明了 式 (7) 
关于 无 限制 分 拆 函数 p (n) 有 下 面 的 递 推 公式 , 
定理 2 ” 设 n 是 正 整 数 ， 我 们 有 


np (n) = > o (Dp(n—D, (8) 
其 中 o(D= YX4. 


dli 


证 : 式 (3) 两 边 对 z 求 对 数 导数 得 到 
》 np (n) 2"-!= Èp (n) z" a 


n=1 =1 


li 
1 


的 . 20 
p(n)z" 》 rz" X zrk 
= k=0 


r=1 


I 


p (n) z" Ş Ş AES 
d= 


II 
1 s 
= 
= 
Mar” 
N 
= 


z" 》 o (D) zm? 


[=1 


5 o(p (D)e 


I 
t 
l 
T [ds 
— 
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这 就 证 明了 式 (8) . 

MARGA., pin BERAK F (z) fü 35 = + Tr š rR Fi BJ 
Dedekind 1 函数 有 密切 关系 ， 显 有 

e"it F (e?"it) =y! (t), Im z>0. (9) 

这 样 Hn 函数 的 函数 方程 ( 见 定理 35.1 .1 ,定理 35 .1.4 及 式 
(35.4.10 ) 就 可 得 到 在 模 变换 下 母 函 数 F (z) 满足 的 函数 方程 . 

定理 3 设 V 是 由 式 (35 .1.4) 给 出 的 模 变 换 ，tr = 一 fr. W 
K, 当 Imr>0 时 ， RHE 


er-rir42 F (e?it) =Q (c x+ d)'2e zi A2 F (e2zir/) , I (10) 
这 里 的 w 及 幅 角 的 约定 同 定理 35. 1.4 . 进而 ，w 的 值 由 式 GS. 
4.10) 给 出 . 特别 的 , 当 T = 一 1 时 ， 

e sir p (e?r) =e "4 Jr en F(e ig). (11) 

H T 3 c0, r= —d/e+ió, 620, ó> 0 W, Im v 
=(c26) -一 十 oo, 所 以 下 (esxi) 一 1. 因 而 式 (10) 表 明 
er 有 ez) 的 主要 部 份 是 

w (c ++ d) 1⁄2 pzir 42 

这 也 证 明了 Im t=0 是 F(e”"i’) 的 自然 边界 wÆ n (z) BJ B #& 
边界 .为 了 便于 应 用 ， 把 这 一 性 质 写 为 下 面 的 定理 . 

定理 4 iW k>0O,(h,k)=1,hh= -1(modk).JEK , 353 
Re z>0 (z 的 幅 角 由 式 (15) 确定 ) 时 有 


(ee (4 +4 ))) 
ez [T 12k = z) 
.下 (exp (人 (去 + s: ))). (12) 


证 : Bk 满足 -hh -kk'=1 ,在 定理 3 中 取 模 变换 为 
a=h’, b=k’, c=k,d= 一 h, 以 及 


r=h/k+iz/k. | (13) 


t=Vrt=h kt+iAkz). (14) 
我 们 以 o, p, 记 这 里 所 确定 的 式 (10) 中 的 w . 此 外 由 cr+ d=iz， 
c=k>0 及 幅 角 的 约定 (35 .1.35) 知 :( 取 i=e"'?) 

—zx/2<argz<x/2. | (15) 
由 以 上 的 讨论 从 式 (10) 推 得 


a 
一 CD nið P — mi h i 
Toune yz APR (k kz 

F (oxp (2r: (+ + $ ) ) (16) 


比较 式 (16) 和 (12) , X TERR (12) 只 要 证 明 


h’ h ° 
etish = , ,exp (-3 > (二 -x 小 vi ). (17) 


而 由 式 (35.4.10 知 上 式 成 立 . 证 毕 . 
32 .P(m 的 上 界 及 下 界 估计 


利用 定理 1.2 就 可 得 到 下 面 的 p (n) 的 估计 式 : 
定理 1 对 任 给 的 e>0 , 必 有 正 数 c (e) ， 使 得 当 mz> 1 时 有 


coepl (z |= - £) m2} <p (n< epf 2 p), (1) 


进而 有 
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这 样 ， 


On ee == = 


log p (n) — z |2 n n> o. (2) 


证 ， 式 (2) 是 式 (1) 的 显然 推论 . 下面 来 证 式 (1) . 先 证 右 
半 不 等 式 ， 对 nn 用 归纳 法 . 当 n=1 时 显然 成 立 ,假设 结论 对 所 
Æm<n(nz 2) 都 成 立 ， 即 


p (m) < exp Ë | t m'^), m<n. (3) 


由 此 及 式 (1.8) 得 


< > > dexp (z | Z (na '2 ]. (4) 


利用 不 等 式 : 4 x>y>0 RA 
x12- (x—y)'2=y(x!2+ (x-y) > yx [2， (5) 
从 式 (4) 推 得 


ow on(r 了 $ $ doft SF 28). 


由 此 利用 不 等 式 : 当 x>0 时 有 
2 me "x= — £ ( )) cj)- 一 -£ (1— e>)! 


m=0 


= (ex 2 — e * /2) -2< x7? ， 


得 到 


利用 > h< t (2) =n2⁄6 ,由 此 就 证 明了 所 要 的 结论 . 


R (1) 左 半 不 等 式 的 证 明 原则 上 是 一 一 样 的 ,但 要 麻烦 得 多 ， 
为 了 简单 起 见 ， 我 们 利用 FISAR [11 , 定理 324]) ， 


» o (|) = = n’+ O (nlogn) . (6) 
J=] 


Wa=n 2/3 -6 , e (EE exp (— z J273 ) 的 待定 常数 . 
当 n=1 时 结论 成 立 ,假设 结论 对 所 有 m<n(n 宇 2) 成 立 ， 即 
plm)>c(e)exp (am!2), m<n. (7) 
利用 不 等 式 : 当 x>y>0 时 有 
= (x—y)!2=yx !2(1]+(1—y/x)!2) 

<yx '2(1+(1-—y/x)) `! 

=2 yx !2(1—y2x)”' 

<2 !yx '!2(1+y/x), (8) 
由 式 (1.8) K (7) 482] 


np (n) > c (e) y a (D exp (a (n— D !⁄2) 
>c (e)exp (an! 2) 
. Y (D ep (- 7 - É, ). (9) 


I=1 


记 最 后 一 个 和 式 为 2 . 由 式 (2.1.5) 及 (6) 可 推 得 
Esi | uen (- aiia- dpa jdu 


n 3 f 
ro( | log (2 u) exp (- 一 4 一- Jdu). (10) 
| 2 112 2 n? 


对 天 >0,x>0, 我 们 有 


A Ñ 


| oxp (uA udu= x | exp (~ wu'du<< ,x*!'. (11) 
0 


0 
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骨 注 意 到 


i au | au? au au? 
(|) 


由 式 (10) 和 (11) 得 到 
全 (人 人) 
+ 人 (mr | wen (- pA )a 
tiogn | exp(- zn, 一 Jau) 
1 


2 


HR au . 
Fa | “em r Fn ) dut 0 (n'^log n). 


n 4 . 
| u exp (- P )au= 7 nexp (- PPI +o 2) 
| 


= £ n+ O (n!22), 


由 以 上 两 式 得 : FEE c 使 得 
> > = n— c  n!2]og n 


-2 
-(1- 1 /二 e) n— c n!2]og n 


一 Jn- c n'2]ogn 


⁄ J 3 1/2 ) | 
=n z 5 ERN- Ch log n (12) 
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FE n =n (e), Œ n> n, 时 


2 3 , 
_ 本 en~c n ' logn2>0. 


现 取 c(s) ， 使 得 当 m<mi; 时 有 
p (n) >c (e)exp (a n!2) 


成 立 ， 这 样 ， 当 n> n. 时 由 式 (9) 及 (12) 知 上 式 也 成 立 ， 这 就 
证 明了 式 (1) 的 左 半 不 等 式 ， 


93. p(n HEAR 
设 尺 是 以 p 为 半径 ，0<p<1 ,以 原点 为 心 的 正 向 圆周 ， 
根据 复 变 积分 的 Cauchy 定理 ， 由 式 (1.3) 知 
p (n) = s: | F(s)s "ds. (1) 


FERM s= e2ziz ,约定 seR 时 
s=pe!°, —mKw<@e<mx, (2) 
这 样 ， 复 平面 s 上 的 围 道 R 变 为 复 平面 z 上 的 直线 段 | 
L: xtiy, -—-1⁄2<x<1⁄2, y=(27z)'log(p™). (3) 


因此 , 设 m=n 一 1/24 ,e=(27r)~' log (p0), 就 有 


p (n) -| F (ez"iz )ye *izA2 e 2z=im: d; 
L 


-| +| -f (4) 
L} La L3’ ; 


其 中 L, —12<x<- /2£ ,y=e; Li: 一 /38 Sx<./2;s ， 


y=e; L,: /2 Sx<1⁄2, y=z. MRE 
g= (96 m) ~ia? > (5) 
这 也 就 确定 了 p. 当 n 充分 大 时 必 有 0<e<1/8. 我 们 要 来 估计 


| | | , 证 明 它们 是 可 以 忽略 的 次 要 项 ; 计算 | , 证 明 它 是 

L| La 

主要 项 . 这 样 就 得 到 p (n) 的 渐 近 公式 ， 为 此 先 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 1 设 z=x+ 了 ,yy>0 .一 定 存在 一 个 模 变 换  ( 见 式 

(35 . 1.4)): 


L. re Z+ Ü) 
x"tiy'=V z= yz ， (6) 
使 得 2y,y'> /3⁄2. 
证 : 对 任 一 模 变 换 
_ az+ b 
z'=x”+ iy = Vz= otd ' 
由 式 (35 . 1.5) 得 
2 
1 _ (x+ 4)" +c?*y. (7) 


y’ y 
-考虑 由 所 有 互 素 整数 对 fc , d} 组 成 的 集合 %%/, 由 于 |c|+|a| 无 论 
以 何 种 方式 一 + oo 时 ,， 式 (7) 右边 也 一 + oo ,所 以 ， 当 {c d) 
e%W 时 ， 式 (7) 右边 必 在 某 几 组 数 对 上 取 到 最 小 值 ， 设 {y ,6) 就 
是 这 样 一 对 . 任 取 整数 对 {x ,8 使 得 m6 一 By=1 .我 们 来 证 上 明 : 
由 这 些 xc ,8 ,y ,6 决定 的 式 (6) 的 模 变 换 V 就 是 所 要 求 的 . 首 
先 ， 由 最 小 值 性 质 知 ，y ‘>y. FARKE y'> V3 /2 .对 任 一 模 
变换 V, ÚW z'= Vz .由 式 (7) 知 


1 (cx+ d) ° 4 
y 


y’ 
注意 到 z“= 2 , 故 由 最 小 值 性 质 知 VA y'>y'. 现 取 c=1， 
dE —1/Ż<x'+d<1⁄2 ,就 得 到 
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引 理 2 ia, p 是 两 个 正 数 , r=Y BA .再 设 开 是 这 样 的 
正 向 围 道 : T,: w=pei*,0<p&r,p = 一 2x;T,: w5re”, 
—2x<o<0;T,: wepei°,r>2p>0,% =0 .我 们 有 

J= J (w , B) = | w '2exp (— a w— B ⁄w) dw 
T 
=2 Vrh Snb Jag). ` (8) 

证 : 在 复 变数 替换 

| S=Vaw TVB 
F TOr:TP>T,-—o<Res<-2 («ß)'^,Ims=0; T:>? T3. 
-2 (aß) '4<Res<2(ap) A, Ims=0; T T,;:2(aß)^ 
<Res< + co , Im s=0. 而 在 复 变 数 蔡 换 

z=— Vaw TNB 


F T>C. Tr C .—o<Rez<0,Imz=0; T,—> C ,1:0> 
Im z> — 2 (a 0) 4, Rez=0,%& C22: —2(«ß)'^<Imz<0, 
Rez=0; T, C}. 0<Rez<+ œ ,Imz=0. 注意 到 由 


2 /Vw =(s-2) Na 可 得 
L __1 (要 -至 
Jw Vr Vdw _ dw /J' 


因此 


J= | exp (ow pm) We (i — -2 )aw 
= H | exp {- Saw + p 2 /a8 Yw 
T 


l 


- H | exp {-6/aw +) 2 Ja Vi 
1 


— 2 1 _ 2 
= e2vaB | e ds— e 28 | e: dz 
VO r Vu C 


kor ta = a aq 


= 7 (ez oa) | e du 


x 
= | T (e? VB — e`? vap) 5 
x 


这 就 证 明了 引 理 . 
现在 来 证 明 p (n) 的 渐 近 公式 . 
定理 3 iW A=x V2/3 , n=n- 1⁄24 .我 们 有 


_ 1 elm 1 


证 : 设 充分 大 . 先 来 估计 式 (4) 中 的 积分 | f . 为 此 ， 
工 1 L3 
要 证 明 对 任 一 ze L, UL, BA 
-TizA2 F (e2"i7) << p78) ， (10) 


PH e 由 式 (5) 给 出 ，s<1/8 .由 引 理 1 知 ， 必 有 模 变 换 V'i 
$ x'+iy'= Vz, ÑE y'>y y'> 3 2. 因此， 由 式 (35. 
1.5) 知 


Iyz+ô|/ =y% <1. 
由 此 及 定理 1.3 知 ( 取 = V ` ,r=z,z =z") 
le "mF (e2*i2)|< er PIF (e?™=")| 
Ker RF (e?n enn, (11) 
这 样 ， 为 了 证 明 式 (10) 就 只 要 证 明 
y 和 1/[4e . (12) 
当 zeL UL, if} y=e, HAR (7) (R V= V 3, 


+ 2 
= Ot gyre, | (13) 


1 
y` £ 
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Je EB |y|> 2, 由 此 即 推出 (12). 不 妨 设 y >0 (不 然 
以 一 ,一 ,一 7 ,一 6 代替 &,P,y,6). 
(a) y 关 0 . HÆ y=0, M ð= +1, HR (13)44 
ly =1⁄2>8, 
(n 充分 大 时 ，e<1/8), 这 和 y 人 > V3 /2 矛盾 
(b) y 关 1 . 因 若 >=1 ,可 分 6=0 和 |ó|> 1 两 种 情形 来 讨 
论 . 当 5=0 时 , 则 zx 一 1 各, 所 以 由 |x|>V/28 得 
y'=y/Ax'+y2) <se/(2e+82) =1⁄2+e), 
这 和 y > /3 /2 了 矛盾. 34|ó|2 1 BF, H |< 1⁄2 R3 (13) 48 


L >+ (lól-|xD?+;> -+ +e, 
y E 


4e 
由 于 s< 1/8, ZEA y'> /3 /2 FH. | 
综合 以 上 讨论 就 证 明了 式 (12) R, AMR (10) 成 立 ， 由 
式 (10) 及 (5) 就 证 明了 


r 
| +] << pl EMEtRARE) << ptm /2. (14) 
Li YL, 
下 面 来 计算 积分 | . HK (1.11) 48 


| -| Ti4 Vz e*i⁄12z F (e 2ziZ ) g ?imz dz， (15) 
L L, 


2 


作 变 换 z= we", 原来 z 的 幅 角 变化 范围 ( 见 式 (35.1. 8)) E 
O<argz<x ,所 以 w 的 幅 角 变化 范围 是 

— 3: 2<argw< —x/2, (16) 
我 们 有 | 
-| Vw F (e?" w) g7?" mw+1⁄24w) dw ， (17) 


L? 


其 中 工 ! EHRE. Rew= 一 2, 一 V2s。 SINW< J J2g >W 
的 幅 角 由 式 (16) 确定 . 
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*4we L;HJ, 议 w= -etiv,|v|< V2 € 


1 — £ — g —1 1 
Re 一 = < = _ 
€ w g2+ p2 8E? 十 28 2 十 7 < 3 ° (18) 


最 后 一 步 用 到 了 e<1/8; 所 以 当 weL’ 时 ， 


[eye 名 一 1 和 > p (D e203 <<1 (19) 
1=1 
由 式 (17) ，(19) 及 (S$) 得 到 


| -| m e 2" mwt aw w + O (e2nmo) 
L? L3 


=]+0 (eVm 4). (20) 
下 面 来 计算 积分 1. 设 6 是 小 于 (24 m) -2=28 的 正 数 . 考 
虑 如 下 的 积分 围 道 G=L;+C,+C:+C:+C, +C, + C++ C, 


+C, +C, 这 H Ci: Imw= V2e ， -eRew<0; C,: 
Rew=0 ,V2e >2Im w>ó;C,:|w|=ó,-3zx/22argw>-2xn; 
C,:Imw=0,8<Rew<2e;C,;:|w]=2e, -2r<argw<0; 
C: Im w=0,2ez Rewzô; C:lwl=ô, 02 arg wè -nz /2; 
Cs: Rew=0, —óz2Imw2- / 283; C: Im w= 一 /28， 
0> Rew 之 一 2, 由 Cauchy 积分 定理 知 : | 


[= 一 (| + ... + | yw e7?" mwti/24w)) dw. (21) 
C] C9 


先 证 明 除 J | | 外 ， 其 余 的 积分 都 是 可 忽略 的 余 


项 . 容易 证 明 : ÆC, C, E Re(mw+1⁄(24w))> 0, ,所 以 


1 | 


fEC,,C, E Re(mw+1/(24w)=0 ,所 以 对 任意 5>0 
1) 下 面 幅 角 的 取 值 是 由 式 (16) 确定 的 . 


<xó' 2⁄2, <n6 /2. (22) 
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< s: (2s) :4 (23) 


| V2e 
| < | Vu du= 3 (28), | 
Ca 0 C8 


#C,,C, F, #w=u+i 2g ,一 Ee<u<g.0 ,我 们 有 
Re (mw+1/(24 w)=mu+ (1 /24)u2 (u2+ 28)! >— me- 1⁄48 


所 以 
É: | 


A 5 一 0 , 由 式 (21) — (24) 485 


=-(| -f +| ) Ve evewawt O (es A) 
Ca “C, “Có 


— 
<< e2"n/mt— el. m ⁄4 ， 


<<eivm 4. (24) 


一 — | Vw 27 mwt Aw) dwyt O (e m 4) , (25) 
l T 


其 中 了 为 引 理 2 中 的 积分 力道 ( 取 r=2e=(24m)-'). 在 引 理 
2 中 取 &=2xm,P=zx /12 , 那 未 就 有 


J=- | Vw eol dw+ O (e) m). 
T 

{dd Afm 4 

-( j IEP), +o ) 


d jn i 
- 1 (2 Z inh O JẸ) )} + Ole ) . (26) 
由 式 (4) ，(14) ，(20) 及 (26) 就 得 到 


d | Z a Wee 
pofi h2 Z sinh(2VEH ) t tole ). 


(27) 


d x 
-i (2 J4 sinh (2 V ég JA 
VET. Vn 
-( x“ aJe je ) ， (28) 
由 以 上 两 式 ， 并 注意 到 a= 2rm , B= x= /12 ,就 证 明了 式 (9) ` 
不 难 证 明 : 由 式 (9) 可 得 


-le ! 
从 渐 近 公式 的 证 明 可 以 看 出 ， 这 里 是 应 用 了 圆 法 ， 但 只 作 
了 最 简单 的 讨论 ， 即 在 积分 (1)( 即 积分 (4 )) 中 取出 了 一 段 积 


分 【 即 | ) ,证 明 它 是 整个 积分 的 主要 部 分 从 而 就 导出 T 


渐 近 公式 . 进一步 利用 Farey 分 割 来 分 划 积 分 (1) 的 积分 区 间 ， 
把 每 一 部 份 都 计算 出 来 ， 就 可 得 到 p (n) 的 级 数 展 开 式 ， 这 是 下 
节 的 内 容 . 


$4. p(n 的 级 数 展开 式 


本 节 要 利用 Farey 分 割 把 式 (3.1) 中 的 积分 分 为 在 一 组 小 圆 
红 e 上 的 积分 ， 然 后 利用 函数 方程 (1.12) 求 出 在 每 一 小 圆 弧 上 积 
分 的 主要 部 份 ， 就 可 得 到 p (n) 的 级 数 展开 式 . 

E 六 是 充分 大 的 正 整数 ，N 阶 Farey 数列 下 ,是 指 所 有 按 
大 小 顺序 排列 的 ， 具 有 正 分 母系 六 的 ,位 于 [0 , 1) 之 中 的 既 
约 分 数 : | 


hk, 0x h<k,(h,k)=1,1<k<N. (1) 
显然 ， O< h/k<(N- 1) /N. Biin, 5 Br Farey 数列 是 
0 1 1 1 2 1 3 2 3 4 


—  ———  —” T  — 


1”5 7 42020 32020 5 2 5 3 4 5? 
关于 Farey 分 数 的 基本 知识 可 参看 [12 , 第 六 章 S 10]. 
对 于 N (2 33) 阶 Farey 数列 中 的 任 一 分 数 


O<h/k<(N-1)/N, 
在 数列 F, PLAMEK hiki h, ka: 


| h, k <h/k<h,/k, . 
我 们 记 


h AK =(h +h) Ak +k), 0 一 天天 一 天 AKC ; 
h'/k*=(h+h, Ak+k,), 0/,=h*/k'*—-h/k. 
X h/k=0/A H, i 
hj = —- 1 ⁄N+1), k A=1AN+1), 
Ot 的 定义 同上 ; 4 hk=(N-1)/N H}, 1 


h ⁄k=(2N-3) /(2N-1), ht⁄kt=N/N+1), 


Ot, 的 定义 也 同上 . AH , 


(2kN) <O, sR N); 
且 显 然 有 | | 


> (0; + Op) =1. 
h= 


0 
设 0<p<1, 令 s=pe'"*,0<x<1, 由 式 (3.1) 得 - 


p (n) =p" | F(p axix grain dx . 
利用 上 面 对 数列 F s 的 讨论 及 周期 性 ， 由 上 式 得 
k- 


N ht /kt 
p(n) =p” > Y | F (pe2*ix )e 2*inx dx 
k=1 h k 


h=0 


— 
` 


N kl” ê k.h 
=p" > F (pe2*i@ A tx) )e 2zin(hAtx)dx . 


K. 


p=exp (— 2 z /N2) 
z=k(N`2— ix) 5 


(2) 


(3) 


(4) 
(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 
(13) 


Ok,h 
Lya” | F (exp (2 (2 ti D) a (14) 


我 们 就 有 
p (n) =exp G 


r$ Y ap ( 22ih), (15) 


1 k=0 


”下面 来 计算 Lpa. 由 定理 1.44%, 


N 


加 
lza” ©™is(h,k) vs ~ 二 和 z) je 


-əy 


8 


k.h | -ł 
二 pris (h.k) T(z '!—z) —2ninx 
€ af z exp ( | 12 k | e 


-0k,h 
(AN 
F — + — |) )- 
Ír (exp (2 =i [ k PP. ))) lla 
= e" ish, ,k) I, 十 eristh， ,天 ) Na (16) 


先 估计 了 2 . 由 式 (13) 知 , 


1 _ _ N +ix u 
z k(N-t+ x2) ` | (17) 


4—0 <x<0;, BF, BERRA (8) 得 


TIL_ _N? 1 1 
k Re = EN aA > eN? 2 2 » (18) 


以 及 


|z [12= kN x2)!4< k'2(N i+ kN-D) 4 
<2 N 1⁄2 (19) 
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因而 ， 由 此 及 式 (1.3) 48 


I I (Ott Oi) lel ronp( = Re zz ) 


` 2n 1 1 
> pOemp(- (- 24 ) Re > ) 
<An +0- )214N 1⁄2 en 702 2) ) p (D e 12) 
| | I=1 
<< (O tOn D N. (20) 


下 面 来 计算 1. 由 式 (13) 得 1 的 复 积分 表示 式 : 
k (N 2—i0 ih) 
ce 
k(N 2+10K,h) 


2 1 
: <E [n—- — |)z+ 1 


由 约定 知 当 — 0z, hA x< 0, 时 n/2>argz>-n/2. 作 复 变换 
w=k'!'e "iz, XÍ — z/2>arg w> — 3 = /2 .积分 变 为 


- 2 -N +O h 
k eap =i) | Vs 


_ Ar 一 2 ;一 
N “一 ip 


exp( -2x ((»- =r jet L )) dw, (22) 


这 里 的 积分 同 式 (3.20) 中 讨论 的 积分 的 类 型 完全 相同 ,计算 方法 
也 相同 . 考虑 积分 围 道 H=L, tC + C,+ C;+ C,+ C,+ G, 
+C,+C +C XE L. ,:Rew=-N2,-0  ,Slmw<0Z G 
Ci:Inmw=0 -N> < Rew<s<0; C,: Rew=0, 0 2 
Imw> ó; C,: |wl=ó, -3n /2 >argw 2 -2r; C,: 
Imw=0, ôx Re w<r; Ci: ia r, —2z < arp w < 0 ; 
C: Im w=0, r> Re w > ó; : |w] =ó , 0 2 arg w 
-7X/2; Cs: Re w=0, amas — Ok. ; Co: 
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Im w=- 07, 0> Rew>— N *, 这 里 取 r=(24k (n-1/24)) 2, 
5 是 小 于 (2 N2) 1 BD E32. 由 Cauchy 积 分 定 理 得 ( 记 
m =n— 1/24) 


~ — 27 hn 
8 


9 


1 
‘exp [-2 a (mwt =L J). (23) 


同 计算 式 (3.20) 中 的 积分 完全 一 样 ,利用 式 (8) 可 得 


fe, 


<< (04 ) 22<< (Nk) 0, 


<< 63⁄2 , << 63⁄2 . 


7 


<< (07) *2<< (Nk) Oi 


[ 
| 
|. 


| 


把 以 上 估计 代入 式 (23), 令 ó— 0 即 得 


<< N 2 (N-*+ (0t)? )' exp (2 rmN °) 


<< k2 N° exp (2xrmN 2) 0 k,n > 


<< k' 2 N exp (2xmN 2) Ox. 


— 22nn -2a (mw+1/024k? w)) 
IB = — k? exp ( N: m e 2" w w dw 
JT 


+OCN 2(02 07. )) ， (24) 
-91t 


其 中 了 为 引 理 3.2 中 的 积分 围 道 Ha r= (24 k'm) -v: .在 引 理 
3.2 HR a= 2rm ,B=n/(12 k?), Bp48 | 


_ 2 
-| m e 2x Gnwti/Q4k w)) Tw 
T | 


=W,(n) . (25) 
由 式 (15), (16), (20), (24) 及 (25) ,利用 式 (9) 即 得 
p(n)= Y k'?A, (ny, (n) +ON exp (rnN-’)) . (20) 


其 中 | k=! 
A,(n)= 2 explris(h,k)-2rinhk'). (22) 


S h=0 
令 N— oo 就 得 到 了 p (n) 的 级 数 展开 式 
定理 1 | 
p 0)= 2 k'24A,G ny,(ln), (28) 
k=1 


Et y, (n)，A (0) 分 别 由 式 (25), (27) 给 出 . 
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